Соодчіе 


ПТрі8 15 а фіайа! сору ої а БооК (Ба! маз ргебегуса Гог вепегацопя оп Пгагу 5пеЇуе5 Бебоге її уга5 сагеїиПу зсаплей Бу Сообіе аз рагі ої а ргоїссі 
о таке Ше могід'я БооК5 Фізсоуегабіе опіїпе. 

1 Ба5 зигуїуед опа епоцеі Бог Фе соругія о ехріге апа Бе Боок Іо епісг Ве рибіїс Дотаїп. А рибіїс Фотаїп Боок із опе а маз пеуег зибіссі 
(о соругіє і ог мБобе Іева! соругія и егт Ваз ехрігед. МПеїег а Боок із іп Бе рибіїс дотаїп тау уагу соипігу іо соипігу. Рибіїс дотаїп Боок5 
аго сиг раїсмауз Іо Ве разі, гергезепіїпе а миеайй ої Бізіогу, сийште апа Кпом'едєе (наг'я обеп іЙйсий 10 дї5соусг. 

Магкз8, погаціопя апа оїбег тагаіпайа ргезепі іп Фе огідіпаї уоїште мії арреаг іп із біс - а гетіпдег ої Віз Боок'я Іопє |оигпеу Їтоті Бе 
рибізнег 10 а ІБгагу апа йпаПу 0 уои. 


Озаре виідеїіпез 


Соовіс із ргоца о рагіпег мії Нбгагіс5 10 Фігійге рибіїс Дотаїп таїгіаїз апа таке ет млідсіу ассевзібіс. Рибіїс дотаїп Боок5 Беіопе іо бе 
рибіїс апа ме аге тегеїу Юеіг сизіодіапя. МеусгіПсіс58, Віз могК із ехрепзіуе, 50 іп огаег (0 Кеер ргомідїпя (Віз гезошгсе, у/е Баме (аКеп 5Іер5 0 
ргеуепі абизе Бу сотптегсіа! рагіісз, іпсіидїіпе ріасіпя (есіпіса! гезігісйопія оп ашіотаїса дисгуїпе. 

Ме аїво аз Ваг уди: 


- Маке поп-соттегсіаі изе ої те Їїе5 Ме Февізпед Сооріе Воок Зсагсі Гог и5е Бу іпдїмідиаіз, апа ме гедисзі Ба уси и5е (Пе5е біс Гог 
регвопаї, поп-сотптегсіа! ригробез. 


- Веїтаїп бот ашотагеа диегуіпя До пої 5спа ашотагса дисгіся ої апу 50гі (о Соо8іс'я зузіет: І уди аге сопдис(іпя гезсагсі оп тасріпе 
«гапзіайоп, оріісаї сбагасіег гесовпійоп ог оїБег агеаз м/Пеге ассе55 (0 а Іагае атоиті ої Іехі і5 реїріиї, рісазе сопіасі из. М/е епсоигаре бе 
изе ої рибіїс Фотаїп паїегіаі5 Бог Безе ригро8ся апа тау Бе абіе Іо Беір. 


- Маітаїп аптірипоп Тбе Сообіе "магегтагк" уди 5се оп сасі Біс із ез5епіл! Бог іпГогтіпя реоріе абоші із ргоіссі апа Беіріпя вет бл 
адайнопа! таїггіаїз (вгоцеб Соовіе Воок 5сагсй. Ріса5е 4о пої гетомуе її. 


- Кеер й Іеза! М/Баісуєг удиг ие, гететкег (Ба уси аге гезропзібіе Гог еп5игіпя Ба! м/ба! уди аге Чоїпа 15 Ісра!. До пої азвите Ба! із 
Бесайзе ме Беїїсує а Боок і5 іп Ше рибіїс дотаїп Гог иег5 іп Іде Опіса 51а1с5, Ша! Фе могк 15 аі5о іп Бе рибіїс Фотаїп Бог изег5 їп оїбег 
соипігіся. М Бешег а Боок і 5 іп соругієби уагіс8 Ігот соипігу 10 соипігу, апа ме сап'ї оїїег виїдапсе оп у/рецег апу 5ресіїїс ц5с ої 
апу 5ресійс Боок і5 аПомеа. Ріса5е Чо пої аз5ите Ва! а БооК'з арреагапсе їп Сооріє Воок 5сагсї тап5 її сап Бе цей іп апу таплег 
апумбеге іп Бе могій. Соругіє і іпітіпретепі Пабіїйу сап Бе дийе 5сусте. 


Абоші Соовіе ВооК Зеагеї 


Соовіс'я тіззіоп і5 (0 ограпіге Ше умогід'я іпогтайоп ап 10 таке її ипіуегзаПу ассе85ібіс ап изеїиі. Соовіє Воок 5сагсі Веірз геайст5 
дізсоусг Бе могід'я Боок5 уіїе Беїріпя ашбогя апа рибійзрегя гасі пем/ ацдіспсез. Уои сап 5сагсб гоцеї (бе и! (ехі об'Біз Боок оп Ве меб 
а(ееер://боокз соочіє.соп/ 














Соодіе 


Зто цифровая коипя книги, хранящейся для иотомков на библиотечньх иолках, ирежде чем єс отсканировали сотрудники 
комианий Сообіе в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира достуиньгтми через Интернет. 


Прошло достаточно много времени для того, чтобьт срок действия авторских ирав на зту книгу истек, и она мерешла в свободньйй 
достуи. Книга иереходит в свободнькй достуи, если на нее не бьли модань авторские ирава или єрок действия авторских ирав 
истек. Переход книги в свободньй достуи в разньїх странах осуществляєтся ио-разному. Книги, иерешедшие в свободньй достуи, 
зто наш ключ к ирошлому, к богатствам истории и культурьг, а также к знаниям, которье часто трудно найти. 





В зтом файле сохранятся все иометки, иримечания и другие заниси, существующие в оригинальном издании, как найоминаниє 
о том долгом иути, которьй книга ирошла от издателя до библистеки и в конечном итоге до Вас. 


Правила использовапия 

Комиания Соовіе гордится тем, что сотрудничаєт с библиотеками, чтобьт иеревести книги, йерешедшие в свободньй достуи, в 
цифровой формат и сделать их широкодостуиньтми. Книги, мерешедшие в свободньій достуи, принадлежат обшеству, а мьї лишь 
хранители зтого достояния. Тем не менее, зти книги достаточно дорого стоят, позтому, чтобьі и в дальнейшем иредоставлять 
зтот ресурс, мьг иредириняли некоторье действия, иредотвращающие коммерческое исиользование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические заиросьі. 


Мьт также иросим Вас о следующем. 


е Не исиользуйте файль в коммерческих целях. 
Мь разработали ирограмму Поиск книг Сообіе для всех иользователей, иозтому исиользуйте зти файльт только в личньх, 
некоммерческих целях. 


»- Не отиравляйте автоматическиєе заирось. 
Не отиравляйте в систему (СІо0віе автоматические заиросьі любого вида. Если Вьї занимаєтесь изучениєм систем машинного 
неревода, оитического расиознавания символов или других областей, где достуй к большому количеству текста может 
оказаться иолезньгм, свяжитесь с нами. Для зтих целей мьг рекомендуєм исиользовать материальт, перешедшие в свободньій 
достуи. 





е Не удаляйте атрибутьт Сообіє. 
В каждом файле есть "водяной знак" Сооріе. Он иозволяет иользователям узнать об зтом ироекте и иомогает им найти 
дойолнительнье материальт ири иомощи ирограммьтг Поиск книг Сообіе. Не удаляйте его. 


е Делайте зто законно. 
Независимо от того, что Вьг исиользуйте, не забудьте ироверить законность своих действий, за которье Вь несете иолниую 
ответственность. Не думайте, что если книга нерешла в свободньій достуй в США, то ее на зтом оснований могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для иерехода книги в свободньїй достуи в разньїх странах различньі, 
мозтому нет единьїх иравил, иозволяющих оиределить, можно ли в оиределенном случає исиользовать оиределенную 
книгу. Не думайте, что если книга иоявилась в Поиске книг Сюовіе, то ее можно исиользовать как угодно и где угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может бьть очень серьезньм. 








О программе Поиск кпиг Сооєіе 
Миссия Сообіе состоит в том, чтобьт организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне достуиной и иолезной. 
Программа Поиск книг Соовіе иомогаєт иользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новьїх читателей. 
Полнотекстовьй иоиск ио зтой книге можно вьшолнить на странице|Бер: //Боокз роовіе. соп/ 
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У Новороссійскаго Общества Естествонельтателей 
вь Одессіб:. п 


Томь Р я Н. Распроданм. у 
- Том'ь НІ. Вип. І-й п 2-й. (См. ХІЇ т. «Заацеокь» я раньше). 

 Том'ь КУ". Вьп. І-й и 2-й (Си. ХІІ т. «Заплсокь» й раньшо). 

Томь У. Вьп. 1-й. Иа: Мечниковь. О пищеварательнихь оргазахь 
пресноводньїхь турбеллнрій. Во оже. Йзелвловаців о развитій иланарій Й. 
Синцовь. Опансаніо нЬкоторьіхт видов мезозойских»ь окаменВвлостей мизь Сии- 
бирской и Саратовской губ. Еро-оже. Оансанів новьіхь и малонзсавдовачньхь 
фори»ь раковин» йзь третичньх'ь образованій Новороссій. Біо же. Замітка 
по поводу статьй проф. Траутшольда: «Оебег Кгеідебоз'-іййеп  Визвіапдв». 
Д. Ришави. Кль вопросу о дьжхтній растеній. В. Репяговь, Взглядь на совре- 
менноє состояніє вопроса о зародьщшевьш'ь пластах». 1877 г. Цвна 1 р. 50 к. 

Вип. 2-й. Є. Кацменко. Матеріальш для исторій молочной и пировино- 
градной кисхоть. Ф. Шрендель. Отчеть о результатахл зкскурсій, проявве- 
денной явтомь 1877 г. вь Подольек. губ. .. Ришави. Отчеть обь екскурсій 
вь Севастопольской бухті вь 1878 г. Р. /(рендель. Отчеть о результатахь 
зкекурсій, пронизвед. аБтомт 1878 г. по прибрєжной полисіь Абхазій я Чер- 
номорскаго округа. 1879 г. Ціна 75 коп. й 

Томь УЇ. Вьп. І-й. Й. Синцовь. О міловьшхоь губкахь Сврот. губ" 
(сь 6 табл.). 0. Мечникова. О тазовой и плечевой дугь хрящевьхт рьйб»ь. 
Б. Кацменко. Матеріалью для исторій молочной и пировиноградной кис. 
В. Шианкевичь. Обь отношеній нВЕкоторьх» безцввтньхь Кіадеііаів кь во- 
дорослямь и грабамь (сь табл. рис.) 1879 г. Цвна 1 р. 50 к. 

Вьл. 2-й, 1. Забаринскій. Допоаненіе кь моногравій М. Ківіпепіегр'є 
«Нудго» (сь 2 табл.). Ид. Мечниковь. Матеріальш кь учевію о вредимхь на 
сфеСсимхь юга Россій (личенка Апігоріїа). В. Репятовь. Кь мореологій ишь 
нокь (сь 6 табл.). С. Танатар». О строевін Фумаровой и мелейвовой кисл 
1880 г. вна 1 р. 00 к. 

Приложен. кь УЇ т. Записовь: КЇога сфегаопензіз Е. Іінаєтанн'в, 2 т. 
Піна 1и32т.4 р. 

Томь У". Вьп. І-й. 7. Ришави. Альтологичоскія изсавдованія (сь 
таба.). П. Спиро. Матерівльшю для изученія образованія желчи. 1. Меликова. 
О проивводньжхь акрилевой кислоті. Й. Синцовь. Описаціє нікоторьшь ви- 
довь мезозойскихь окоменбвлостей изь Симбирскої я Саратовской губери. (сь 
2 табл.). Бло-же. Описанів новьіхь и малонзсаВвдованньхь Формь раковинь 
язь третичньхь образованій Новороссій (сь таба.). 1880 г. Ціна 1 р. 60 к. 

Вип. 2 й. 2. Ришави. Мотерівль для лихенологической флор Крьна, 
ІП. Бучинекій. Кь вопросу о развитій дождеваго червяко (сь З таблиценя). 
Р. Прендель- Матер'альш дая геологій єВверо-восточной части Херсонек. губ. 
(сь табл.) 1881 г. Цвна 1 р. 

Томь УНІ. Вьп 1-й. Д. Кожевниковь. Обь анатомическомь строевік 
лепестковмх»ь цвібточньхь покрововь (сь 6 табл.). Р. Шрендель. Йзельдова- 
нів вристалапческихь породь, развитьхь вь бассейнів р. Базавлука и вь вер- 
ховьяхь Саксаганя (сь картой н 4 табл.). А. Ковалевскій. Кь исторіа рав- 
витія хитоновь. С. Танатарь. О хлорсубститутахь фумаровой и махенновой 
кисл. Й. Депть. ЗемЬьтки любителя о жизни Макроподь. 4. Геричі. Обь 
влектрических»ь явленіяхь, наблюдаємьіхь при дниеФфузій нвкоторьхь жидко- 
стей. Й. Красильщик». Кь исторінй развитія и систематикі р. Роіубоша Евг. 
(сь З табл.). В. Репягово. О хичинкв Роїурогіїйв Мауосаріїсішв (сь табд,). 
1882 г. Ціна 8 руб. 

Вьг. 2-й. Ф. Каменскій, Метерівльт для мореохогін и біологін Мопо- 
їгоре Нуроріїїв Її. и нікоторьх»ь другихь сапрофитовь (сь 3-мя таблиці. ). 
Р. Црендель. Метеріальщ для геологін сВверо-восточной части Херсонекой губ. 
ИН. Головкинскії. Резузьтать геологичеснихь извісканій и развВвдокь на вс- 
ноцвемьй уголь в» окрестностях»ь Балаклавь (сь 5 рис. вт, текств, картой и 
2 табл.). ШІ. Спиро. О нвкоторьшжь явлевіяхь так» назьщв. животного магни- 
тизив (сипнотизма) сь 3 таба. 1883 г. Ціна 2 руб. 

Тоть ІХ. Вип. 1 й. ИЙ. Синцовь. Описанів новьх»ь и малонзсавао- 
вавньхь Формь раковинь изь третгчньихь образованій Новороссінй. Ст. б-я 
(сь табл.). Й. Миклашевскій. Матеріальі для геологін Глуховскаго убада. 
Черняговск. губ. (св табл.). Н. Андрусовь. Замітка о геологическихь изсхв- 
дованіяхь вь окрсетностяхь г. Керчи. А. Клоссовскій. нструкція для ва- 
блюденінй осодковь, грозь и града. С. Переяславцева. О развитія коловратокь 
(сь табх.). 1334 т. Цівноа 1 р. 
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ТОД 


КИНЕТИЧЕСКОЙ ТЕОРІЙ 


СТРОЕНІЯ ТБ.ГЬ. 


Б. ртанкевича. 


ПРЕДИСДОВІКЕ. 


Предлежащая работа распадаєтся на дві части: первая 
чаєть относится кКкь динамической теорій двйствительньхь 
газовь, вторая--кь теорій жидкаго состоянія вещества. 

Вь первой части я занимаюсь исправленіємь Фан»- 
дерь-Ваальсовой теорій двйствительних» газовь, теорій, ко- 
торую можно назвать скорве рядомь блестящихь догадок», 
чемь строго обетавленной вь отношеній основньх»ь принци- 
цовь и анализа системой. Мн не удалось нсправить зту 
теорію вполнбф; я могу лишь указать на савдующія улучше- 
нія, внесенння мною в» зту теорію вь отдбльньхь ея 
частях». 

Во первьх»ь, я устраняю недостатокь анализа Фан»- 
дерь-Ваальса, состоящій вь томь, что онь, примбняя урав- 
неніє Клаузіуса кь системв движущихся мозекуль, не дБ- 
заєть различія между силами непрерквно дБвйствующими и 
силами мгновеннюми; 0 недостатокь зтоть, хотя и не отзь- 
ваєтся на окончательньх»ь результатах» теорій, все же под- 
риваєть ея строгость. 

Далве, я устраняю произвольную гипотезу Фань-дер»ь- 
Ваальса, по которой двйствіе притягательньихь между -моле- 
кузярньхь силь проявляєтся исключительно в» весьма тон- 
комь поверхностномь слов; вмбвсто соображеній, займство- 


її 


ванних» изь «апласовой теерій капилярности, теорій, оєно- 
ванной на представленій о непрерьмвности вещества, я поль- 
зуюсь при ввчисленій виріала силь єціпленія лишь основ- 
ньюми  представленіями кинетической теорій "строенія тіль; 
для нахожденія вмраженія зтого виріала я дблаю гипотезу, 
что  притягательная сиза, двйствующая между молекулами, 
вниражаєтся формулой 


Правда, я вьчисляю виріаль силь єцьпленія, равно какь й 
виріаль упругихь силь, развивающихся при соудареній мо- 
лекуль, лишь єь грубнмь приближеніємь; но по крайней 
мьрв я указнваю вь 5 7 первой глави на степень зтого 
приближенія, что рвшительно недоступно для метода Фан»- 
дерь-Ваальса. 


Вь внраженіе виріала силь упругости, равивающихся 
при соудареній молекуль, я ввожу поправочньй член», от- 
сутствующій вь формулв Фан» - дер» - Ввальса - Лоренца (см. 
5 4 первой главь); совпаденіе теоретическаго уравневія изо- 
термической кривой сь змпирическимь уравненіємь Реньо 
имбеть місто единственно благодаря зтому поправочному 
члену; Фан»ь-дерь-Ваальсь-же достигаєть такого совпаденія 
посредствомь непозволительной уловки, о которой упомянуто 
вь концв 8 1 первой главм. 


Согласіє моей заключительной фФормуам єс» законом» 
Авогадро значительно лучше, чбмть согласіє сь нимь Фор- 
муль Фань-дерь-Ваальса-Лоренца (см, 5 8 первой глави). 


юображенія 85 10 первой глави дблають весьма вБ: 
роятной догадку, что чиса0 п в» Формуль 








дояжно бить близко кь 5. 


Вторая часть предлежащихь зтюдовь посвящена нб- 
которимь соображеніямь о строеній жидкостей сь точки зрб- 
нія кинетической гипотезь. Я питаюсь здвсь приложить кь 
жнікостямь уравненіеє виріала и опредБлить порядок» раз- 
яихь гипотетическихь величинь, характеризующихь их» 
строеніе. Результатью, полученнье в» зтомь направленій, под- 
вергаю я неоднократному контролю чрезь сравневієе основан- 
нихь на нихь предвьічисаеній сь данними опита. 

Да не подумаєть благосклонньй читатель, что н при- 
виснваю себв построенів полной теорій жидкаго состоянія 
вещества: я смотрю на мою попьитку не иначе, как» на 
предварительную рекогносцировку вт зту трудную и непо- 
чатую область, й почту себя вполив удовлетвореннимт, если 
зтой єкромной попьткв суждено будеть вграть в» теорій 
жидкостей роль такой-же первой ступени, каковой являются 
схематическіа соображенія Бернулани, Кренига и отчасти 
Клаузіуса в» современной теорій газовт. 


Б. Станкевич. 
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сябднену, проведенной внутрь разематривавмаго обвема. Обьомь 
призин, описанной дзлементомь «5 при єго перем'бщенія, вкра- 


затся черезь 
4.45. со89. 


Итакь, если мн обозначимь черезь ФО обьемь всего разсматри- 
завмаго пространства, для нскомой ввроятностя получится вираженіе 


со59.4Ї.З 


- (б) 


Положим», что всевозможння направлекнія абсолютнаго дви- 
хенія злемента Фо одинаково віроятнн; тогда всевозможння на- 
правленія движенія нашей точки относительно злемента 9 бу- 
дуть также равновіроятин, а потому вбВроятность того, чтобн 
велячина угла 9 заключалась между 9 я 9-29, внразится черезь 


дж він 8 1 іп9. 9. (7) 
Ат 


Перемножикь внрахенія (6) п (7) и произведенів пройн- 
5 В» результаті получим' 
41.45 | 
ним 5 
19 (5) 


тегрируемь по 9 вь предблахь 0 и 


--вЕраженів вБроятности, чтобм точка натолкнулась на олементь 
45 при произвольномь направленій относительнаго движенія. 


По отношенію кь каждому другому злементу поверхности 
шолучимь вкраженіе, подобнов внраженію (8); итаквь ввроятность 
того, чтобн наша точка наткнулась на поверхность 9 ве теченів 
зремени «Пі, представится так»: 


5(41.48) 
740 ) (9) 


"5 суммованів распространяєтся на вс злементь ловерхности 65. 
2 
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Положимь теперь, что ми нибфемь газр, заключенньй в" 
ніфкоторую оболочку. Разсмотримь одну изь молекуль зтого газа, 
скорость: которой равка ш»; назовомь 66 «Ммолекулой М». 


Вроятность того, чтобн молекула М наткнулась в'ь теченіе 
времени ай на оболочку, нля на какую-нибудь другую молекулу, 
равна вВроятности, чтобк центрь вя наткнулся на сферу дБійст- 
вія какой-либо другой молекули, или на поверхность, представ- 
ляющую гвометрическов місто точекь, лежащихь на внутренних» 
нормаляхь ть оболочкі на разстояній 5 р оть послбїдней (назо- 
ремь зту поверхность «поверхностью 5», а бєумму поверхностей 
сферь дбіствія вебхь молекуль, за исключенівмь ММ---«поверх- 
ностью с»). Йтакь вопрось о нахожденій зтой віроятности сво- 
дится кь такой задачі: имфем»ь пространество, вполив ограничен- 
нов поверхностью ю, состоящей низь двухь частей: виївшней 5, 
Ккоторую будемь считать нейзміфнной, и внутренней с, постоянно 
изифняющей свой видь велідствів движенія молекуль; очевидно, 
что обьемь О пространетва, ограниченнато поверхностями 5 и с, 
остаєтся, не ємотря на постоянную деформацію шоверхности с, 
нензиВнивмь; внутри пространства О находится точка (центрь 
молекули М), движущаяся со скоростью с; требуєтся найти вб- 
роятность, чтобм зта точка наткнулась на поверхность 5 пли з 
вь теченіс времени «І. Задача зта рбфіпена уже нами. Нам» ос- 
тастся лишь примівнить Кь настоящему случаю формулу (9). 


Обозначим»ь черезь м обремь всего пространства, ограничен- 
пато оболочкой, а черезь о'--обьемь пространства, ограничен- 
наго поверхностью з. Тогда 


Ото; 
кром'В того, по малости р, можно положить 


Далбе 
УСТ. 5 МА. 45) ХА. Ас). 
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Такь какь олементни  поверхности 5 неподвижин, то по от- 
ношенію КР ниЮь Фш-охії, а потому 


УА з). з.аЇ. 


Пусть будеть у число молекуль газа, бкорость которнхь 
отюсительно молекули М равна данной велячяні Я); ясно, что 


За. із) а фтрі. ФР. УМ, 


гіф суимованів распространяєтся на всевозжожния значенія 93. 

На основаній всего вишесказаннаго в'вроятность того, чтобн 
нолекуль М натолкнулась в теченів времени «! ка другую мо- 
зекулу, ли на оболочку, вкразится такь: 


Ато?. ХУВ-Н. 8 


(ант орв--- р . "й 


Отеюда явствуєть, что внраженіє 


4 тр82485 На . з (10) 
4(0--- ук Мурд---5р. 8) 


ддеть число Столкновеній, непитиваємнхь молекулой ДЇ вь еди- 
вицу времени. 
Очевидно, что, если обьемь у будеть стремиться кь безко- 


. | 8 . 
нечности, отношенів -- будеть стремиться кь нулю. Йтакь, за- 
й . 


літивр, что Хм95 пропорціональна є, приходамь кь такому За- 
кіюченію: для газа безграничнаго, но обладающато конечной 
лаотностью, вкраженів (10) оводится кь 


тро 35 11 
1-- 1 Мр 01) 


Понятно, что внражеків (11) даєть также число Сстолкно» 
іній в» единицу времени молекули М сь остальнния молеку- 
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, 


"лами конечной газовой масси. Если пренебрежемь вр'зтомь вн- 
раженій величиной фл Ло? передь единицей, то оно обратится в» 
лзавістнов внкраженів для числа столкновеній молекули данной 
скорости, вираженіо, виводимов обнчнвімь способом разсужденія, 
при которомь пренебрегають молекулярними размфрами ло срав- 
ненію сь междумолекуляркими разстояніями. 


Обратимся тепорь кь нашей главной задачі, т. 8. Ккь ви- 


Фт 
численію вкраженія (2 2 Г). 


Число столкновеній вт одиницу времени молекули М сь 
молекулами, бкорость котормхь откосительно ЇМ есть 95, внра- 
зится на бснованій предьидущаго черозь 


трі. ЯЗ. 
І ї--хоМо! 


яли, по малости зо? передь одинидей, чорезь 


пр(1 ут Мр9)8.. 5 


У єсть число молекуль вт единиці обьвма, обладающихь отно- 


сительно молекули М (екорость которой «- ф) скороєтью, за- 
плючающейся межлу 93 и 39-40. Йтакь (см. сочиненіс мо» 
«Кипетическая теорія тазовь....», Стр. 88). 


р і; - 1. 5 . З 
Уа ху вчу, оба р, 
т 5 
Даліе вт единиці обрема содержится 
4 з 
ус У (нн): Рана УЛИ 


холекуль, скорость которихь заключаєтся в» предблахь ш п 
Б, 
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Обозначнуь черозь 9 уголь, образусинй направлоніви». от- 
ноєительної екорости двухь сталкпвающихся молокуль сь линіой 
цептровь вт моменть столкновенія. ВВроятность того, чтобн уголь 
) нифль величину, лежащую можду 9 и 0-49, есть 


2 віп с089 49). 


На основаній сказаннаго заключаємь, что в одиниці обь- 
ема пронсходить вь единицу вромени 


-ітод РОЙ М , 
У Х2р'П кіл Мо )(Етуєхіш"є | -- є "МЗві пдсовдд 


столЕНнОВоНій, при которихь скорость одной изь сталкивающихся 
молекуль лежить вь продфлахь з й -рао, оборость бя отно- 
сительно другой--вь предфлахь 953 и 95-48, а уголь 0--вь 
предфлахь 9 п 9-49. 

При каждомь такомь столкновонін 


(2)- -аЯ3.с089, 
«І 


4 
УС (ні ХІД нт рб(Ет б 


7 жо? іт)" аю 2) 
хода увазі со829 від 9. 


а нотоу 


1 й 

Фавторь ; приписань в» правої части отой формули цо- 
тому, что при пнтограціяхь по з и 5) оть о до 2 каждоо єстод- 
кновешв идеть в» счеть два раза. 

Интеграція по 9 внполняєтся здфсь непосредственно: 

У зе зі д Фд со! 
0 

У 


7) Си. сочиненіє мое «Кийетическая теорія газорь...», стр. 15. 





22 Б. СТАНКЕВИЧА. 


Дал'вв 
1 т 82 на В--ої кт бог)? 
кеш Чо (а пава 


а 2ітбао чно) --3їтио? 
а 1 бра жо Фо. 
Разомотримь виражені 


Раса Ржоачау 
бе а Фае-- е з ах. 


Полагая 
вь 1-мь интогралі 2--пе«у, а во 2-нь 2-по-у, 
находимь: 


і-еб суч) ак е яр еф (учня) уче е Р 


п --ту" -гту --ту т 
са аб б ба Чу за усе ут 


Итакь 
кто 


Коран о що Хе РИБОО 7) рено ЗаЯ оо 





нуаг3б 
зви «Я. 
Далі 
90--Їтио 99 їни 8--ю)" кв) 
ер го фо Ме (в М ФВ о 
бі 
З 
74 тр 
СліЬдовательно 


(ат 
ЧЕР рої р(1 5 зрзаа а ДРОВА -раторо 
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На обнованін вишюсказаннаго вкраженів (4) продставится 
вь такомь вив: 


ет МАРНО отр) 


Ото и будеть окончательная форма для той части ввражо- 
нія (1) 8 3, которая относится кь соудареніямь молекуль можду 
собою, вь предположеній, что притягательння силі, дфИствующія 
хожду молекулами, не нарушають сколько нибудь зам'тнниь 0б- 
разом  пряколинейности и равномриности движенія отихь по- 
сіБдних». 


8 5. Перейдемь кь разсмотрінію виріала 


- У 6 "(КерТучнагі, а 


по скольку онь относится кь притягательнимоь силам», двйствую- 
щимь между колекулами. 
т 
Х и У 
0 


Очевидно, что знаки 
хогуть помВняться мбвстами, и что внраженів (1) можеть бить 
перецисано так»: 
ши 5 «НУ Хоч Уу-р 22). (2 
9 
Та часть сумин | 
УХ( Хар Ту 2), 


которая относится кь деума какимь-либо молекуламь, нибфеть 
ВИТЬ 





п по 


тав Й--абсолютная величина притягательной силн, двйствующей 
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ножду молекулами, г-взаниноо разстояніо ихь цонтровь, (2: » У,» 2. ) 
и (З) У» 2з)--координатн цоігтровт. 
«Такь какь 


(ау аз) (у УРН (ау дае 


вниражопів (3) обращаєтся в» 


Ф 


Бу, 


а внраженіс (2) принимаєть такой видь: 


ба Пт, . 
0 


при чемь знакь ю означаєть здісь суммованіє, распростра- 
неннов на всть парь  молекуль пазовой массь. Обозначить черозь 


5 Кт (2) 
сроеднюю величину 
У Дт 


за промежутокь вромени т. Если проможутокь времоня с доста- 
точно великь, что мн и предполагасмь, то внраженіс (5) можно 
разсматривать какь независящевб Фть т, а зависящов лишь ФТть 
среднихь величинь, конми характеризустся строенів газа. Внра- 
женів (4) перепишется теперь так»: 


.5 Вт. (6) 


Обозначимь чорезт ті разстоянів центровь б" и ЙО" моле- 
кули, через Ла-- абсолютную воличину дійствующей между 
ними притягательной сиди. Очевидно, что 


5 Втан ХУ Х Ва ти, (9) 


тд суммованів по А распространено на всі значонія К, нокхю- 
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чая Кос, а сужиованів по 1--на всовозможния значонія 1, 
істрвчающіяся в'ь газовой масев (на вев молекуль). Относи- 
сльно силн До я принимаю, что она ость функція одного лишь 
у, весьма, бістро убнвающая сь возрастанідм'ь послідняго. В» 
такогь случа?ї суммованів по ЕК вт формулі (7) можно разсмат- 
ривать каюь распространеннов на вс молекуль, лежащія внутри 
сферю, описанной из» центра 29" молекули радіуєомь 0, которий 
ли нождемь назвать «радіусом сферм молекулярнаго притяже- 
нія». Часть сукин 


5 
2Віотіь, 


соотвіВтствующая молекуламь, лежащдцувь вий сфери молокуллр- 
наго притяженія, нифеть нечезающую воличину. 

Я принимаю, что б велико сравнительно сь о, но все жо 
їеська мало абсолютно. 

Представимь себ5 поворхность, лежащую виутри газа, точки 
коей отстоять всюду на б оть оболочки, содержащоїї газ». Такь 
какь б весьна мало сравнительно сь линейннин пзмБроніями 
оболочки, число молекуль, заключающихся вт слої между цомя- 
лутой поверхностью и оболочкой, булоть восьма мало сравни- 
тельно сь тіфиь числомь, которое заключавтся впутри отой по- 
герхности; слідоватольно число случадв, когда сфера молекуляр- 
лаго притяженія, описанная вокругь центра какой-нибудь молекули, 
зежить вефий сволми точками внутри газа, чрезвнчайно волико 
по сравненію Єь числомь тфхь случаєвь, когда 3То но нмфеть 
хіфста. Итакь мн можем» положить, довольствуясь приближенівм», 


а а ок --- 
7 С 7-2. І 


ру ЗУ: 
'" іа 1 | 
Пузеі Х Наротаое Я. Діти, 


таБ УЄ означаєть полноє число молокуль газовой касси, а двой- 
лая черта надь 


; 
Х Віті, (8) 


внражаєть двойную операцію взятія сродняго арпеметическаго 
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оть внраженія (8): при первой операцій перем'внинив являєтся 
і, при чемо З молекула лежить з нибудь внутри вьщше- 
помянутой товердности; вторая операція относится ко времени. 
Обозначимь через» 
тайга 


вврояткнов число молекуль, разстояніс конхь оть є" молокуль 
(лежащей гді-нибудь внутри помянутой поверхности) заключаєтся 
между ті й Ті Фа, Тогда 


Ва Тіра бе вита 


Такь какь кромів того 
| ее, 


ввраженів (6) обращаєтся в 


о І) Вега (9) 


Сдблаємь гипотезу, что 


Тогда вкраженів (9) перепишщется вт такохь виді: 


тей Мт? Да | (10) 

Видь функцій /(г) в'ь общоагь случаб ниб пока не уда- 
лось найти; функція зта должна зависіть оть средней молоку - 
лярной скорости и оть свойства єнльи єсцфплонія, т. 6. оть 4 п 
т. Остаковлюсь пока на предположеній, єдбланномь вь 8 4, 
т. 6. допущу, что притягательння силн, дриствующія можду мо- 
лекулами, не нарушають замітинмь образомь прямолинейности н 
равном'рности ихь движенія. Вь такомь случаї очевидно, что 


Дт) С. т, 
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Поетояннов ЄС опредфляєтся из» уравненія 
С б з С з 3 4 3. 63 
р газ 3 (9 тр з 8 т(8 --р9).М 


и оказюваєтся равнниь 4к М, 
При зтоюь предположенін формула (10) обращаєтся вв 


8 4 " 
зжотй ай (11) 


Согласно есдбланному нами раньше предположенію БВ на- 
столько бистро убнваєть сь возрастанівмь т, что часть сумин 


і 
ХВ ті, 
соотвітетвующая молекулаюь, для которнхь "ау» 0, нийеть нс- 
чезающую величину. Отсюда слбідуєть, что интеграль 
б ду 
руз-- 3 


не должень возрастать неограниченно сь возрастаніснь б, т. 6. 
п должно бить боліе 4. 
При п» 1, 


1 ог 
Член зала опустим»ь, такь какь, по условію, є дол- 


5 ат 
жень бНть весьма маль сравнительно сь реа п, сафдова- 
р 


ТЕЛЬНО, зд--; МАЛО ПО сравненію сь з 


Итакь та часть внраженія (1), которая относятся кь си- 
замь єцбиленія, можеть бить для газа, близкаго кь идеальному 
состоянію, представлена вь виді 
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5 6. Обратимся кь внчисленію той части вираженія (1) 
3 5, которая относится кь притягательнимь силамь, оказмває- 
мм» оболочкой ка газовня молекулн. 


Вкраженів (1) 8 5 можеть бить представлено так: 
--тУР.тг.сов (Р, т), ЦП) 


гдф Розначаєть силу, слатающія коей суть Х, У, 2 таз / 2?-ру2-ь 23 
(за положительнов направленів вектора г принято направлепів оть 
начала координать кь точків (2, у, 2)), а поставленная ка верху 
черта вниражавть операцію взятія средняго ариометическато по 
откошенію ко временя. 


Лопустим», что притягательная блла оболочки оказнваєть 
сколько-нибудь зам'втнов дійствів липь на молекули, находащіяся 
зв весьма тонкомь, прилежащемь кь оболочк5, слов, (пусть тол- 
щика его будеть у). Силу, сь которой оболочка дЬйствуєть не 
какую-нябудь молекулу зтого пограничнаго слоя, можпо разомат- 
вать как» нормальную кь внутренней поверхности оболочкл. 


Итакь, если ограничиться приближенівм»ь, та часть вираже- 
нія (1), которая относится кь д'Ьйствію оболочки на газовня мо- 
лекуль, можеть бить представлена в» виді 


брчоя (п, т)4а. ХО. (2) 


Здіфсь «а означаєть олемепть внутреппей поверхности о0бо- 
лочки (нитеграція распространяєтся на вою оту поверхность), т--- 
разстоянів злемента «с оть начала координать, 11-внутреннюю 
нормаль кь «с, (--притягательную билу, сь которой оболочка 
лфйствуєть на какую-нибудь молекулу весьма тонкаго поверхност- 
наго слоя; знакь 2 внражаєть суммованіг, распространоннов на 


| 
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зеб колекуль, находящіяся вь слов толщинн у, прилежащемь 
аднинці поверхности оболочки. 
Очевидно, что 
БУ 


дохжно бить пропорціонально плотности газа, такь Что можко 
положить 
УО с АМ, 


т5 А--коеффицівнть пропорціональности, зависящій оть у иоть 
природь газа и оболочки. 
Итакь внраженіє (2) зам'вняєтся таким»: 


--8Ато. 


5 7. Уравненів (6) 5 2 напишется теперь такт: 
: ри фА5Вр- Де Мото, (1 
ро---уртоб| є ) з 9 Низ ДоМУ ее уо Мт. (1) 


Уравненів зто пмбфеть силу не только для газа сколь угодно 
далекаго ють идеальнаго бєостоянія, но даже и для однородной 
гнаБости: вь саномь дблф, при вводі его не єдблано нами 
ницакихь предположеній, относящихся спеціально кь газообраз- 
ножу состоянію вещества. В» глав 2-о0й кастоящей статьи из- 
іожена попнтка прим'вненія отого уравнекнія кь жидкому Состоя- 
нію вещества, | 

Для газа близкато ка цдедльному состоянію будем пмифть 
травненіє 
ро от Мар 1 охУр ЗР аро яе б Я 


аз Ду МаоМУтб 3, (2) 


Мт щь 


Положикь, что Масса газа, заключеннаго вв разсматриваємую 
оболочку, равні еднняці, такь что 
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М т са 1 . 


Вь'такомь случаїв уравненіє (2) приндть видь 


а ба сл. А 
а сім 1 с 
речо У х2) ву (3) 
га 
1 дж Л шо дтро «р 
вена Ди КО У 


Если пренебрежемь вт формулі (3) членами 2 я 2, то 
у 


она обратится вт формулу Фань-дерь-Ваальса - - Лоренца (фор- 
нула (1) 8 1). 
Уравненів нзотерин ФС. будеть 
3 713 
В сот сорабЬ (5) 


у у 


реч 





Уравненів зто по фориїф одинаково сь змпирической форжулой 
.Реньо (формула (3) 8 1). Совпаденів формули (5) сь формулой 


фес 
зт» ЛЯШНЯГО 
7 





Реньо пройсходить оть присутствія вь ней члена 


против» формули Фань-дерь-Ваальса, члена, возникшаго оть ис- 
- правленія внраженія для числа молекулярннхь столкновеній. 


Для азота формула Реньо имбеть видь 





000071 0000007 
42 


щ 10007. | (6) 
9 , 


ро- 

При отом'ь Реньо принимаєть за единицу давленія давленіє 1 

метра ртуткаго стодба, а за единицу вмкости--о0бьем, занимаємній 

разсматриваємой газовой массой при давхенін, равномь единиці, 
и при температурі 09С. 

Введемь вь формулу (6) единицьи сястемн (ст. Ст., 8ес.). 

Предполагая, что разсматриваємая масса азота равна грамму, най- 
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дать единицу емкости Реньо равной 603 (ст.); одиница дав- 


звкія Реньо равна 1830000 Фи. 


(ст.)2 
Итакь, принимая енстему единиць (ст. бг., 86с.), получимь 
вибсто форнули (6) такую: 


7 
Р дО Р (7) 
у у 


Сравнивая формулу (7) сь (5) и обращая вниманів на 
фюрхухь (4), получасмь сафдующія уравнекія: 


араб вовло», (8) 
2 
а є оан-гом. 107, (9) 
27 
дт ЛО дптр да | ов 9 
о ун внвлом (10) 


Допуская, что вліянів притягательних сил оболочки весьма 
А , 
хало, пренебрежень членом -- вь уравненій (3). Тогда яз» 
т 


зтого уравненія окажется, что 


Се 49100773, 
ес. 
Изь уравненій (9) и (10) найдемь 


Й ща 0,54, (11) 


дт Л 
р ней 107, 12 
3(п--4) ро й (19) 
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Отсюда 
іт, 


р 








(13) 


Раземотричь взанймод'ійствів на разстоянін двухь молекул». 
БКсли обозначимь черезь ПП ихь потенціальную знергію, через» 
93 скорость одпой относительно другой, то уравненів живнхь силь 
для относительнаго движенія будеть июбть ВИД 


/ 


1 2 
оо фо --с0п5і. | (19 


аль как», б0гласно нашей гипотезі, с атодастня - 





притягательная и внражаєтся формулой Ве , для Пбудемь 


нміфть такоє вкраженів: 


пт 
по 


Де---- 





суриотві» 


а уравнонів (14) приметь ВИД 


1 дйт 1 | 
252 па -тутовоюоі, . (5) 


Положимь поєо. Тогда формула (15) обратится в 


а и цс, (16) 
а формула (13) в» 
Ат о 111.107, ат 
р" 
Формула (17) дасть намь канбольшую величипу Йти -о Что 


касаєтся до 532, то сроднее аривметическов всевозможньхь зна- 
ченій отого количества ость 2 (72. Слідовательно, при темпера- 
турь 09С., 952 равно 65 среднема 
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Йтакь (см. формулу (16)), блатодара взанмноку притяженію 
двухь жолекуль, 532, увеличиваєтся при "соприкосновеній нхь 
среднима числомз на 0,23 свовй величини. Принивая-же во 


йт 
виичаніє те обстоятельство, что --- весьма бистро убнваєть сь 
т 


возрастанівмь т, заключаєюр, что сь грубниь приближеніви» можно 
счртать движенів молекужь азота, находящагося вь обнденнихь 
теловіяхь давленія и температури, прямолинейним» и равном'5риниг. 


Фориула (11) можеть бить написана так»: 
Мир'є- 0,54. 


Возьнсмь еще нзв'істное соотношенів 


11 
зооо, 
Мо ентуз 


тд І--средняя длина свободнаго модекулярнаго пути. 


При давхенін 76 ст. и при температурь ОФС., 


уос794 (сту); 
при тфхт-же условіяхь 
Іе0,00000969 ст. 


Изь фориуль (18), (19), (20) н (21) слідуєеть, что | 


ре- 293.10-7 ст. 


(09) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


Если ми положим», примБрно, что величина, обозначенная 
вкажи вь 8 5 черезь 0, разь вь 1000 болі р, то все-же й бу- 


деть весьма мало абсолютно, а 


от 
5 т» 
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будеть составлять всего лить тисячную долю 


б; іт - 
рт 
Итакь предположенія, сдбланния нами вь 5 5 при внчис- 


леній вкраженія юБт, оправдиваются. 
Изь формуль (19), (21) и (29) находимт, что. 


Міс 27.1018 


(зто члсло относится кь нормальному давленію и температурі 09С.). 

Пронзведенков нами вь 8 5 вьчисленів внраженія юД 
предполагаєть, что п)» 4. При прим'іврномь вичисленін, которов 
только что бнло произведено, предполагалось, что по--5. бамі- 
тим, что величина т не вліяєть на С, и р, а лишь на й (см. 
форнули (8), (9) и (10) настоящаго 8); таким образом, ка- 
гов значенів, большев 4, мн ки припишемь п, для (С, р а Слі5- 
довательно и для М, получим» тіВ-же самня числа, какь и прито- 5. 

Если для п м примомь число, завлючающевся между 4 ни 


- йт . 
7, То для - -, ПОлЛучитоя число, меньшев, чфиь при посо (см. 
р 


Формулу (13)); при п, неогранвченно приближающемся кр 4, ть. 
стремится кь нулю. Позтому сь порваго взгляда можеть она: 
заться, что, если принять по-4, то сдбланнов нами предполо- 
жонів о прямолинойности и равном'ьрности движенія молекуль 
окажется оправданнимь во всей строгости. На самомь-же ділі 
ни ке можемь принять п равнимь 4 или весьма близкимь кь 4 


потому, что, по мбЗрів приближенія п, кь 4, б стромится Ккь 00. 


йт 
Принявь для т число, большеє 5, ми получимь для ії 
рт 


величину большую, чіиь в» случав поз?; но За то пої бу- 
тя 


доть тогда убнвать сь возрастанівмь у бистрбе, чвиь при по-2. 
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Такиь образомь при п значительно большемь 5 предположенів 
ду 
наше относительно (5 ") можеть оказаться бовершенно незакон- 


огь; предположенів-же, что число молекулярньихь столкновеній 
вь единицу времени можеть бить приближенно опредіфленно, раз- 
сиатривая движенів модекуль какь прямолинейноє п равном'рног, 
хожеть єчитаться не дишеннимь правдоподобія. Какь-б то ни 
бнло, наша теорія не годится для случая т значительно боль- 
шаг 5. Всего лучше оправднваются предположенія отой теорій, 
вели принять, Что п заключаєтся между 4 н 5, но не слишкомь 
бзизко кь 4. 

Занфтимь еще вт заключенів, что виріаль силь взанмодій- 
ствія на разстовній между газовний молекулами и стінками со- 


суда, содержащаго газ», (члекь А уравненія (3)) есть величина 
ть 


лостоянная; позтому принятів вв» разсчеть зтого виріала не из- 
дбняєть форим уравненій изотериф, а лишь оказиваєть нікото- 
рое вліян'є на числовня величини С, о, М, й. Вліянів 9то по 
вої вфроятности весьма мало. 

Обратинся теперь кь нікоторнюь другим газом». 

Для воздуха, по Факь-дерь-Ваальсу, нибфеть місто урав- 
ненів (при О9С.) 


ро В (23) 


у 
Фориуха Реньо отличаєтся оть формули (928) козффиціен- 
Том при і по словань Фань-дерь-Ваальса, уравненів (23) 


Цередаєть результати опнтовь лучше, чВи» формула Реньо. Надо 
закітить, что за еднницу давленія принята в уравненія (23) 





") Предположенів вто состояло вь томь, что относительная скорость 
двухь молекуа»ь при соударенія возрастаєть, вт средпемт, лишь по молую 
Додю своєй величині, благодаря существованію между модекулами притяга- 
тельних» силь. 
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атмосфера, а за единицу вмкости---обьомр, занинаєннй разснат- 
риваємой газовой массой при О"С. и давленій атмосферн. Йтакт, 
приннмая, что разсматриваємая маєса воздуха равкна 1 грамму, 
и заміфтив», что 1 грами воздуха занимаєть при 0"С. и дав- 
ленін аткосферм обьемьох773 (ст.), находим», что по систем 
(ст., Єт., 8606.) уравненів (23) нмбфеть вид» 


реч 








7 
з --782.105, (24) 


Сравнивая форкулу (24) сь (5), находниг: 


бу 48400Т, рос 386.10-їст., Ме- 21.103, 
5ес. 


От 1 
о. 3 єсаІ21.107. 
а зу 151.10 


Итакь для воздуха при ОС. до равно вь среднемь 469.107; 


воли примемь по-о, то ть окажется равиниь 118.107. Такимь 
р" 


- 


образом, благодаря взанмному притяженію двухь молекул воз- 
духа, 932 увеличиваєтся при соприкосновеній ихь среднимь чис- 
ломь ка 2- бвоєй величини. Понятно, что подь нменемь воздужа 
я разумфю здісь нфкоторьй фиктивний газ, состоящій изь оди- 
наковихь молекуль и обладающій тВми-же свойствами, какь дБі- 
ствительний воздухь; кь дбйствительному воздуху, которьй пред- 
ставляєть смлсь двухь газовь, наша  теоретическая формула, 
(уравненів (3)), собственно їоворя, неприм'внима. 

Для закиси азота Фань-дерь-Ваальсь, основнваясь на опн- 
тах» Яксена, даєть вь качестві уравненія изотерик О9С. такую 
формулу: 


ро-р 


При зтомь за единицу давленія принята опять таки атмосфера; 
по систем (сті., Єт., 860.) уравненів (25) будеть ниїть видь 





А ДА А (25) 
о у 
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142.10" 185. 107 
у 


ро по «2517. 109. 


Отеюда 
Сто 394002, рез 368.1078ст., Меч 25.10", 
5ес. 


той 911107, 
З(п--Фрч з 
Итакь, принявь пос, находимь, что взанмноє притяженіо 
двухь молекуль закиси азота увеличиваєть 532 при соприкобно- 
веній нхь бсредниюь числомь ка 5 той величини, которой обла- 
дахо-бн 532, если-бн молекули не притягивали одна другой. 


Для зтилона "при 09С. нифеть мото уравненів (постояниня 
зтого уравневія вичислени Фань-дерь-Ваальсомь изь данньхь 
опнта, относящихся кь критическому состоянію) 


розктнонн 9 нні, 006 


(за единицу давленія принята атмосфера), 
нли, но скстемб (сл., бГ., 860.), 


ре -307.105, 





353.101 | 858.107 
у 2 
Отсюда 
ут ф92000, рез 847.10-1ст., Ме-82.101, 
3ес. 


де й 


2-539.107; 
3(л--ФУ ро 


- . Пт 
есІя пес, то отвопенів --. кв среднему значенію В? при 090. 
равно ві данномь случав 0,48. 


Для углекнолоти Фань-дерь-Ваальсь, обноввніваясь на дап- 
нин опитовь Реньо, даєть таков уравненів изотерми 098. 
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ро 1,006 (26) 





00064 000002 


7 


(за единицу давленія принята атмосфера). Цо систеи (сшл., єг., 
вес.) будежь нибть уравненів 














8 
ро збі 
Отоюда 
був ст , Мо-18.108, 
дп 1 
ож 247.10; 
За р 8 


. Ат 
воли то-б, то отношенів ---. В бреднему значенію 932 при 09С. 
и 


равно вв данномь случай 1. 
Формула самого Реньо для углекислотьи отличаєтся н'Бсколько 
оть (26). Она нифеть вид» 


/ 


рН ТВ 008, ат 

причемь за единицу давленія принято давленіє 1 метра ртутнаго 
столба. | 

По систем (спі, бт., 860.) формула (27) напишется так: 








7 
поч 16810 оо ззл0в 
Отеюда, 
рееа01Л0н, МанВаОМ с дп ка ран ово»; 


М йт . 2 
ссли посо, ТО отношенів ії Кк» среднему зкаченію Я при 


09С. равно вь данномь случав 0,42. 
Разработнвая данння, полученння Реньо при опнтахь сь 
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водородомь, Фань-дерь-Ваальсь нашель, что ожимаєность отого 
газа при 090. лучше всего представляєтся формулой 


ре 00069 о доз 


о 


(вдиница давленія--1 метрь ртуткаго стодба). Цо систем (с,. 
зг. 86с.) формула зта представится такь: 


9 ' 
рента ян ВЛ0Я, (25) 


Изслідованія Фонь-дерь-Ваальса показали, что у водорода 
сила притяжонія между мохекулами обладаєть ничтожлой величи- 
ной сравинительно сь остальними газами. Йтакь, нифя вь виду 
прим'івнить уравненів (5) кь водороду, положииь вь немь Й рав- 
нниь нулю. Кромі того пренебрежемь вь зтомь уравненій чле- 


А и. 
ноюь втораго порядка малости ж членомь -- тогда уравненів (5) 
т 


приметь вид» 
речо Чо (29) 


Сравненів форжуль (23) и (29) даєть уравневія 


12-118108 и Сб п - Су 66.01, 





при помощя которнхь находимь. что 


Стз18400077, зраз 208.07 "сть, Ме: 80.1019, 
. ес. 


Форжула самого Реньо для водорода такова 





000053 0, онов 09995 (30) 


у 
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(вдиница давленія--1 метрь ртутнаго столба). Пе системі (сіп., 
вт, 860.) форжула (80) представится вь виді 


10 
Отсюда 

дт Й 
щ-66210-Юст., Моз 3,501, 87 ш145.108; 
резб ст З З буре 10 


если песх?, то отношенів ть кь среднему зкаченію 532 при О9С. 
р 


равно вт» данномь случав 0,12. 
Результати, полученине нами кабательно величини отношенія 


т : -. 
іт ок ереднему значенію 982 у разнихь газовь, Свидітельст- 


-Ї 
р" 
вують 0 ток», что предположенія нашей теорій представляють 
лишь грубов приближенів кв дВИствительности, особенно в» от- 
ношеній газовь, легко поддающихся сжиженію. 


8 8. Дла числа М получили ми разння величини для раз- 
ніх газовь, хотя по закону Авогадро веї гази должни обла- 
дать однимь и тіизв-же М. Причини зтого несогласія слбдующія: 
во 1-хь наша творетическая формула (уравненів (3) 5 7) не 
вполив точна; во 2-хь опредбіленів р, а сабдовательно п 2), 
осуществляєтся путем сравненія членовь втораго порядка мало- 
сти теоретической и емпирическихь формуль; а между тив вь 
омпирическихь формулахь, сюда относящихся, под чась являются 
ненадежними ке только члени 2-го порядка, но даже и члени 
істо порядка; притомь надо зам'бтить, что всякая ошибка в р 
отзнваєтся на 2/ еще билькфе, ибо М обратно пропорціонально 
квадрату 0. 

Вь нижеслідующей табличкй виписанн всі получениня нами 
значенія р и А/ вь сопоставленін сь значеніями тіхт-же коли- 
честв», полученними на основанік теорій Фань-дерь-Ваальса --- 
Лоренца. Буква В., поставленная противь нікоторихь горизон- 
тальнихь строкь нашей таблички, указвваєть на то, что числа, 
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мить строєь полученн чрезь сравненів творетическихь формуль 
сь зиперическний формулами Реньо; буква МЙ/ указнваєть ка то, 


что числа, против которихь она стойть, получени при помощи 
зиштрическихь формуль, предложенинхь Фань-дерь-Раальсомь и 
виведеннихь ма посредствомь обработки опитиихь данннихь Реньо 
п друтихь азксперижентаторовь. Числа М данм вв» табличкїб в» 
триміонахь; данння в» табличкі значенія о вираженн вь 10 19 
доляхь сантиметра. 





Вехичинм. получев- 


Величинь, похучен- 
нья на основаніи те- 














НАЗВАНІЄ ГАЗА. вия при помощи Фор- | орій Фень-дерь-Ва- 

муан (5) 5 7. альса--Лоренца. 

| р М | р М 

ють... в. ! 293 | ат | зто | 17 
Роздухь.....-- М. 336 91 | 398 15 
Закись азота.... Й. | 368 25 266 48 
дтилень....... ТИ. 948 82 | 267 54 
Углекислота .... М. 439 18 391 33 
Углекнодота .... В. 201 84 1! 80 364 
Водородь. 1... Ж. | 203 | 30 | 203 | з0 
Водородь....-.. В. | 662 | 3,5 | 930 | 1,4 


Вскатриваясь вь зти числа, приходииь кь заключенію, что 
несогласів сь заколомь Авогадро теорій Фань-дерь-Ваальса- - -До- 
ренца тораздо значительніе, чВи5 несогласів сь ним пзложенной 
здфсь теорій: по 8той послідней откошенів между значеніями ДМ 
для двух» газовь достигаєть 24, тогда какь по теорій Фак- 
херь-Вазлса---Лоренца отношенів зто доходить до 260. Накболь- 
тую аномалію представляють числа для углекислоти и водорода, 
найдениня при помощи формуль Реньо; числа, найденнья для 
тьхь-же газовь при помощи формул», обработанньхь Фань-дерь- 
Ваальсом'ь, Согласуются є» остальними данними гораздо лучше. 
дто совершенно цонятно вь виду того, что формули Реньо пере- 
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Рай 


дають ожимаєвмость водорода и угалвкислотн хуже, чвиь формуль 
Фанрь-дерр-Ваяльса. Шо нсключеній изь общаго списка помяпу- 
тихь сомнительнихь чисель, окажется, что значенія М колеб- 
лются между 18 и 32 для вишензложенной теорій и между 15 
и 54 для творій Фань-дерь-Ваальса Лоренца. Йтак», по не- 
ключенія чисель завідомо сомнитєльнхь, значенія ДЛ, кь кото- 
римь ведеть наша теорія, оказнваются настолько близкими другь 
кь другу, что мн получаєм» возможность им'ть сужденів 0 том", 
каково доджно бить приблизительно истиннобо значенів М. Взявь 
среднев изь чисель 27, 21, 25, 82, 18, 80, каходим», что в 
1 кубическомь сантиметрі всякаго газа, нибвющаго температуру 
090. и находащагося подь давленівмь атмосферн, заключаєтся 
приблизительно 25 трилліоновь молекуль. Йтакь молекула водо- 
рода вісить около 36.10-25 грамма; среднее разстоянів двухь 
соєвднихь молекуль всякаго газа, пимбющаго температуру ОФС. и 
находящатося подь давленівн»ь атмосферк, равно приблизительно 
34.10-8 сантиметра. Наиймоньшев-же разстоянів двухь смежнихь - 
молекуль есть р; позтому обьемь водорода, находившатося пер- 
воначально подь давленіємь атиосферн при 09С., нижакииь дав- 
ленівнь не можеть бить уменьшень болів, чЕмь вь 4900 раз»; 
обьемь углекнолотн, при тіЕхь-же условіяхь нельзя уменьтить б0- 
ле, чВмь в» 440 раз». 

8 9. Пронзведеннов нами вь 8 5 вичисленіо внраженія оЛу 
предполагаєть, что п2-4. Посмотримь теперь, что будеть, если 
мн применмь т меньшимь 4. Вь такомь случав впособь разсуж- 
денія, которкизь вм пользовались вь 8 5 при внчисленін 9/7, 
не примнимь; суммованів по К вт формуль (7) 5 5 должно 
бить теперь распространено на ость молекули газовой масен, а 
не на ті лишь низь нихь, которня лежать внутря сферн моле- 
кулярнаго притяженія, описанкой около центра, 19" молекули. Обо- 
значая черезь х, у, с координати центра є", черезь 5, т, 2-- 
координати центра /"" молекули, черезь Фо и Фо--олементи 0б5- 
ема, взятне соотвівтественно при точкахь (т, у, 2) в С, т, 25); 
найдемь, что в» данном'ь случаб 
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10 Ті 
ЗВнаХХ Вата З | до У Веію, 


про чень нтеграцій по о й є» распространяются на весь обь- 
я, занятий газомь; КБ и т суть функція г, у, 2, 8, т, 8. 
Если им. примень посі, то Дусейт?, и 


Винна зт до деку Мт, (1) 


Итакь виріаль силь сціпленія оказнваєтся при зтой ги- 
потезв величиной постоянной. Коли примень опять всю массу 
газа, заключеннаго в оболочку, за единицу, то формула (1) 


обратится вь 


і 
ЗКтяво, 


а виїсто формули (3) 85 7 получится такая: 
1 У :) 4.1 
зон 31 1--7 |-1 ОС, 
ро , 5 ЧІ РЕ: 
Изотерма О9С. будеть слбдовательно вийть уравненівмь 


сь 
ро ай або (2) 


Уравненів (2) согласуєтся по форжі сь омпирической фор- 
кутой Реньо лейць для случая водорода (си. формулу (30) 8 7); 
потому гишотеза, по которой сила молекулярнаго притяженія об- 
ратно пропорціональна разстоянію, должна бить отброшена. 

Положииь теперь, ЧТО ос, т. в. допустиюь Ньютоніан- 
скоє взанмодійствіє между молекулами. Вь такомь случаб 


Звтет у Вт У ол. (3) 
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Йнтеграль, стоящій вь правой части уравненія (3), зави- 
сить оть формь внутренней поверхности оболочки, заклю- 
чающей газь. Йтакь вь данномь случай ешріаль сцад ситьтлс- 
нія зависита ота внутренней формь содержащао адз5 сосуда; 
заключенів зто крайне неправдоподобно, а потому гипотеза, 0 
которой річь, несостоятельна. ДЦо той-же причині должни бить 
отброшенн и веб остальння гипотезн, при которбхь я» меньше 4 
и не равно единиці; лишь вь посліднемь блучаї виріаль силь 
сціпленія оказнваєтся независящимь оть форинм босуда. 

Положим»ь, что внутренняя поверхность оболочки -- сфера. 
тогда нитеграль в» правой части формули (3) легко вичнолить. 


є 
. т 
есть потенціаль однородной єферн плотности равной единвці 
(при коеффицієнті притяженія равномь едцниці) на точку (7, у, г), 
лежащую внутри вя. Йтакь, всли ми возьмем'ь качало коорди- 


нать вь центрі сферн, обозначимь радіусь вя дерезь Б и по- 
дожимь 22-ру2-р2дщар?, то 


до 1 
енак( Я -5). 


Фо можно положить равнийь 4по?др, а потому 


Чо у З УР Рон т 2 а 
ба реве (ве бно но біо 


Итакь вь данномь случаб 





т. е. виріаль силь єціпленія обратко пропорціоналень корню ку- 
бическому изь обрема газа, 
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Изь вншейзложеннаго слфдуєть заключить, Что л должко 
бнть болів 4. 

8 10. Вь видахь контроля над нашей теорієй примБбнимь 
с Кь авденію, опитнимь изученіємь котораго занимались Джа- 
їь й В. Томеонь, а именно кь прохожденію газовь Сквозь по- 
ристня перегородки. 


Опити Джауля и Томсона состояли в» ТОМ, что газ» вн- 
текаль черезь нпористую перегородку из» резервуара єть постояк- 
НБУ» давхеніємь р, вв пространетво сь постоянини» давленівмь 
р, (повятно, что р.«2 р,), при чекь нзибрялась температура 
газа до и пост прохожденія сквозь перегородку. Оказалось нев 
зтихь опитовь, что тежпература всхь газовь, за неключеніви 
водорода, при такомь процесс понижаєтся. Вичислимь величину 
отого изифненія температури на основанін нашей теорін. 

Положивь, что через перегородку прошла единица мабен 
(| ст.) газа; обьомь отой маєск вт резервуарв сь давленіви» 
р, щусть будеть у, а вь пространстві сь давленісмь ра---02; 
знергія разснатриваємой газовой массни до прохожденія черезь 
перегородку пусть будеть Б, а послі прохожденія-- В. 

Вишків снлм, внгонявшія разсматриваємую газовую маєсу 
юь резервуара, совершили кь коншу процесса работу р, т,; раз- 
ширнясь вопреки дДавленію р,, газь отдаль наружу работу р, т.; 
в нтогВ газь получнль работу р, 9,-- Фа ба» КОТОрая й ПОЛА, 
на увеличеніє его знергій. Йтакь 


ріс Федане ва б (1) 
На основакін формули (3) 8 7, вь которой пренебрежень 
членом втораго порядка малости, 


--бС М 
она б 


р Фан С), (2) 


15 С,--зналенів С пря температурі, которую нибїль газь до 
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прохожденія черезь перегородку, а С.--значенів, которов полу- 
чаєть (7 послі расширенія газа. 

Найдемь тенерь внраженів для онергій (2) таза. Знергія 
зта слагаєтся изь двухь частей, кинетической и потенціальной; 
кинетическая внергія равна в данномь случав (такь какь мн 
разсматриваємь единицу массн) 


С. 


Вичислимь потенціальную знергію. Потенціальная азнергія 
двухь молекуль (і и К) есть 


ЛА | чі 
п - , 


а потому потенціальная знергія всей газовой массн внразится 


через» 
іт? | 1 
сопвв. Уа 5 
ік 





гд5 знакь ю внражаєть суммованів, распространенног на веб 
лари молекуль газовой массн.: 


Подобно тому, какть вь 8 5, будень нибть: . 


ік 1 54 Зп М? 
5- яко УУ що зр7чи о Му б і т 
б її 1 Р 3 т-- п-3 о 4 





Итакь потенціальная знергія разсматриваємой массн газа 
равна 


пр ро й 
сові Тр Фр ПВ Та фур 
Сафдовательно 
дп І (1 1 с 
вве уиЗ( ОКО 0 
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Вь силу Чоржуль (2) и (3), уравненів (1) обращаєтся в» 


пгт лу | ОООООЙ С аб От ; 
з т. А Чо Чаї б (п--4) Ра -)а (9) 
Даліе | 


а 


оті; 


собі 


45 Ді означаєть нскомое приращеніє температури (вь граду- 
сахь Цельзія) газа при разсматриваємомь процессф. Ошить по- 
кізнваєть, что Ді биваєть обнкновенно очень мало: при р, -Ра зе 
атосфері, Ді не достигаєть для большинетва газовь (2)9С. 
Щажь яветвуєть из» числових» данинх»ь, приведеннихь в» 5 7, 
(7; есть величина такого-же порядка, какь и а; слідовательно 


Ді 
КС, бтужайо о 
1 потому, довольствуясь приближеніємь, можем» положить в» пра- 
вой части уравненія (4) С ееС с-С, тд С--значенів средней 


озокулярной скорости при температурі опнта. Тогда уравненів 
(1) прижеть видь 


есть величина малая обсравнительно сь а, 


С дк Ь . г 
сво с КО 


На основаній приблизительно в'врнаго уравненія 
1 (712 
рузезб 


отно- 


1 1 | 3( р,- -р, ) з 
разность т хожно зам'внить черезь "(ть - (С 


сятся кь температурь опнта). Формула (5) перепишется тогда 
такь 


9 і , ПИ 2 Зк з 
Ма 083 Чо 1)(аофУрчо я "- СС омозев.оі С01-0,00366.0) 


48 Б. СТАНКЕВИЧА. 


(здівсь і--температура газа во время опнта), или 


ДЛ 98847 





п-р2 
ба ОМ14н0,00366, бек родозееау (9 


Положимь по-5. Тогда формула (6) обратится вь 


"Р; (7) 


де--988 ца ВКА -Н000366.0) стр бОЗНВЧУ 


Прим'їним'ь формулу (7) кь воздуху. Положямг, что р, - -разт 
Діл. 
атиосферв2«101.109 сті а і--2090, Значенів постояннаго а 


для воздуха приведено вь 8 7: доз-151.107; что касаєтся до 
ЬС5, то зто кожичество равно в'ь данномь случав 101.107. Под- 
ставив веб зти данння вв формулу (7), кайдеюь изь нея, что 


Ді ає---0,26406. 


При тіхь же условіяхь опнта Джауль и Тожсонь нашли в» 
среднемт, что 
Ді ж --0,2600С. 


Изь такого зам'вчательнаго согласія теорія сь опитомь можно 
сь вфкоторни» вВроятіємь заключить, что постояннов а опреді- 
ленно пами для воздуха вірно, и что п дохжно бить дійстви- 
тельно близко кь 5. | 

Для углекнолоті а--247.107, (ее 817.109 (х беру дан- 
ння, виведенння низь формули (26) 8 7; форкула (27), какь 
уже било зам'вчено, не такь надежна). Йтакь, прянявь і-- 2008. 
р,--Раз-зтвосфері, найдемь изь формули (7), что 


Ді ае--1,3406. 
Джауль и Томсонь напли при тіхь-же обстоятетьствахь 


Ді-е--1,1500, 


р 


ГЛАВА ВТОРЛЯ. 


Некоторуія соображенія ОТООСИФОЛЬНО ЖИДКАРО СОСРОДНІЯ 
ВЕЩЕСТВА, 


85 1. Положимь, что нашему раземотрінію подлежить од- 
нородная жидкость, не подверженная дійствію внвшнихь сил, 
крок давленія со сторонк оболочки, всюду одинаковаго и рав- 
наго гр. 

Наша основная гипотеза будеть состоять Вь Том», что мо- 
текухьі жидкости суть бовершенно упругіве, твердне шарк діаметра. р, 
находящівся вь бистромь двяженія, причемь єредняя скорость 
чолекули есть нікоторая функція температури жидкости; моле- 
Були дійствують одна на, другую весьма онергическими притя- 
тельннии силами, причежь сила взаймодійствія двухь молекуль 
направлена по линій соединенія ихь центровь я, по величині 
своей, обратно пропорціональна той степеня разстоянія между 
отими центрами; єреднее разстоянів между двумя сосбдними ко- 
хекулами настолько мало, что длина пути молекули взь промежу- 
токь времени между двумя поєлідовательними 6я столкновеніямя 
ость величина стакого-же порядка, какь помянутов разстояків; 
друтики словами, жидкость отличаєтся вт зтомь отношеній оть 
таза тіж, что вь газі молекула пролетаєть мимо многихь себб 
подобинкь, прежде чіЕмь претерпіть столкновенів, тоїда как» 
молекула жидкостя минуеть первую вестрічную ей молекулу лишь 


весьна рідко, 
4 
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Кр такой систем'б движущихся молекуль мн можемь при- 
ложить уравненів 


- 4 0 
розтин А ЗНО о Лод'едони? ЦП) 


Вь олучав газа 2-0й и 3-ій членн лбвой части отого урав- 
ненія суть ввличанн малня, играющів роль поправокь; вь слу- 
чав жидкости членн зти получають преобладающеє значені. 
Приступимь кр винчисленію 9тихр членовь для случая жидкости. 

ат , 

Знакь ю вь ввраженій 9 -7) означаєть суммованів, рас- 
пространенноєв на вс столкновенія, происходящія вь единицу 
времени вь единицф обрьема. Йтакь накь надо будеть найти 
вкраженів для числа молекуляринхь столкновеній в'ь интересую- 
щемь нась случав. Такь какь путь молекули в» промежутокь 
времени между двумя послібдовательними вя столкновеніями чрез- 
внчайно мал», то ми будем, довольствуясь приближенієм», счи- 
тать зтоть путь прямолинейннизь; допущеніє 9то ти ближе кт» 
стик, чРизь меньше разстоянія между молекулами жидкости; 
оно значительно облегчить намь нашу задачу. Бромів того я 
приму, какь зто ділаєть Блаузіусь по отношенію Кк» тазам', 
что всів модекули жидкоств обладають одной и той-же постоян- 
ной скоростью С. Допущенів Клаузіуса вв теорій газов ведеть 
кь результатаюь несоминно годнимь в» качеєтвів перваго при- 
блнженія; мн вь праві кадбфяться, что то-же икбеть місто и 
для жидкостей. 

Обозначимь через» 53 отиосительную скорость двухь моле- 
куль жидкости, направленія движенія которихь образують между 
собой уголь р. Очевидно, что 


Ваз 9. СИ сова. 


Всевозможння каправленія движенія молекули мн будем'ь 
считать одинаково вброяткнми. В» такомь случаб віроятность 
того, чтобм уголь с закаючалоя между Ф и ф-Нат, будеть 
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5 8іп фр ФФ. 


Обозначимь через 53 среднев раздичнихь значеній 93, 60- 
отвітствующихь всевозможиниь значеніямь г. Будемь нибть: 


-- 1 М 
восб У 1---0989 віпрареніС. (2) 
УЗ «г 


Для того, чтоби опредфлнть приблизительно число столкно- 
веній какой нибудь молекули жидкости в единицу врежеки, й 
представляю себ0в, что центрь отой молекули движется со ско- 
роєтью 53 внутри еферн радіуса с--р, Гдф с--среднев растоянів 
между двумя сосфдними молекулами, отражаясь оть поверхности 
сфери по законамь бовершеннаго удара. По всей вброятности, 
такоє представленів есть хишь грубов приближенів кт дійстви- 
тельности; оно воплощаєть ту мнель, что молекула жидкости 
лишь вь чрезвнчайно рівдкихь случаяхь минуєть при свовмь 
хвиженій первую ей встрічную молекулу, и что таким образом» 
чолекулярнов движенів вь жидкостяхь не есть свабоднов, а по- 
добно кохебательному. 

С Положимь, что АВСФ (см. прилатавннй чер- 

тежь) есть разрізь сферн радіуса Бо-о--о; Що- 
в ложямь, что центрь разоматривавмой молекули на- 
ходится в'ь данннй моменть вь А и приходить 

А вь движенів по каправленію АВ со скоростью 5. 
Подоженів центра нашей молекули вь А соствВтетвуєть одному, 
положенів его вь Б--другому столкновенію зтой молекули. Про- 
лежутокь времени между обойми столкновеніями равень 


АВ:З, 
НИ М 
2Б собр:Я), 


ІД р озкачаєть уголь между хордой АВ и діаметромь АС, 
Такь какь мц считаємь равновброятинми всевозможння на» 


« і 
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правленія движенія какой либо молекулн, вБроятность того, что- 
би углгь ф заключался между Ф и ф-НАт, равна отношенію 
поверхности зон сь поляринми угломи р и Ф-ьа(р кь поверх- 
ности полусферн, т. е. 


дтвіпфіІф 4 


| 


Итакь средняя продолжительность промежутка времени ме- 
жду двумя посхідовательними столкновеніями молекули есть 


о со5р а 

тео 2 м , 
тій р 005 аф 
ЛИ 
Віз ус, (о формулу (2)). 


Среднеє же число стодкновеній какой нибудь молекулн в» 
единицу времени будеть 
п 


ре 


сі 


- Умноживь вкраженів (3) ка 2/--число молекуль вь еди- 
ниці обрема, получим»ь очевидно удвовннов число столкновеній, 
пронсходящихь в» единицу времени в'ь еднниці обрема; сл'ьдо- 
вательно 9то посл'іднев число равно 


ха 
2. 


Ша» 


Положим», что при какомь нибудь столкновонін двухь мо- 
лекуль направленів отнкосительной єкорости ихв образуеть сь 
линієй центровь уголь ф. Для такого соударекія: 


ато 
(2) сей). со8ф. 
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Вброятность того, чтоби Фф заключалось между Ф и Ф-раф, 


єть 
2со8р віпфаФ (си. 5 4), 


5 


"| 
1 Потому (2) равна 65 среднемо 


Зоо віпф фразібаз8 С, 
Птакь | 
ао1б Ме 
( Й 91 ар 


и слбдовательно второй члень уравненія (1) будеть 


Для упрощенія дальньйшихь внчноленій, претендующихь 
не болбе какь на опреділенів порядка величнигь, которнми ха- 
рактеризуєтся строенів жидкостей, я зам'бню вт отомь внраженія 


фактор» м приблизительно равниюь ему факторокь Е 


Что касаєтся третьято члена уравненія (1), то внчислеків 
вго для даннаго єлучая будеть пройсходить тімь же путем», 
какь вь 8 5. Также, какь н тамь, найдемь, что 


«дт Л 
3(п--4) реє 





збКгевого-чах .МУЗтдю. 


Йтакь уравненіс (1) принимаєть видь 





ро-- С Мт ато ка У а чл М тдо Аа ХУутб?, 


пе 


или, если примемь, что разематриваємая масса жидкости равна 
едивиці, такь что Муто-зі, 
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рев у а си ца 

Воть окончательний видь уравненія виріала для жидкостой 
при сдбланннхь ками предположеніяхь. Онь отличаєтся оть со- 
отвітетвующаго уравненія для газовь вторниь своймь членом». 
Кромф того вь случав газа второй и третій членн уравненія 
виріала мали сравнительно сь ро; вь случаф жидкости, какь 
увидимь изь дальнфйшаго, наобороть, ро мало по сравненію сь 
вторнигь и третьниь членами уравненія (4). 


8 2. Положимь, что разсматриваємая нами одиница маєсн 
жидкости нспитнваєть безконечно мальй изотермическій процесор. 
Дифференцируя уравненів (4) 8 1 при постоянной температурі, 
а слідовательно при постоянномь С, и замічая, что с зави- 
сить оть о, получаємь такоє уравненів помянутаго процесса: 


с дт 1 14 
9 . 
7 (жо се Гоа З(пл-4) рн? 


Если среднее разстоянів между двумя сможинми молекулами 
увеличиваєтся на (а, то линейнов удликоніо внутри жидкости 


р реочеаірянз осо 0. (1) 


, ас 
при такой деформацій равно --; кубическов разширенів, соот- 
с 


, і» 
вфтетвующес зтому линейному удлиненію, есть --; между зтими 
у . 


величинами существуєть соотношенів 


ну у, 
откуда 
Фіз о 
г 
Даліе внраженів 
ор 


. 
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относящевся кь зотермическому процессу, представляєть изотер- 
хичоскій кооффицівнть упругости; обозкачимь оту величину че- 
резь А, 

Итакь уравненів (1) обращаєтся в» 


1 ре С? до А 1 
НО льне ЗТ. 2 
Р ВІ; (а--р)? о  3(п--4)р"-8 92 (2) 

Разсмотримь єще безконечно малий процеєсь термическато 
разширенія жидкости при постоянномь давленік. Обозначая абсо- 
1ютную температуру черезь Т и дифференцируя уравненів (4) 


5 1 при постоянномь р, получаємь: 


| р 62. 1 р аба У ЧИ 
М о бе п а а ат? од учр-нананивонивучи Я го "же 
Р РІ (с--р)? шо "Б а--р аТ 3(п--4) р Фу? 
14Т 
ані (3) 


Вь силу уравненія (2) уравненів (3) обращаєтся в 


1 бо-- 20402 
У пн У 4 
Б ор ат 9 
Относительно газовь мн знаєм», что (3 пропорціонально Т; 
зависимость СЗ оть Т для жидкостей камь нензвіфстна; мн мо- 


хежь сь большимь вБроятіємь утворждать лишь то, что (13 воз- 
, абз 
растаєто са возрастанієма температури, такь что сто ббть 


везичина положительная. 
Внражекіе 
Фо 
ст 
представлаєть коеффицієнть термическаго разширенія жидкости; 
обозначнигь его черезь а. 
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Уравненіс (4) множоть бить перописано такь: 


1 Ббо--9р 03 1 - 
Е; шк а ее . 
й 15 а--о 4Г у 0) 


Такь какь со и ак положительно, формула (5) не мо- 
жеть давать для а отрицатольннх»ь значеній; бліфдоватольно наша 
тоорія вь настоящемь я виді но обвяснясть аномальнаго яв- 
ленія, представлясмаго водой при температурах», низшихь 40С.; 
да и само собою очевидно, что ключемь кь обьяснонію зтого 
явлекія не можеть бить наше основноє представленів о жидкости 
какь обр аггрегаті движущихся шаровь нецамтььнньохо разибров», 
скорости которихь возрастаюте сь возрастаніємь томпературн. 

8 3. Вь уравненія (2) и (5) предьидущаго 8 входать 
роличинн 1; и а, извістння нам на основаній опнта для мно- 
гихь жидкостой. Я покажу теперь, какь можно воспользоваться 
отими уравноніямн, чтоби найти числовня значенія разнихь ги- 
потетическихь величинь, характеризующихь стровніє жидкостой. 

Я сдблаю предподоженів, которос, накь увидниь, и оправ- 
днваєтся ка самомь дл, что, при оббічньсш условіяхь давле- 
нія, члень ро уравнонія (4) 85 1 маль по сравненію со вторнкь 
и тротьниг членами того-же уравнонія; штакв, пренеброгая зтимь 


А | 
членом», а Также чЛлономь --, я продставлю ото уравнонів вь 
т 


такомь виді: 
ПК РО -ш 
З(п--4)рч-4 о 15 а--р 
Сжимаємость жидкотой весьма мала; для того, чтобн єо 
зажтить и измбрить, требуются весьма большія давленія. Поотому 
кооффицівнть Б; есть величина восьма большая, й, осли началь- 
нов давленів р жидкости, подворгаємой изотермическому сжатію, 
близко кь атмосферному, то зто р биваєть обмкновенно во много 


разь монбо Б; (си. 5 4). Итакь, предполагая, что величина Б; 
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спредбаона низь опнта, при которомь начальнов давленіо жидко- 
ст било равно атмосферному, я пренобрегу в» уравнонія (2) 


я 


5) 2 вознчиной р передь Б; 


Йсключивь кромі того изь зтого уравненія величину 


дт ло 1 
3(п--4) р"- 4 из 


при помощи уравнонія (1), я представлю ого вь такожь виді: 


2.1 Вар-- ба?-- р" С 
716 (з--р)? ГІ 
пін, ПОЛОЖиВ» 


Гру 
. 
РО ди с 
А С Ре 
Сдфлаю гипотезу, что 
("ес ТУ, 


ІВ с и у--нбвкоторня положительнья постоянння. 


Тогда уравненіє (5) 5 2 представится такь: 


5---9є (3 у 


1--є 9 Т 





15.Брасе 


« 


(2) 


(3) 


Вь уравненіяхь (2) и (3) фигурирують три неизвівстиня 
намь величинн: є, у, С. Для того, чтоби опредіфлить зти ненз- 
вістиня, я присоєдвню кь уравненіямь (2) и (3) новов урав- 
неніе, которов получаєтся пря разсмотрініп процесса переходь 


жидкости вт» нарообразнос состоякіе. 


Положим»ь, что разсматриваємая нами однница масон Жжид- 
кости нереходить вь парь той-же температури. Назовемь «єкри- 
тую теплоту» парообразованія Ж, сроднюю молекулярную скорость 
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пора 9. Теплота Х (предполагаємь, что ока вражена вь ме- 
ханическихь единицахь) слагаєтся изь двухь частей: изь при- 
ращенія потенціальної знергін вещества при переходів его изь 
жидкаго состоянія вь парообразнов и из» приращенія его кине- 
тической знергія. 

Приращенів кинетической знергій при парообразованій есть 


1 1 
з Хтода--5 Хто, 
пли, такь какь Ммтоуг-еі, 
1,9 11/75 
197-407. 


Совершенно также, какь вь 5 10 первой главн, пайдемт, 
что потенціальная знергія вдиници массн жидкости внражаєтся 
через 

дт Ло 1 


іс ає руси зу от (4) 


Потенціальная знергія единицн массн пара вкразится со- 
вершенно такимь же образом», и постоянння, фигурирующія в» 
вираженія (4), будуть нийть для пара ті же значенія, как и 
дія жидкости, только вь случай пара є (удільний обьемь) бу- 
деть вь нфоколько соть разв болбе, чіимь вь случав жидкости. 
Отсюда заключаємь, что приращенів потенціальной знергія еди- 
ниць масен вещества при переході его изь состоянія жидкаго 
вь состояків газообразнов сь знпачительнниь приближенівмь мо- 
жеть бить внражено черезь 


5 до В 1 

(а--1)(п--Ф) робо! 

гав оо есть удібльний обремь жидкости. 
Итакь нмфемь уравненів 


От ло 1 
9 (1---1 ) (по--Ф) ро4 и 0) 


7 Я по РО о 
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Иеключивь изь уравненія (5) 


Ло 1 


ру 
при пожощи уравненія (1), представимь его в» такомь видб: 


га 10--5(2--1)4-(5п--9)2 


2--59 ех (1 10(а-1)( --е) С. (6) 





Величина 92 изв'істна для паровь многихь жидкостей; по- 
отому, если ми окончательно спеціализируем'ь гипотезу 0 взанмо- 
дВИствій на разстояній молекуль жидкости, приписавь числу п 
опредфленнов значенів, уравненів (6), будучи присовдинено кь 
уравненіямь (2) и (83), давть возкожность опредблять нейзв'ст- 
ння є, у, С. 


Излагая вь 8 10 первой главн творію опнтовь Джауля п 
Томсона кадь прохожденіем'ь газов»ь сквозь пористня перегородки, 
я приняль для воздуха и углекислоти пе-; результати вичи- 
слвній, основаннихь на зтомь предположеній, оказались в» удов- 
летворительномь согласійя сь опнтовь. Отсюда можно заключить, 
что для названинхь газовь п дВйствительно должно бить близко 
вкь 2. Дахіе, весьха правдоподобньмь представляєтся предполо- 
женіє, что законь молекулярнихь взаймодійствій должень бить 
одинаковь для веВхь вещеєтвь природни и во вевхь ях» состоя- 
ніяхь. Воть мотиви, которнв меня побуждають сдблать гипотезу, 
что й для жидкостей пос. Вь отомь предположенін уравнеків 
(6) обращаєтся в» 





20! отже ба, (т) 


они 


8 4. ПримБнимь уравненія (2), (3) и (7) 8 З кь нфко- 
торниь жидкостямь. Нанболбе изученними вь опнтномь отноше- 
ній жадкостями являются вода, спирть и овирь; нми то мм и 
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займемся. Цонятио, что оть посліднихь двухь жидкостей мн 85 
правів ожидать лучшихь результатовь, чфив оть водн, которая 
обкаруживаєть извістнов аномальнов явленів, необряснимою с 
точки зрбнія нашей теорія. Начнемь сь зепра. Вичисленія наши 
будуть относиться кь тежпературв 090. При отой температур 


для звира 
-- 01.108 адазі1, з зу, 
Буе-91 10 стій у (обьень 1 грамна)-- 1,36 (сть)? 2) 
саз 0,001513), Хе» 94 (грамиокал.) 2-х 94.42.10 щ- 395.10? 


34, дез80900 С.У). 
(сге,.) 9), 9 ог 


ро 


Даліе, значенів Т, соотвЕтствующев нулю Цельзія, есть 279. 
Подставивь веб оти числа в уравненія (2), (3) и (7) 85 3, 
получийь слідующую систему уравненій: 


8.2--5--9.а2 





3-0 Я па. 186.108, ї 
по (0) 
2-2 Саает66.108, ||| (9) 

1--є 
8 З пашотЛ01, (3) 
1---є 


Разділивь уравненів (3) на (1), получим»: 


13.2--5--8.е3 


аб ТТ, 


998 319 
2.11, що нн ОЇ 
об ТЯ95 0 


Ото уравненіє имфеть два положитольнихь корня; меньшій 
пуь нихь не собтвВтетвуєть нашей задачв, нбо дасть для у оФт- 
рицательнов значенів; большій єсть 


є 0,998. 
1) (газві. 2) Корр. 7) Рівегге. ") Веспапі!. 3 0. Е, Моуог. 
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Итакь отношенів р Еь с для звира довольно близко Кк» 
дян, и, стало бить, молекули отой жидкости расположенн 
зоволько тісно. 


Соединяя уравненів (3) со (2), находимь, что 


се 0,745, 
Наконецть 


Сеевтод0с- 
5ес. 


Йтакь средняя молекулярная скорость зеира во ожид- 
кома состояніц болтьє средней молекулярной скорости з0ир- 
ниг5 парова той осе температурь; другими словами, потен- 
ціальная онергія зенпра получаєть при переході его из» жидкаго 
в газообразноє состоянів приращенів большев, чім каков могло 
бм бить визвано сообщенівюь зенру теплоти Х, при чемь зтоть 
нзбнтокь возникаєть на счеть убнля кинетической знергін при 
царообразованін. 


та 
Опреділимь еще величину оо которая понадобится нам» 
ро 


вь дальньйшень. Положивь вь уравненій (1) 8 3 по-б, най- 
дєгь низь него него, что 


Вь качествів перваго пробнаго камня вишеизложеннихь тео- 
ретическихь соображеній изберемь теоретическов ввчисленіс ве- 
1НЧЯНН теплоемкости зв6ира. Понятно, что вь данномь случаї 
хи можень разсчитивать на согласіє теорій єв опнитомь лишь 
а столько, что торядоко опреділявмой нами теоретически вели- 
чині должень бить кайдень вірно; полнаго согласія нельзя 
окидать потому, что теорія наша постровна на предположеніях», 
представляющихь по всей вБроятности лишь грубов пряближеніс 
Кь дбйствительности; такь, напримбрь, проязведеннов ками вь 
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8 1 опреділенів числа молекулярннхь СтолЕНОВеній НОСИТЬ ха- 
рактерь лишь схематическій : око основано на представленіяхь. мо- 
гущихь нифть лишь качественноє подобів сь дбйствительностью. 

Для жидкостей ми знаємь на оскованій опнта лишь теп- 
лосмкость при постоянномь давленій; обозначимь зту величину 
(внраженную вт» механическихь единицахь) черезь Ср. Зто Ср 
слогавтся из» двухь частей: одна часть идеть на увеличекіє 
кинетической знергій единици масси жидкости при повншеній 
температури ся на одинь градусь, другая-- на увеляченів по- 
тенціальной знергій жидкости, связаннов сь ся термическимь раз- 
ширенівмь (вифпняя работа обладаєть, какь сейчась увиДнит, 
ничтожной в» сравненій сь Ср величиной, если постояннов во 
время процесса разширенія жидкости давленів близко кь атио- 
сферному). 

Приращенів кинетической енергій единицьи масем жидкости 
при поввішеній температури вя на 1 градуєь внразится черезь 


рик 
ЗАТ ЗТ 


Потенціальная внергія единиць массн жидкости, если а59, 
есть 


сопе (си. вираженів (4) 8 3); 
ро 


приращенів вея при повншеній температури жидкости на градусь 
ввкразится черезь 
тА 14у тла 
Торт 2 пр 
Итакь 


Для звира при 09С, на основанік вишеприведеннихь данних, 


рореНТЛОМаг вон лаєттвЛОКоцо), 
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і 


н, слідовательно, 
(ре-12,2.10Ф(егє.) (для градуса Цельзія). 


Если давленів, под'ь которюм»ь находится жидкость при раз- 





ширенін, равно атмосферному, т. е.-- 101.10" а 2» ТО ВИИТ- 


няя работа, совершенная при разширенін, соотвітствующемь по- 
вашенію температурн на 1 гродусь, виразится через 


10110875 2-101.Л0чаа-0,з08Л0и (его). 


Итакь работа ота составляєть всего лишь 0.00017 вели- 
чинь С, почему и можно ей пренебречь. 


Опнти Реньо дають для тепловикости звкра при 09С. величину 
0,53 єт. сої. (ка 1 градусь Цельзія). 
Итакь, на оскованій опнта, 
(ре 0,53.42.109--23,3.109 (вге..). 


Порядокь опитной и теоретическдй величини оказнваєтся 
одинь й ТоТть-жо. 

Занічу здбсь кстати, что, вели р близко кь атмосфері, то 
ри составляєть лишь ничтожную долю величин» 


по 11 б-8а 


Заацільнаннйю 
ГІ Сі 


З(п--Ф)0ч-Чу | 15 1- | 





такь что, блідовательно, предположенів наше на 9тоть Счеть 
вполив оправднваєтся. 

Обратимся теперь кь алкоголю (С, Н.О). Вичисленія наши 
будуть теперь относиться кь» температурв 109С., такь что Т 
равно теперь 283. При отой тенпературб для адкоголя 
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Е,се112. о й г (обьемь 1 гракна)-- 1,25(ст.)9 2), 


а «20,00108 8), Хає940 (вт. сої) «- 240.42.106 ох 1008.107 
39, дез38200 СТУ), 
(еге.) 9), 9 б 


Уравненія, опредбляющія є, у, (С, будуть теперь таковн: 


8.2---5---9.є2 
(1--є)? 


5-9, З 
1--е 


«СЗ--911019, 
.П 2 649.109, 


1 
б ван187Л08, 


Уравненів, опредфляющев г, будеть таково: 


588 |. 55 
РИ 29, б. 
Ме Р 


оно имфеть два положительнихь корня, из» которихт меньшій не 
ндеть кь дблу, ибо даєть отрицательнов значепів для у. Боль- 
шій корень есть 


єс 0,839. 
Даліе 
занбдтт, Фоо18000 Є, кА 181109 (ого). 
. дру 


При помощи отих даннихь находимь, что 
Сре-28,1.108 (сгс.) (для градуса Дельзія). 


Опити Реньо дають для топлосикости алкоголя при 100С. 
величину 
0,27 вт. са). (на 1 градусь Дельзія). 


1) Огавві, 7") Мендежвевь. 7) 42, Ріогге. ") Воспацівї. ")0,Е. Меуег, 
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Итакь, на оєнованій опнта, 
Ср 28,9.109 (егв.). 


Согхасів теорія сь опнтомь оказнваєтся весьма хорошев. 

Молекулярная скорость алкоголя, текже, какь и з6ира, вв 
жидкожь состоянін больше, чіюь в» газообразномь; члень ри 
уравненія виріала при обнчнихь условіяхь давленія оказиваєтся 
опять таки весьна мальюь єравнятольно сь прочнин членами 
зтого уравненія. 

Обратимся теперь кь воді. Вичноленія наши будень вести 
дія температури 409С., дабн нибть діфло сь водой в состоянін 
достаточно уддленномь оть того, в которомь она обнаруживаєть 
юзвівстноє аномальнов явленіб. Йтакь Т равно вь данномь слу- 
чав 313. Дахів, для водн при 409С, нибемь савдующія числа 


Ерза3ло» Дт) 
(ст.)з 
"е-1, аз-- 0, 00037 7), Х-- 579 от. са. --579.42.109-з943.109 


(ме )3), С-ч«61400 ст.) 


зес. 
Уравненія, опредбляющія з, у, (7, будуть таковн: 


, 0 близко кь еднниці, и ми примемь 





ДИ - З 2 
85-82 па-845.109, 
(1---є)3 





пт 


-"е 


8. Й 2441019, 





Уравнеків, опредфляющеє є, нибеть видь 


280 во 138 
545 545 | 


є2.- ; 


1) (газві. ") Уоїкшапо, ?) Керпації. 9) 0, Е. Меуег. 


ч. 
- 


тм Во чере: но азгу зоні -и 
РЕ ВЛ чав 
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имфеть оно только одинь положительний корень, а именно: 


є 0,828. 
Дахбо уч-0,0496, Сезг28000 97, ба з-468Л08 (вгв.). 
зес." др о 


По поводу отихь чисель можно сдблать тб же самця за- 
мфчанія, какь й по отношенію кь двумь раньще разсмотрівнинигь 
Жидкостям». 

На оскованін приведеннихь числові» данньхь находниг, что 


Ср ра 9 1 .1 06. 
На основаній данннхь опнта 
Ср ро 4 2.1 09, 


Порядокь оббихь величинь одинь и тоть же. 


8 Б. Предшествующія творетическія соображенія дають нак» 
средство для опредбленія отношенія р:со-є для разнихь жид- 
костей; для опредбленія сахнхь р и с они кедостаточни. Сред- 
ство для опредбленія р и с мк получимь благодаря теорія те- 
плопроводности жидкостей. Кь наброску такой теорій ми теперь 
и приступим». - 

Представимь себВ жидкость, неодинаково нагрітую в» раз- 
нвхь свойхь частяхь, при чемь изотермическія поверхности суть 
плоскости. Возьмем'ь вт» качествів оси 2 перпендпкулярную кт 
систем пзотермь прямую; за положительнов вя направленів при- 
мемь то, по которому температура убнваєть, и по которому вдеть 
тепловой ток». Твипература внутри жидкисти есть В» данно»» 
случав функція одного только 7. 

Сь точки зрінія кинетической теорій все 9то можно вира» 
зить так», что средняя молекулярная скорость не одикакова в» 
разнихь частяхь жидкости, есть функція одной только коорди- 
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ван ох ин притомь убиваєть сь возрастанісмь зтой координати. 
Понятно, что, при такожь распреділеній молекулярной знергій 
вь кидкости, вь ней будеть совершаться процесеь передачи знер- 
ія ло направленію оси:5є; вь зтой то передачі знергій и 60- 
сюдть сь нашей точки зрінія явленів теплопроводности; козф- 
фицієнть теплопроводности єсть єв 9той точки зрівнія количество 
жергін, передаваємой вь вдиницу времени черезь единицу пло- 
щахн, взятой перпендикулярно кь оси 2, вв томь случаб, если 
проязводная температури по х равна единиці. 

Кели температура йе одянакова вь разнихь частяхь жид- 
вости, то всевозможння направленія движенія молекуль нельзя 
считать равновброятньими; фиктивная сфера, внутри которой пред- 
СТавляЛи жи себв пронеходящимь движенів каждой молекули, 
деформируєтся теперь в» ніВкоторую иную замкнутую поверхность, 
которая при разсиатриваємомь ками распред'івленій температурн 
вь жндкости будеть поверхностью вращенія около оси, парад- 
лельной ося х. Ми будемь однакоже принимать, что изм'ненів 
температури по направленію оси ж ка столько медленно, что 
нолекулярноє движенів вь жидкости лишь незначительно укло- 
няєтся оть движенія безразличнаго относительно направленій, и 
что вишеупожянутая замкнутая поверхность весьма, близка кр сфері. 

Разсмотрим'ь столкновенів двух» одинаковнх»ь совершенно уп- 
рутихь однороднихь шаровь. Обозначим»ь слагающія скоростей их 
20 удара черезь ци, 9,» 10» Ч2, 9,, 10; Самня скорости до 
тара назовемь шо, Й ,, ПОСІВ удара--О, и 9,. ти послід- 
нія величинн зависять оть цу, , - - - 10, й крон того ть 
зоординать ф и Ф (см. сочиненів моє «ЖКинетическая теорія га- 
908ь...», Стр. 19). Обозначимь среднее значенів О для все- 
возможинть 6 и ф черезь О!, величину относительной скорости 
таровь--черезь 53. Тогда (єм. «Кик. творію...», стр. 20) 


ін (щі З ма)9У(о, ЗРоз)9УЬ Со, ема) Ва ай ро), 


Отеюда и 
3 аа (обо). (1) 
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Примінимь формулу (1) кь двумь молекуламь жидкости, 
вь которой совершаєтся процесеь теплопроводности, причем- по- 
ложимь, что молекула скорости ш, явилась на столкновеніє со 
сторони меньшихь, а молокула скорости со, -- С0 сторони боль- 
лихь с (назовемь ихь соотвфтетвенно «вторая» м «первая» мо- 
лекула). Формула (1), будучи унножена на і т, предетавить 
памь убиль шзнергій второй молекули при столкновеній я сь 
первой в5 среднемь для всевозможньхо б и Ф. Ва среднемь для 
всевозможньхо ш, й 0, убнль знергій второй молекули ввра- 
зится через 


-упдОаіт(63--С)), (3) 


тд5 ДС; означаєть триращеніє вбличинь (2 для второй мо- 
локулн. 


Молекула вторая каходится в'ь постоянноМь движеній, не 
виходя однакоже, согласно основному наштему представленію, из» 
проділовь ифкоторой замкнутой поверхности, весьма, близной Б» 
сферв. Цептрь зтой сферн можно назвать «среднимь положені- 
емь» молекудн второй (точне, вея центра). Пусть среднеє по- 
ложенів молекуль второй каходится на плоскости є» абсциєсой ж. 
Согласно одной изь исходнихь наших» гипотезь, молекула жид- 
кости лишь чрезвнчайно рідко минуєть вв свовмь движеній ко- 
лекулн, находящіяся в» непосредственномь єсть нею сосбдетвб; 
сравненів пашихь теоретическихь соображеній сь данними опита 
привело нась кь результатамь, кнесомнінно подтверждающимь 
оту гипотезу: для разсмотрінинхь нами трехь жидкостей з ока- 
залось близкимь кь единиці, и, слідовательно, расположеніе 
молекуль довольно тіеньмь. Йтакь молекула тервая есть одна 
изь сосьднить со второй молекулдь, такь что среднев разстоя- 
пі среднихь положеній зтихь двухь колокуль равно а. Поло- 
жимь, что прямая, сеединяющая оба єреднія положенія, состав- 
лясть сь изотермическими плоскостями уголь 2. В'ь також слу- 
чав средпев положеніс молекули первой паходится па плоскости 

, 





п ЗД У 
р. " 
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сь абецнесой х-роа. 8і0ор, в слЬдовательно, По малости а, можно 
полоЖить 

ОЗ . 
С--С ее 0809, 
ах 


1 а представляєть значенів зтой пронзводной для плоскости 
сь абецнссой т. 

Йтакь, если обозкачимь черезь А(7? приращенів, отноєя- 
Щієся кь плоскости сь абециссой а и соотв'втствующес дапному 
» Уравненів (2) можно будеть перешисать такь: 


ч 


: . ПК С 
7 


Обозначниь каконець черезь ДС? средпов зпачонів ДС? 
дя веевозможнихь з. Вь качествб внраженія для вброятности 
ї0го, чтоб о заключалось между » и »-Ь?, можно принять 
отвошенів новерхности зони єв полярними углами 9009-72 и 
00 -9-р о в» поверхности полусферь, отношеніє, равпое 


со8р 9. 
Нтакь 





- АС п, С? 

1 , 1 , 1 

-тАЄ2гзо то. о 2 81поо 008: о о / | В Ко РИ 9) 
й 42 т "ДА 5 ( 


0 


Формула (8) вкражаєть єреднев количество знергіп, отда- 
їдевой молекулой слоя сь абсциссой ж при столкновенін вя сь 
тодекулой, явивнейся низь слоя сь большой абециссої. Среднес 
чис столкновеній какой нибудь молбкулн разсматриваємаго слоя 
5» единицу времени есть (си. 5 1) 





Половина отого чрсла Сстодкновеній отнобится кь СтолкнО- 
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веніямь разбматриваємой молекули сь молекулами, явившимися 
со стороян меньшихь г, другая половина--кь стодкновеніям ея 
сь модекулами, явившимися со сторони большихь х. Йтакь ко- 
личество знергія, отдаваємой вт» единицу времени одной молеку- 
лой разсматриваємато слоя по направленію возрастающато 2, вн- 


разится черезь 
- С 3 


1 

чі | (5 

Для того, чтобн найти количество знергій, отдаваємой в» 
единицу времени единицей площади блоя сь абециссой ж, остаєтся 
только умножить вкраженів (4) на число молекуль слоя, прихо- 
дящееся ка единицу площади; число зто ббозначимь черезь 91. 
Сь грубниь приближенівмь число 3 можно опреділить на оспо- 
ваній слідующихь боображеній. Представимь себі квадрать со 
стороной, равной единиці, расположенний на плоскости єь аб- 
«єциссой ж. На зтомь квадраті, какь на основаній, вообразимь 
себв постровниниь кубь. Число молекуль вь зтомь куббо- У 
(числу молекуль в» еднниці обьема). Представимь себ' даже, 
что молекули внутри нашего куба распред'лень в правильномь 
кубическомь порядкбф, т. в. что кубь зтоть разділень тремя св- 
стемами плоскостей, параллельньхь его сторонам и ототоящихь 
одна оть другой на с, на 2" маленькихь кубиковь, в'ь верши- 
нах» которнхь и расположенн центри модекуль. В» каждоюь поь 
словвр, взятнихь внутря куба и перпендикулярнихь кь оси Ж, За- 


1 
ключаєтся У молекуль; число такях» слоев' в» куб есть -. Итакь 
і о | 
ша У. с. 7 


Повторяю, только что изложенння соображенія дають нам 
не болфе, какь только порядока неизвістнаго наюь числа 91. 

Итакь количество знергій, проходящей вь единицу времени 
сквозь единицу площади нзотермической плоскости по направле- 
нію оси 2, внразится черезь 
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-1 Мт. а 062 
12 ро 


То-же самов количество знергій можно виразить ещо черезь 


ці К--козффицієнть теплопроводности, а Т--абсолютная том- 


пература. 
Итакь, замітивь, что 


483 - 2 ато у сгат 
4с аТаг | (Таз! 
будеюь нибть 


з У Р 
Кеірцтозу То! (5) 


б р есть удібльний обремь данной жидкости. 

Вь форнуль (5) величини К и о извістни Для многихь 
кндкостей изь оннта; веб остальння, входящія вь нее, вели- 
чини, за нсключенісмь о, звести на основаній предридущаго; 
с1бховательно- зта формула можеть служить для опреділенія 
порядка о. | 

5 6. Вичислимь величину р для разсмотрівнинхь нами ра- 
їбе трехь жидкостей. 

Дія звира при 5,490. Веберь оціниваєвть козффиціенть 
19плопроводности в» 

0,000405 (от. саї.), 


При чемь за еднницу длинк принять сантиметрь. Переводя ото 
о ЧЕО на механнческія единицн, будень нибть: 


| Козі7.102 (еге.). 


Чисто зто относится кь температурв 5,490.; по всей ві» 
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роятности значенів К при 0ФС., которое собственно нажь и нужно, 
лишь незначительно отлячаєтся оть приведеннаго. Йтакь, вос- 
пользовавшись зтим' посліднимь, найдоюь на основанія формули 
(5) 8 5, что для зенра 

рез 498.107"ст. 


Звая г й р, знаємь н а: 


онвенББа10 мет. 
Далбе, ноходя опять таки нзь представленія о кубическомь 
распредівленін молекул, можень написать формулу 
М -абезі , 
а основанія которой находнив, что для збира при ог. 
Ме 58710», 


т. 6. что в? кубическомгь сантиметрі зенра при 09С. заклю- 
чаєтся 5870 трилліоновь молекуль. Зная М, ножемь по формулі 


Мтоєеі 
опреділить массу молекули векра. Оказиваєтся, что 
таз125.107 от. 


Результать зтоть ниїеть для нась весьма большую важ- 
ность вь томь отношенін, что даєть наюжь средство контроля 
надь вьшензложенной теорієй: вь самомь ділі, мм знавмь изь 
глави первой, кактв велика масса молекули водорода абсолютно; 
нтакь мм нибень возможность опреділить массу молекули звира 
вь абсолютинхь еднинцахь еще н другимь путень, а виенно 
на основанін стехіометрическихь законовь. Врядь-ли -нужно уси- 
ленно наставвать на томв, что согласів чисохь, полученнихь 


я" 
« з » 


- 


КЬ ТЕОРІЙ ЖИДКАГО СОСТОЯНІЯ ВЕЩЕСТВА. 13 


мини двумя путями, можеть считаться удовлетворительнимь уже 
вь тоюь схучав, когда порядки вхь однкаковн. 
Вь 6 8 нервой глави мн нашли, что молекула водорода. 


дозжна "обладать шабсой в» 
86.10  "рт.; 


форшула звкра- -С, Н,.О, а потому заключаємь, что молекула 
закра доджна обтадать массой вв» 37 рауь большой, чфуз мо- 
їекула водорода (Н,). Йтакь, на основаній теорій дбйствитоль- 
ннхь газовь и стехіометрическихь законов», 


тез 133.10 "кт. 


Согласів обоихь чисель отличнов. 
Для алкоголя козффицієнть теплопроводности равень по 


Веберу 
0,000487 кт. сві., 


причемь за единицу дливнн принять сантиметр. Число 9то от- 
ноєвтся кв температур 2,290. но кн не впадемь в» значи- 
тельную ошнбку, если примббнимь вго кь алкоголю при 10С. 
Переводя ото число на мехавическія единиць, навдею, "что 


К--20500 (етє,.). 
Формула (5) 8 5 дасть намь: 


рез. 284.10" ст.; 
дахбе 
ша 338.10""ст., Ме 253107, таз 31.107"'єт. 
Химическая формула алкоголя сеть Є, ПО; стало бить мо- 
і6куха азлкоголя в» 23 раза тяжелТїв молекули водорода. Йтак», 
на основакія результатовь теорій дфйствительньхь газовь и хи- 
пическихь законовь, для алкоголя будем нибть: 


тез 838.10- З4от. 
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Порядокь обойхь чисель одинь и тогь-же; при оцінк5 
отихь результатовь не слФдуєть, между прочни», упускать шзь 
виду того обстоятельства, что ошибка, сдбланная при вичисле- 
ній р и с, отзмваєтся на тп, веська чувствительно, ибо 2, а 
сафдовательно и тп опредбляєтся при помощи с». 

Обратимся наконець кь воді. Для води при 4098. Лунд- 
квисть даєть в» качествів кооффицієнта теплопроводности число 


0,00155 кт. са. 

Переведя ото число на механическія единяци, будожь ям?ть: 
К-- 65100 (еге.). 

Формула (5) 8 5 даєть: 


реє 761,10 І9ст.; 
даліе | , 
ес 925.10 1ст., М--126.1019, т-- 792.10 24єт. 


На основанін теорій газов'ь и стехіометрическихь законов, 


для водн 
тез 32.10 Мот. 


Несогласів в» данномь случайв значительноє; пронсходить 
оно вВроятно оть того, что для води ве наши ввчисленія не 
очень надежни по прячинів представляємаго зтой жидкостью ано- 
мальнаго явленія. 


8 7. Представимь себі, что центри трехь молекуль жид, 
кости расположенн рядомь на одной прямой; допустимь, что двБ 
крайнія молекули постоянно остаются неподвижннин, а средняя 
колеблется между ними взадь и вперодь по той же прямої, 
находясь ноключительно под вліянівмь притяженій зтихь посх'ід- 
нихь; разстоянів между центрами двух крайнихь молекуль при- 
мемь равиниь 2 с. Разомотрінів зтого схематическаго блучая 


4 
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представляєть дя кась, какь вняєнится изь дальніфйтаго, ні- 
коюрий интересь. 


Пусть будуть О и 0" (см. прилатаємнії чертежь) центри двухь 
крайнихь (неподвижнихь) молекул; 
АВС и А"В'С"---описанниня вокругь 
отихь центровь сферн радіуса о. 
0 Йтакь О00'--9а,, ОА ОД зр, 


Движенів третьей (средної) молекуль пройсходить так», что 
цеятрь вя колеблется ло отрізку 44" линін 06", при чемь в» 
точкахь А и А" скорость вго каждий разь мгновенно мфняєть 
свой знаюь всхіЕдствів соудареній подвижной молекули сь непод- 
виЖжнНиН; колебанів 9то таково, какь есля-бн центрь подвижной 
молекули бнль матеріальной точкой масо п (масса молекулн), 
получившей начальную скорость по направленію 00", притяги- 
ваемой двумя неподвижними центрами, находящимися вь 0 и 07, 
цо закону молекуляринхь взаймодійствій на разстояній, и отра- 
кающейся оть поверхностей сферь АВС и А"В'С" по законамь 
ндвальнаго удара; вь качестві закона молекулярнаго взанмодбії- 
ствія на разстояній принимавм», какь й ранфе, закон, внража- 
винй формулой 


В" 





Возьмехь начало координать вь О и положим», что сь г 
направлена шо линій О0"; положенів разсматриваємой нами ма- 
теріальной точки опреділяєтся одной только координатой 2. ЦПЦо- 
текціальная знергія втой матеріальної точки (т. в. функція, про- 
їзводнає которой по г, взятая, сь обратинмь знакомр, дагть 
сгающую по оси а дійствующей на точку силь) внразится 


через 
т 1 1 
сопвв.-о Ро В, 
4 (зас 
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Итакь, если обозначимь скорость точки черезь 55, уравне- 
нів живнхь силь будеть для даннаго движенія нийїть вид»: 


чно ру 1) ше 60п5і. 


Изслбдуя 2то уравненів, безь труда найдемь, что нашмень- 
шее значенів 932 ссотвітствуєть хосас (когда движущаяся точка 
находится вь К); нтакь . 


92 - 


Ф 


ап сонні 


Нанбольшев значенів 539 вслідствів доподнительнаго усло- 
овія нашей задачи, по которому колебанія точки єтісненн отр'Бз- 
комь АА", соствітствуєть ж-єр й Фос2а--р. Йтакь  - 


аа а СопВі; АС І пк 


в" (дзезр)" 
Сліфдовательно 
ті/1, 1 2 - 
2 м и» сша оо б 
2; тат. 2); тив. 9 (с ре --р)' з) 
1 Ат є" 
ем | цттде! , 
2 | ази ) ПО 
Примінимь уравненів (1) кь молокуламь зенра, алкоголя 
и вод. 
Для звира мн нашли раньше, что 
с 1 514.01, оо 12510724, рез498.10-19, 
2ро 


На основаній зтихь данньнхь паходян», что 


іт 451107: 
го 


4 


дааіе є--0,898, а потому 
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4 
8 
145 со ее 0,144. 
(2 
Итакь для описаннаго винше схематическаго движенія мо- 
лекули звира 
нах. Янів. 2-325.108, 


Такь какь сила молекулярнаго взанмодійствія убиваєть 
чрезвичайно бистро сь увеличенівмь разстоянія между молеку- 
лами, преобладающев вліянів на движенів какой-нибудь молекули 
внутри жидкостя нифють ті молекули, которня находятся в» 
непосєредственномь сь нею сосідетві; потому-то разсмотрівиннй 
наши бехенатическій случай движенія молекули можеть нам дать 
приблизительноє понятіє 0 тожь, какь велико вліянів молекуляр- 
нихь притяженій на относительную -скорость двухь молекул» 
жидкостя. 

Обозначимь среднев аривметическов всевозможньихь значеній 
952, тд 55--отпосительная єкорость двухь молекуль жидкости, 
черезь 332. Для газовь, какь нзофстно, 532--9С3. Допускця, 
что н для жидкостей ямфеть м'ьсто то же соотнолівнів, находимт, 
па осиованін 5 4, для з6пра 


. 552 що 655.107, 
Итакь ддя зфира 


лах. 93 Зіп. 


бував. 


Такниь образомь приращоенів, которое можеть получить 552 
благодаря междумолекулярнимь сплань, не превишаєть Вь слу- 
чаб зенра двадцатой доли величини 252. 

Для алкоголя лайдеюь подобинмь-же образом» 





У тал. 7 Я піт, 


ЗД же 0,07725; 
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для воді отногенів зто равно 
00865. 


Зти числа показнвають, что вв случаї жидкостей движенів 
нолекуль можно считать прамолинейнимь и равном'бриниг сь боль- 
щимь приближенієнь кь дбійствительности, чіжь в случаї га- 
зовь (см. соотвітетвующія числа вь 8 7 первой главн). Про- 
ноходить 9то какь оть екучонности нодекуль вь жидкоюь со- 
стояній вещества, такь и оть того обстоятельства, что молеку- 
лярння скорости вь состоянін жидкомь обладають большими 
воличинами, чі вь состоянін газообразномь. 

8 8. Зайнемся теперь наброскоюь теорія внутренняго тренія 
вь жидкостяхь, теорій, которая послужить намь новнит сред- 
ствомь контроля надь вншеизложенними шденми 0 стровній 
жидкостей. 

Разснотримь жидвость, слон которой движутся поступа- 
тельно сь различимми скоростяни. Возьмень систему прямолиней- 
нихь прямоугольнихь осей координать; положим», что поступа- 
тельноє движенів словвь направлено по оси ж, и что скорость 
отого движенія, которую мн обозначимь черезь у, єсть нбкото- 
рая функція одного только 2, возрастающая сь возрастаніемь 
послднаго. 

Разділимь мнсленно жидкую среду плоскостью, паражлель- 
ной плоскости ду и отстоящей оть нея на 2; часть средн, є0- 
отвітетвующую меньліниь значеніямь 2, назовень «первой», а 
соотвітствующую большимь 2--євторой». Вторая часть жидкой 
среди дбйствуєть на первую тангенціальной силой, равнокбрно 
распреділенной по плоскости разріза и направленной вь дан- 
номь случав по оси 2; сила ота и назнваєтся внутренням'ь 
тронівжь. «Козффицівнтомь внутрепняго транія» назнваєтся ве- 
личина втой силь, приходящаяся на единицу площади разділь- 


- дю 
ной плоскости, подь условівит, что га 
2 
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Сь нашей точки зрінія внутреннеє тренів вь жидкостяхь 
обусловливаєтся передачей кохичества поступательнаго движенія 
юь слоовр, у которихь оно больше, в» слон, у которнхь оно 
меньше, цередачей, пройсходящей черезь посредство молекулар- 
їНхь столкновеній. 


Разсистримь столкновенів двухь одинаковнхь совершенно 
гпрутяхь однороднихь шаровь. Пусть будуть «, й и, благаю- 
щія по оси а скоростей ихь до удара, 0, я 0,--ті-же сла- 
гающія послів удара; даліе, Г/А -- бреднее аривнетическов все- : 
возможнихь значеній (/, соотвівтствующихь всевозможнимь зна- 
ченіяь ф и ф (си. 5 5). Будень имбть (си, сочиненіє мов 
«Кинетическая теорія газовь...», стр. 18): 


| печер 


Откуда 
Дав а) 


Приіниюь формулу (1) кь двуюь молекуламь разсжатри- 
ваємой нами жидкой средн, слон которой обладають различними 
єкоростажи доступательнаго двяженія; притомь положим», что 
холекула скорости и, явилась на столкновеніє со сторонк боль- 
ШИХ, а молекула скоробти ш,--б0 сторони меньшихь 2 (назо- 
ве их» соотвітотвенно «вторая» и «первая» молекула). Фор- 
чула (1), будучи умножена на т, представить нань убнль ко- 
лічества движенія второй колекули при столкновеній вя сь пер- 
ВО єз среднемо для всевозможньхо 6 и ф. Во среднемь для 
всевозможньто ч, й ма. будень нмбть: 


-  т- - | 
тазу)» (2) 


ДВ ма--среднев вбевозмодинхь значеній м, в» олоб, которому 
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принадлежить молекула вторая, м, --среднео м, Для блоя, ко- 
торому принадлежить мохекула нервая, а Ди,-- приращенів й, 
вь среднемь при одномь стохкновенін. 

Положим», что среднее положенле молекуль второй (си. 8 5) 
паходится на разсматриваємой нами плоскости разділа межлу 
двумя частями жидкой єредн (на плоскости сь ординатой г); 
положимь даліе, что среднеє положеніє молекули первой нахо- 
дится ка плоскости сь ординатой 2--2.8іп» (си. 85 5). Вь 
такомь случаб можно положить 


з з Фо, 


и формула (2) перепишется так: 

у -о ти 

--тпДдитез 
242 


4 


--.а.8іп2. 


Здісь Ди означаєть приращелів величини м, которой об- 
лодаєть молекула, принадлежащая вв ввншеуказанномь. смнолії: 
разд'івльной плоскости, 65 среднема при одномь столкновеній єя 
сь молекулой, принадлежащей плоскости сь ординатой 2--з. 8іпоо. 


Обозначивь черезь Ди среднев значенів Ди для всевоз- 
хожньхь р, будень имбть: 


щт «Фе о, 4 та» 
о НОЇ віпир СО5р Френка | (3) 


Укноживь величину--тЛи ка 5? и на 


(см. 8 5), получимь величину виутренняго трепія, отнесенную 
у 
кь единиці площади раздівльной плоскости,, т. е. т. ЧоТАв т 


козффицівнть внутренняго тренія. Йтакь (си. формулу (3)) 


|" оці 
ЖРОД Я 
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и ша1 р С 
по Мт певну (4) 
Формула (4) даєть намь возможность внчиСлитьЬ у Для 
разсмотрівнинхь рані жидкостей, такь какт веб величинн, фи- 
гурирующія вь правой вя части, извістни для отихь жидкостей 
нзь предвидущаго. 
Такинь образом находими», что для овира при 09С. 


па-0,0038 (дт., ст."", зес.""). 
Опктная величина, относящаяся кь температурі 109С., есть 
ше0,0094 (дм. ст."", зес."") (Надаї). 


Опнтной величини т для О9С. миб не удалось найти; из- 
віетно только, что для вебхь жидкостей т убнваєть сь возра- 
станівм» теицературьи. По всей в'вроятности, значенів т для О?С, 
сще ближе кь нашему творетическому числу, чЕи» приведенное 
значенів отого козффицівнта для 109С. Согласів теорій сь опн- 
тов'ь можно назвать в" данном'ь случа? весьма удовлетворительннит. 

Дахбфе, для алкогодя при 1090. будень иміть ка основа- 


ній нашей творін: 
паз 0,0087. 


Опнтная величина для той же температури Такова: 
ле-0,015 (Веіївівб). 


Порядок» оббихь величинь одинь и тоть-же. 
Наконець для води при 400 на оснкованій теорій 


цеє 0,019; 
опить даєть для той-же температурн 
дех0,007 (Роівсиів). 


8 9. Вь 6 2 ин виділи, что извістнов аномальнов яв- 
зеніе, представляєжов водой при температурах, низшихь 400. 
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нельзя обьяснять при пожощи 1нпотезн, что жидкобть есть аг- 
регать двивущихся шаровь нецамтьннихо разибровь, скорости 
которехь возрастають сь возрастанісжь температурн. 

Предположеніо, что сродняя молокулярная скорость ш'ікото- 
рьхь тіль можеть в» извістнкхь предблахь измбненія темпе- 
ратури убмсать сь возрастанісиь отой послідней, могло-бм обь- 
яснить вишеупонянутоб явленіо; но такос предположеніо в вне- 
шей степени неправдоподобно. 

Ми сейчась увидим», что явлонів отрицательнамю терми- 
ческаго разширенія можеть бить обьяснено ещо и иначе, а именно 
но основані продположенія что р (діамстрь молекуль) убмваєть 
сь возрастанісмь температури. 

Но правдоподобно-ли вто предположенієд Отвіть приходится 
дать утвердитольний в виду того, что для газовь убьваніє р 
сь возвьишеніємь температури  представляєть несомньнньій 
факт. Сравненіс результатовь теорій внутренняго тренія газовь 
сь данними опьта приводить кь заключенію, что для газовь 


1 17» 
тати об) 


тдь Т--абсолютная температура, р,--значонів р для 00С., а 
т--дробь, заключающаяся между | и 1 (си. сочинонів мос «Ки- 
кетическая теорія газовь...», стр. 135 и 136). Изь форнуль 
(1) виводимь такую: 


чідр | цті 1 о 
ти зт 9--натур. лог.). 2) 


Формула (2) даєть понятів обь шам'ьняємости р сь том- 
поратурой вт случаб газовь. Для тежпературк 090. величина, 
яю заключаєтся для разньхь газовь между 

--0,00046 и --0,00092. 


ВВозпикаєть вопрось: достаточно-ли такой изнінаємости р 


А інь й ЛЬ ЗОРУ 
. - 
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зь случав жидкостей для того, чтобн  ввзвать вт извБетннх» 
случаяхь явленіє отрицательнаго термическаго разширенія? Отв'вть 
назтоть вопрось заключаєтся в» нижеслідующихь строках». 

Вернемся кь исходному нашему уравненію, кь уравнонію 
(5) 5 1, вь которомь будеюь теперь считать о функцісй темпе- 
ратури; кромі того положим» вь немь по-б. 

Разсмотрижь опять безконечно малне процессн---изотерми- 
ческаго сжатія и термическаго разширенія при постоянном» дав- 
лені. Уравненіо, которое получится оть разсмотрінія первато 
процесса, будеть таково-же, какь и полученнов нами вь 8 9 
(уравненіе (2) 8 2), сь заміной только букви т, числомь 5. 
Уравненіє втораго процесса будеть таково: 

ріод, 1 ро Фе? 

Бе п З оо? 5с-раТ 
1сф ато р 03 Фр ат дя й, 1 до... 140? 


аб, ТР ат КА 2, 3 
б Б вира ват 1109 


аТо- 


є 


Принявь во вниманіе уравненіс (2) 5 2, в котором'ь по- 
10ЖИчь по-о, п сдблавь нВкеторня преобразовакія, представим»ь 
гравненіє (3) вь такожь виді: 

РО! 2 
ра! 5а--92р С ат 1 ор 0 дідо ди Й 1 др дт 


. долини ФТУО--2ГИТ, 
15 а--р АТ 5(с-р) "аТ МЕ оо аТ 











1 Р 5--9 1429 з | ОЗ | 2 1 |до 
Бра ГЕО а 


4 
15 1-е з аТ Б ау С) 


Изь разсмотрінія уравнепія (4) явствуєть, что а можеть 
Шдр 
аТ 


отрицательнимь и, вв извістнихь предфлахь изм'Ббнонія томпе- 
ратурв, достаточно большимт. 


обратиться вт нуль и бить отрицательннит», если принять 


Внчиолимь приближенно, как 











др 
Т 
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дн, чтобн а могло обратиться вь нуль; при отомь внчкслонія, 
претендующень лишь на нахождоніо порядка нскомой величинь, 


. . ас в 
воспользувися тіми значеніями є, С, Рі которня (шнафдени 


нами на основаній предположетія, что р не изміняєтся сь том- 
поратурой, и которня относятся в температурі 4090. Будем нять: 


дж 1 


р з 
1 5-91 дд 1 є о бд4 10». 


? 
ДЛЯ 849.10, 2. . 109, по 
15 І-е» ар 10», 5-є? о 3вт40», З р 








Мтакь для того, чтобн а обратилось вь нухь, достаточло 
принять 


« 





Величина ота ощо значительно меоньшо, чбиь у газов». 
Такимь  образомь обьясноніс отрицательнаго терническаго раз- 
широнія водн нзивнявмостью р єть тежпоратурой оказнваєтся 
весьма правдоподобннуг. 

Для жидкостей, которня не представляють отрицательнаго 
термичсскато разширенія, изифнасность р сь темпоратурой вбро- 
ятно още меньше, чіжь для водн. 

Но чіит-жо, спрашиваєтся теперь, обьяснить уменьшеніс 
р сь возрастанівкь томпоратурн? Для газовь 0. К. Мейерь обь- 
ясняєть ото тік, что сь повншенієь тенпоратурм сь одпої 
сторони уненьшаєтся прочность молекуль, которня суть аггрегати 
движущихся атомовь, а св другой сторони увеличиваєтся скла 
толчка одной шмодекули о другую; попятно, что" оть дійствія 
оббихь причинь молекули газа должнь при столкновеніяхт глуб- 
же ертзаться одна вь другую, т. 0. величина р нашей схсуа- 
тической теорій должка убивать. Обьяснонів зто не лишено прав- 
доподобія, и ніть причинн, почену его нельзя бнло-бь распро- 
странить и на жидкости. 





ПОПРАВКА. 


нанні 


Вь 6 2 первой глави схБдуєть викинуть слова: 
«Очевидно, что знакь 2 можеть помЬняться міЕстомь со зна- 
кон |0...........м ПРИРО УРУУУ ПРИ А Р А ... Величина 


ЗУ (арарулчяї) 

близка кь нулю». 

Вифсто вьбрасьваємаго надлежить поставить сіБдующев: «Вь- 
. 4 у, 4 
ражевів т С а аг) представанеть величину, не возра- 
стающую безвтуредтьльно сь везрастаніємь т; вев остальнье членм 
Траввенія (4) пропорціовальнь т (ето вьяснится изь дальнійшаго). 
Йтакь стойть взять т достаточно бозьшимь, я ми вь прав будень 
превебрель третьниь членомь абвой части ур. (4) предь остальннми 
его членами». 











Оба Общемо закона сжатії ВОДНІ растворовь солей, 


А. Герича. 


(Читано вь заєВвданін математического отдВленія Новороссійскаго Общества 
Естествойспьітателей 13-го апрвля 1888 года). 


еничннвниьацначо 


Если обозкачимь чрезь 5 сжатів, пройсходящев при обра- 
зованій 100 праммова раствора, а чрозь р процентнов содер- 
жанів вь немь соли, то можно показать, что 


5 С еєть постояннов для растворовь данной соли отношеків 
8 
(100--р)р 
вполий согласно сь дійствительностію, такь какь низь прямнхь 
каблюденій давно извівстно, что канбольшев сжатів соств'втетву- 
єть растворамь, содержащимь около 509/, соли. Для симметрич- 
ннгь растворовь функція (1) даєть равння величини сжатія, 
чо опять согласно сь дійствительнний фактами, какь увидим» 
пь приводнинхь ниже таблиць. Далбіе, такь какь (100--р)р 

5. 0100---2р) 2р др). др , нбо 100--р озону» 1, То О0т6юда Понатно само 
2 100--2р 

собою, что при разбавленія водою всякаго раствора должно про- 

нехохить сжатіо. Ото третье свойство функцій (1) также под- 

тверждаєтся дійствительнний фактами, нбо еще вь 50-хь годахь 


При рез50 функція (1) имбеть максимумь, что 





щ- - 


ДОА 
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при 49, б соотвіфтствующев данному раствору сжатіє и наконець 
С єть отношеніс сжатія кь произведенію проценткаго содержа- 
б 
(100--рур 
занн также плотности каждой соли вт твердомь и в жидкомь 
видв; первня взятн низ» таблиць Ландольта, а втормя вичис- 
лин мною по формулі (2) изь двухь растворовь, указанинхь 
вертикальной стрілкой. 


нія жассь вт рабтворв, т. 6. Вь таблицахь пока- 


тверд. 2.15 тверд. 1,977 
1) Хаористкй натрій, ХаС!. 2) Хаористьй казій, КС). 
жидк. 1,787 жидк. 1,817 
159 р 150 о 
р б 0 С р 8 б с 


1,031410,87710,001847 





5 1, 0353 1,48810,002710| | 5 





















































ПА 1,0724|2,42710,002697| 107 11,054711,664(0,001849 
15 1 1,110513,415 о 15 | 1,099212,35210,001845 
2) 1,15014,28210,002677| 20 411,135112,953|  «- 
25 |1190815,07 |0,002704| 25 11,171513,46 (0,001845 
тверд. 1.52 тверх. ? 
3) Хлористькій аммоній, МН,ОЇ. 4) Ххористьні олюминій, АЇСІ, 
жидк. 1,174. жидк. 2.208 
р | з | б с р зе б с 
5 41, дім 0,89810,001393| 3,83 11, 0263 0,54510,001480 
1,70110,001890) 7,66 11,054411,04910,001483 
312,38610,001871115,32 1 (1,114311,94810,001501 
5) 1, 70584 -- -- 122,98 1 11,17881 - - рр 
13,57210,001905130,64  (1,247913,16210,001488 
38,3 | |1,323013,51010,001435 
тверк. 3,054 тверд. 3.85 
5) Хлористьїшй стронцій, 9гСІ, 6) Хлористьй барій, ВаСІ, 
жидк. 2,9905 жидк. 3,824 
ро | з | й | с р зо | 9 с 
5 11,04441,002:0,002104 Б  11,0450(0,69710,00146"7 
10 11,09201,34410,002049| 1013 (1,094211,30510,001450 
159 1,142912,60210,002042| 15 | 1,14751,83710,001441 
20, |1,1978 -- Р 205 120540 -- | -- 
51 2510 81010,002064| 25 | П,2685.2,75810,001471 
90 4,38210.002086. . 
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тверд. 1,762 верд. 2,65 

15) ним вимоній. (ХН,), 30, 16) Сврнокисаьй магній. Ме 30, 
жидк. 1 394 жидк. 2, 2135 

р гри б с р| я | 9 с 
10 б 058213,13310,003479| | 5 М.0506.2,128(0,004478 





20 | 1160 -- | -- | 15| (1,1612.5,63610,004424 
114446,56210,003500| 204 1,2210 
| 25 .2837.8,30810,004428 


| 1 986914, 39610,003448 Ці 1 1043 3,98710,004430 





30 





тверд. безводн.? тверд. 3.68 
17) Сврномегневіальноках. соль. 18) Сврнокисльй цинкь. / п 50, 
ек (50,)» ою жидк. 1,319 жидк. 3,66 
5 159 


р 8 б с р зо | б С 
343 1 0303 2,1910,006611| 5,61 11 0584 1,52510,002576 
-- о ЙЇ, 22 1, 1226 2, 349 0. 002860 
0,006667|16, Чі 1, 1923 5; 96010, 002829 








514 
556 | й 062014,26 
10,28 

1543 


0.006765(22-44 | |1269815,00010,002872 
0,006990|28,0511,3520| -- || -- 
33,66 Пі 4а440163250,002833 






































тверк. 2,476 тверда. 2.29 
19) Углекисльшй натрій. Ка, СО, 20) Углекисльій калій. К, СО, 
жидк. 1,225 Жид. 2 40956 


р 5 6 | с р я 7 с 
102014/1,69210,008633| 5 Ц,0448/1,15610,003697 
їо411 3.29610.008583| 10 (1,091913,26810,003631 
1.0622 |4.83310,008569Ї 20 4 |1,1919:5,71410,003571 
1.0834 16.31210,008576| 30 | 1.300217.46610,003555 
1048 401 44115 -- 
14264 (9,097.0,008595І 50 
10.4310,008662 

















0,003635 








тверх. 2.3217 тверд. 2,69 
21) Бромистий аммовій, ХН,Втг. 92) Бромистьшй колій. К Вг. 
Жндк. 1,291 жидк. 2,147 
150 


р| я» б с р зу | 8 с 
511 0326 2,02910,004271| 102 1,075011,14610.001276 
10 1,0659 3,817 10,004300| 20 я 11,1603| -- п 
15 | 1.096015,37510,004216| 30 |1,256912.57510,001226 
20 | 1,1285 -- 35  (1,307612.86710,001261 
30 | 1,1921419,15 10, 004352 








| 
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Вь практическомь отношеній представлялось чрезвичайно 
важнимь построить на основаній нзложеннаго закона общую фор- 
члу, виражающую зависимость между процентиниь составомь 
раствора и 6го плотностью. Више било показано, что 





зар іро о з) 
-, д' 8 


Соединивь оти два вираженія вь одно, получимь 





зи о С(100--р)р 
5 


| 
ШИ 


Мерк(3 2 100е др 109 4 


Послі перодблокь вь формулі (4), получаємь слідующее 
боліе простоє вираженіе 


рі-рар-везї (5) 
пі | 


Для растворовь данной соли величинн а, В, у внчисля- 
ютсяє напередь по нзображенному внше методу. 

Если корни многочлена 2-Й степени, составляющаго л'ввую 
часть внраженія (5), будуть мниннми, то они представятся со- 


- 
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стдов. уравненів параболи будеть такое 
(р--172)2--24663-- 542015. 


Для Ма СІ 
37037 
 фро-ївауюріовав! 
з уравн. параболи с25д. 
(р---182)2--19645--387037Є. 
Формула (1), внражающая 'общій закотмь бжатія водних» 
растворовь солой, также можеть бить представлена посредством». 
параболи, если р будень разсматривать какь абсцнесу, а 0 какь 


2 уг. 9 





0 р р 


ординату точки. Ота парабола (фиг. 2) пересфкаєть ось абсциссь 
вь двухь точкахь ро-о н р--100. Вершинів параболи соост- 
вітствують абецисса р--50 и ордината 0--(50)2С. 
Изь формули (1) 
зе С(100--р)р (1) 
нетрудно вивести заковь сжатія для каких угодно количествь водні 
нсоли. Й вь самомь ділі, всли тп есть масса водн, а ти масса 








сон, то ясно, что р-з100 ки ,а 100--речі00- "У 
т 


Подставляя оти вираженія вь формулу (1), нифемь 


0 «- «1100 тт 1 . 
1:27 100) (тат для 100 грамиовь раствора; 





Литература обь удільномь вісі изсльдованньхь мною 
растворовь. 


Сегіасі. Зресійзово бемісбів дог себгацебіИсряїет ЗаїлІдвипевп. 
Кгвірегє. 1859. Отсюда взяти раствори ХМаСі,ХН, СІ, 
АС, Мебі,, ВабСі,, бабі, 5хСі,, КХО, К,50,, 
Ме30,, Ха:СОв, КаСО,, винной кисл. и лимонной 
кислотн. 

Оназоже. Уеїїзобт. Ї. Апаїувб. Срешів, УПІ Фабгеапо, р. 245. 
1869. Растворию Л2п30, и Япбї,. 

Онсоке. Рів сБешізспе Іпдпвігів 1886, р. 241. Растворн 
уксувнокалієвой соли. 

Р. Койітацясй, цод Стоїуіат. Рокє. Апп. Вд. 154, р. 915, 
1875. Растворн КСІ. 

Коіітацесй,. У/івд. Апи. В. 6. 1579. Раств. (ХНи), 50, и КВг. 

Кобітацзсі. Майпебеп. Акад. Вег. 1875, 5 Мабі. рруз. КІаз8б, 
р. 254. Раствори Н, РО,. 

Ктететз. Росє. Апо. Вд. 96. Растворн ХаХОс. 

Нидо Услад. Гіебіє'я Апо. Ва, 133, р. 183. 1860. Растворн 
Н, РО, и МеК,(30,).. 

Веппо Етапг. Зойто. Ї. ргасі, Срешів, Вд. 5, р. 27441872. 
Раствори средней щавелево-каліввой соли. 

Озіаоаі. Зоцтп. 8. ргасі. Срешів. В4. 22, р. 305; 1880. Раст- 
ворн Ха, 30,. 

ет. | Зійсипдврегісрів дег УУівпег Акад. ДРІБ. П. Ва. 82, 
р. 1284: 1831. Растворн ХН,Вг. 

(тапйат-Ойіо'я Сбешів. Ва. П. Арі. ПІ, р. 8171; 1884. Рас- 
твори Са80, (данння Герлаха.). 


Менделтьесь. Йслідованів води. растверовь по ихь уд'ільному 


в'івсу. 1887 г. Стр. 379. Растворн СтО,. Удівльн. в'всь 
при 159? найдень по данньмь Цеттнова чрезт сравненів 
сь растворами боляной кисл. равнаго содержанія. 





РИЦРНИРЧ чно 








Поправка кь стать Герича «Об» общем' закон'Б 
ежатія водніхь растворов»ь солей». 


Напечатано: Долоюно бьнть: 
стр. 4 

100 100 
о Р р 


8 


100 100 
ЕС ВІР У. 


24 4 т М 
..100--р р 100 100--р, , р; | 100 
З Р РУ Ру : с ЧИ ЛИ 
(100--р, )р, 
Стр. 10. 


2 
Вь строків 21-Й посяВв словь «на разстояній Ав 


слбдуєть читать: в случай мнимнхь корней, подобно парабола 
Ви 0, нзь конхь первая соотвітствуєть раств. Д/аСі, а вторая 
раств. КСІ. В случав-же дійствительннхь корней вершина па- 
рабохи будеть лежать сліва, подобно параболі В., соотвітствую- 
щей раєтвораиь ВаСі,, для которихь з рови зни , 
я потому уравн. пароболи сявдующев: 


(р--805)3--24001-- 68965 Є. 














ДроціьЙЇ учі ри ми « М Й Ми г нету 





0 суодижости непрернвнихь Ддробей, 


И. Сасишнока. 


Изь безконечнихь формь, которііми в'ь анализв внража- 
ютя функцій, разсиатриваєтся преимущественно одна --- безко- 
лечиній рядь. Безконечиня произведенія легко приводятся кь ря- 
дам. Что-же касаєтся безконечнихь непрернвннхь дробей, то 
виполненів аналитическихь дійствій надь кими неудобно и по- 
тому ниь цесвящаєтся менфе вниманія. Йзслідованія, прикадле- 
хащія кь етой области, относятся чаще всего кь приложеніянт 
непреривнихт дробей. Хотя в изв'івстнихь ми работах» 8віде!'а, 
Зіегп'а, ТБотб и др. встрічаются также вопрось, откосящівся 
кь єходимоєти дробей, авторн зтихь работь ограничиваются, 
однако, яйшь вещественннин числами или разсматривають восьма 
частине случан. Ввиду 9того мий кажутся заслуживающими нб- 
которато вниманія кижа нзложеннне результати, относящіеся кь 
зесьма общему случаю. 


Каждая аналитическая функція, для которой 2-0 не пред- 
ставляєть существенно особеннаго значенія, можеть бить, какь 
ювфстно, вкражена рядом», расположенннмь по возрастающимь 
степеням'ь перемВнной; притомь такь, что разности показателей 
будуть числами цільми. Позтому такая функція можеть бить 
формально развернута вь непрернвную дробь вида: 
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слдучан, вь которнихь т а, Существуеть. Оказнваєтся, что слу- 
пое-о0 


чай ШТ ад--о стребуветь  отдільнаго | нзел'ідованія.  Условів 
пе | 


йт ааз-0, повидимому, не даєть ничего опреділеннаго. Но, 
йо С 


если предположийь столь биєтрое убнванів количествь а», Что 
ряд 


а -Нвь | вн ") 


входится, то оказнваєтся, что в'ь такомь случав непрернвная 
дробь сходитея для вебхь конечнихь зкачоній перомінной и 
пзображаєть трансцендентную функцію є» одной существенно осо- 


(енной точкой вь 00. Пероходя кь случаю іт а,чза 220, встрі- 
песо 


чавмь нВкоторую трудноєсть вв нахожденін достаточнаго усло- 
вія сходимости. Коля обратимь здісь влиманів на величини 


1, которня кифють пред о, я предположим'ь, что рядь 
а 


ЧНІ Чен 


сходится, то приходимь кт» слідующей весьма общей теоремі, 
вь которой содержится, какь прод'вльний случай, и предндущдя. 
При вишейзложеннихь убсловіяхь непрернвкая дробь сходится 
мя вевхь конечнихь значеній 2, за нсключенівмь значеній, ле- 


. 1 
кащихь на продолженій прямой, Ссоединяющей точки 0 я . 
а 


Нікоторня трудности, ветрачающіяся при доказательствів зтого 


") |а| означаєть абсохютную величину нли модуль кокплекснего числа а 
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І. 
1. Будень разсматривать дробь: 
1 
чте 
че 1 
14. (0 


гдВ 1--похожительння числа и рядь 


пРІЖРЬВОо» (2) 


сходится. 


Обозначивь знаменателей посаВдовательнихь подходящихь 
дробей чрезь 


0, 9, 0,,... , 
нифбен»ь: | 
1 Ззааї; Оса; Фуе1-НС а 
02214 а Є тай... 
Вообще 
РО о оо , (3) 


, " 
причем»ь 0, есть цілая функція степени 72 При п четномь ин 





і при п нечетномт, 





И, СЛЕШИНСКАГО. 103 


рядв, по предположенію, еходится, то іт Г,, буществуєть. Обо- 
є 00 


значниь ототь предфль чрезь Г, Йтакь имбемь 


іт ГилеГ, 

ше 00 
Дагве зажбічави», что Г,л--величика поЛлОЖжитТельнаЯ й ВО3- 
растаєть сь увеличенівмь її. Цовтому Г,--также величина По- 
ложительная. ФРазсмотримь теперь второв из равенствь (5). 
Чавни вкраженія Г,,» ОТЛИЧаЮтся ть членовь ряда (2) лишь 
днокителями Г.1 Г.л, Гзле- Такь какь зти множитоли, по 
только что Доказанному, им'Бють конечний предбль Г,, то ряд 
которато т---3 первнхь члена составляють Г,,, дояжень осхо- 
диться. Позтому существуєть 


іт Га Г. 
ав 00 


Такниь-же образомь приходимь кь общему заключенію, что для 
всякаго р существуєть 


зо 


причемь вс Г,р и Гр--числа ПОЛОЖИТельння. 


3. Разсиотримь теперь тоть безконечннй ряд, вт которній 
обращаєтся формально 0,(2) при безконечно большомь ть; т. 6. 


радь 
1 Гоа Гая РИРИ (7) 
Йкбемь 


Г ягр т Їзр-Ї 2р--зор--а Р Торі зрекроі Б .е «Р Ти поарооя 
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рня входять дві или болів буквь сь равинми или на единицу 


разнящимнися указателями. Сравнимь Г, бь г , Которос содер- 
жить веб такія пронзведенія и притомь каждов сь цільмь коф- 


фицієнтом'ь. Каждий члень вираженія ГІ , бодержащій лишь раз- 
зичння у нибфеть, какь извістно, коффицівнть р!. Позтому 


Р 
ГП р'Тр или геть 


Отсюда ехбВдуєть, что при всякомь г 
1-НГах1-ЬЇГ зай) .. 
«С14НГоаі НА /Геь Ган... 


т. е. 


Га 
«Пе 


т 6. остаєтся конечним»ь. Поотому рядь 
1-НГ4х-Н|Ре|-Ь.... 


сходится для вебхь конечньхь значоній перем'бнной 2, а вибстб 
сь нию'ь сходится для тіЬхр-же значеній є и рядь 


1--Го- Го Ф чо е 
Замітимь еще, что изь (5) можно вивости такжо заключенів 
іп ? 
Поч 
Откуда, такь какь Г,; ниботь конечнний преділь при по:00, 


сябдуєть, между прочимь, что Г,р сь увсличенісмь й и р до 
безконечности стремится кг 0. 
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Внраженіе 


Гала АГ ро ча .- о 


представлясть остатокь сходящагося ряда, Позтому, увеличивая 
т, шожно сдблать сумму 


Гра У ЕН З РР 


з, СлВвдовательно, и величину |Дяті, При ВСЯКОМЬ п, СКОЛЬ 
одно малой. Внберемь ть так», чтобн Вин. Вол'ідь за- 
тив обратимся кь ввраженію ит. Око представляєть сумму 
т членовь, низь коихь каждні обращаєтся вв о при по-о0. 
Позтому можно внбрать теперь п столь большимь, чтобн бнло 


инісоо- Тогда будеть 
(а) аа |і 
лри сколь угодно малоюь 0. Й такь 


в-- 00 


6. Из» формуль, виражающихь законь образованія числи- 
телей ПІ,(є) посабдовательнихь подходящихь дробей, видно, 
что функція 0,(2) обращаєтся вь П,(2), если положить цтг-о. 
Позтому для функцій П, нифеть мето результать, найденньй 
вище модля 0, т. 6. пря безконечновозрастающемь т функція 
П,Се) н'веть преділь Па), представляющій также нвкоторую 
цілую транспендентную функцію. 


Позтому подходящая дробь Па(2) лмбеть преділь ЦЩг) 

ока) 7 82) 

представляющій трансцевдентную функцію сь одной существенно 
особенной ТОЧКОЙ в» 00. 








ГЛАВА ЦЕРВАЯ. 


Же мирі ІНИВВИНеХЬКИТЬ РАЗОВУ. 


8 1. Перває попнтка теорій дійствительнкіхь газовь при- 
надлежить Фань-дерь-Ваальсу 1). Заключительная формула, кв» 
которой окь приходить, формула, виражающая связь между обь- 
смоюь, давленівмь и температурой данной масен дфйствительнаго 
газа, во многихь отношеніяхь удовлетворительно согласуєтся сь 
опитовь. Но нельзя не сознаться, что форжула зта представлявть 
скорбе результать остроумной догадки, чіу плодь строгато ма- 
тематическаго анализа. 

Пост улучшенія, внесеннаго Дорендоїгь 2) вь анализ Фань- 
дерь-Ваальса, противь зтого анализа вев еще можно сділать кф- 
сколько возраженій, которня и будуть сейчась приведенн. Ніко- 
торне недостатки теорій Фань-дерь-Ваальса, какь видно будеть 
изь дальнійшато, на результать же вліяють; другів отанваются 
на заключительной форжшулі, которую позтому нельзя єчитать 
вноли"В в'брной. Уже однимь отимь можно било-би обьяснить то 
обстоятельство, что поманутая теорія ведеть кь заключеніям, 
противорвчащимь закону Авогадро: основанння на ней опреді- 
звнія чисель молекуль вь единиці обьема для разннихь газовт, 
находящихся вь одинаковнхь условіякь, дають числа не только 


1) «Отчет фе сопбіпайіеїй уап деп є78- вп уЇовізіоббоввіапд». Ісійев. 1818. 
3) «Дебет діє Апуєпдапор Фев баїхев уста Уігіа!...» УУіед. Апп. Нд. ХІЇ. 


і 
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з і ' 


не равння шежду собой, какь надлежало-бн по закону Авогадро. 
но даже разнихь порядковь. Впрочеюмь на ото, какь увидик. 
есть еще и другая причина. 

Возраженія, которня можно сдіфлать против» теорій Фант- 
дерь Ваальса---Дорекнца и кікоторііхь, виводимнхь йзь нея, 3а- 
ключеній, суть схфдующія. 

І) Приміная кь газовой массф, заключенной в» нфкоторую 


| "оболочку, уравненів Клаузіуса 


--У( Ха Ту 22) Хто, 


Фань-дерь-Ваальсь разуифеть подь Х, Ї, Й не только 
силь, непрерьівно дьйствуюцуя , каковн суть єнли- взаймнаго 
притаженія между молекулами, но що силь мановеннья, силн, раз- 
вивающіяся при ударахь молекуль вь єтЬнки оболочки. Лоренць 
разумфеть сверхь того подь Х, У, 2 также и силн, развиваю- 
щіяся при соудареній между собой молекуль, которня оюь раз- 
сматриваєть какь совершенно упругіє однороднне шарн. 

А между тіиь уравненів Клаузіуса виводится зр уравне- 
ній движенія 


аа ду , 
ТО ОХ, тб У, -/, 
ад? аг тб - 


которня теряють синСхр, ели ин вздунаємь разуюіть под 
Х, У, 2 сих мг оовенння. 


Вскорб ми увидимь, что затрудненів зто легко устранимо: 
приведенноє возраженіє теряєть силу при весьма простой пере- 
формировкф внвода. Возраженів зто указьваєть лишь на недо- 
статокь метода, недостатокь, на результати теорій не вліяющій. 

П) Факнь-дерь-Ваальсь принимаєть, что сидн молекулярних» 
притяженій дбйствують лишь на молекули, которня находятся вт весь- 
ма током» слов, прилежащемь кь оболочкі; оть притяженій, могу- 
щих ь діфйствовать на колекуль, которня находятся в извіСтном"т. 
удаленій оть оболочки, он отвлекаєтся. Доводь, приводимнй им'ь в? 
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оправданів зтого допущоенія, состойть В ТОМ, что молекула, на- 
ходящанся в» нзв'істномь удаленій оть оболочки, долона три- 
ттиваться одинаково вб всть сторонь, т. е., чтю раднодтьй- 
ствсующая тпритяженій , шспьйтьваємьто такой молекулой, 
долоюна равняться нулю. 

Ототь доводь биль-н вполив вбфрень, всли-бн молекули 
газа били неподвижни и раєпредівленн в» пространствів равно- 
тірно. Но не трудно усмотріть, что он теряеть свою силу при 
томь воззріній на газь, которое лежить вь основі кинетической 
трі. Кинйетичеєкая теорія разематриваєть газовня молекули какь 
тільца, движущіяся євободно и сь весьма большими скоростями. 
Коли подь стожкновенівмь двухь молекуль будем», ради большей 
обіцности, разують сбиженів их» до извівстнаго разстоянія, весьма 
халаго сравнительно сь бреднимь разстоянівиь жежду двумя с0- 
сбдними молекулами, то, разь мн считаємь движеніє молекуль 
свободиниь, мн дохжни тіиь самнгь признать возмоожность 
столкновеній; мало того, такь какь молекуляриня скорости весьма, 
велики, мн вь-правв ожидать, что стюлкновенія процсеходято 
часто. Д'йствительно, изь еравненія кинетичеєкой теорій вязко- 
сти газовь сь епнтоюь слбідуєть, что среднев число столкЕновеній 
газовой молекули сь другими молекулами в» теченів секундн нз- 
"Бряются тисячами милліонов». 

Итакь молекуляркня столкновенія веська части; при стол- 
кновеній двй молекули значительно сбляжаются между собой; не- 
союевнно, сь другой сторонн, что молекулярння притягательнья 
силю возрастають веська бистро сь уменьшенівм»ь разстояній между 
чолекулажи. Ясно сжфдоватедьно, что столквовенія молекуль на- 
рушають тоть привцяш»ь, которий желаль установвть Фан»-дер»- 
Ваальсь по отношенію кр молекулам», достаточно удаленним» ость 
зболочки; а такь какь столкновенія между молекулами чрезвн- 
чайно частн, то у нась должно возникнуть серьезноє сомибнів 
относительно законности допущенія Фант-дерь-Ваальса, в» силу 
котораго он вичнеляєть виріаль притягательнихь молекулярнихь 
сить лишь для весьна Тенкаго поверхностнаго слоя, пренебреган 
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притятательними силами, развивающимися внутри газової нассн 
лри столкновеніяхь молекуль между собой. 

| Прожахь теорія Фань-дерь-Ваальса, о которожь только что 
била р'вчь, оказкваєть, какь увидимь, вліянів на результати зтой 
теорій. 
ПІТ) Жоренцово неправленів теорій Фань-дерь-Ваальса 00- 
стонть, какь звісно, вь том, что Лоренць возстановляєть на- 
рушеннов вь анализ Фань-дерь-Ваальса одинетво метода, находя 
поправку на размтрь молекуть изь тВхь-же соображаеній, кото- 
рня дають поправку на «силу єціпленія», т. є. вичноляя виріаль 


осиль, развивающихся при соударенти молекуль; молекули Ло- 


ренць разсматриваєть как соверіненно упругів однородньв шарк; 
число столкновеній такихв шаровь вь единипу времени получа- 


беть ою їпюможе тулемомь разсужденія., которьмо тользу- 


ются обьжновенно для шдеальньогв зазовз, й в основ кото- 
раго лежить предположенів, что каждая мзюлекула | движется в» 


" прошежутокь времени между двумя столкновеніями прямохинейно 


п равномірно. Кроміф того Лореніь допускаєть, Что Ввь момент» 
соударенія двухь молекуль етновительная ихь скорость обхадаєть 
такой-же величиной, какь если-би притягательнихь сйль между 
молекулами совевиь не било. 

Строго говоря, допущенія Лоренца не обєновательни : онче- 
ВИДНО, что, какь число молекулярибіхь столкновеній, такь и от- 
носительная скорость двухь молекуль при соударенін, находятся 
вь зависимости оть притягательнихь силь, дВиствующихь между 
молекулами. | 

Но нельзя-ли принять, что допущенія Лоренца суть пря- 
ближенія, достаточиня для внвода звістной поправки? У Ло- 
ренца не находимь отвіта на втоть вопрось; 9т0--- слабая сто- 
рона его неправленія Фан»-дерр-Ваальсовой теорія. 

Ми увидимь низь дальнвйшаго, что помянутня допущенія 
Лоренпю можно оправдать лишь в» качестві грубих» приближе- 
ній. дти допущенія составляють новую слабую сторону разбира- 
емой теорій, отозвавшуюєя на конечнихь вя результатах». 
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ТУ) Фань-дерь-Ваальсь отвлекаєтся оть взанмодійствія на | 
разстояній между твердой оболочкой, содержащей газ», и его мо- 
іекухани. А между тізжь веська віВроятно, что стінки сосудовь, 
содержащихь гази, дфіїствують на разстояній на молекули отихь но 
сгбдняхь. Такиюь образоюь возникаєть еще одно сомиїнів отно- 
сательно сравнимости формухн Фань-дерь-Ваальса сь формулами 
зжпирическими н, саВбдовательно, относительно законности основан- 
нигь на нодобнихь сравненіяхь вичисленій разифровь молекул», 
чись модекужь вт единиці обьема и т. д. 

.У) Противь заключеній, которня ділаются обнкновенно на 
основаній сравненія формулн Фашь-дерь-Ваальса -- Фдренца с» 
знпиричеєкой формулой Реньо, можно возразить слідующев. 

Творія Фань-дерь-Ваальса----Лоренца ведеть кь формулі 


р мая с 


(а, о суть нвкоторня постоянння. М--масса, газа, (13--ореднев 
квадрата молекулярной скорости). Йтакь уравненів изотерин ОФС- 
будеть у | 
1 
-- ОМС , 
речо ено МОЇ, (2) 
тд (--зкаченів ("при тежнературі О?С, 
Уравненів (2) не вполий совпадаєть сь змцирической фор- 
хулой Реньо 
. В 
я В ав, о 


ово отдичаєтся оть формулк Реньо отсутствівмь члена втораго 
порядка малости, каковниь являєтся в отой послідней члень 


В 


й 


Бен отвхечься сть величить 2-го поряджа малости, срав- 
веків форшуль (2) и (3) даєть уравненія 


- 
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а--30МС'чзА-ОВ, ЗМО-1-А-В, 


которихь недостаточно для опредіхенія 0, а сх'вдовательно н 
для вичиоленія молекулярнихь разюВвровь. 

Итакь, по правді сказать, теорія Фань-деро- Ваальса - То- 
ренца не даєть возможности дьлать какія-аибо заключенія 
о размтрть молекула, 0 чисать цаа во єдиницть обгема и т. 0. 
Чтобн получить возможность дбілать такія заключенія, приб'га- 
ють обнкновенно кь слідующей непозволительной уловкф. Урав- 
невіє (2) представляють Ввь виді 





а 
Рем 
Ср у МС, , 
1- 5 
ра З 
или, "ренебрезая величинами ув . перед» единицей, в» 
вид | , 
а Ь 
(рочг) (-- )- аео МОС) , 
о МЛИ 
речо ренні М з МЄ (Ф 


- 


Если винбрать единицу обьема также, какь 9то д'влаєть 
Реньо при установленій формуми (3), то, тренебренця опять- 


таки величинами втораю торядка малости, можем замфнить 


Ь 
члень фр уравненія (4) черезь и Тогда уравненіе (4) обращаєтся в» 


рон МО | б 


Изь сравненія етого посліднато уравненія сь (8) и опред'іля- 


оюгь б. 
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Недоразум'вів состойть вь томь, что при опреділеній 0 нт- 
а . 
раєть родь члень у уравненія (2)--члень 2-го порядка мало- 


сти; а нежду тіиь при виводі уравненія (5) величинн 2-го по- 
рядка бкли пренебрегавин. 

Итакь, если даже допустить вірность формули Фан'-дерг- 
Ваальса---Дорекца (формули (1)), вичисленія молекулярнихь раз- 
хбровь на ней основанння все-же східуєть признать нллюзіей. 

6 2. Покажу теперь, какь можеть бить обойдено затрудне- 
ків, о которожь бнда річь вь возраженій 1-мт. 

Положинь, что ми нмбемь газь, не подверженинй діЬйствію 
вившнихь биль (наприміврь тяжести) н заключенний вь нікото- 
рую твердую оболочку. Положимь, что молекули его діфИствують 
одна ва другую квкоторнми притягательнний єплами и кром'в того 
непетевають притяженів со сторони твердой оболочки. Самня мо- 
лекули будеть разематривать какь совершенно упругів тарні; сили 
уптругости, развивающіяся при соудареніяхь молекуль между собой 
я при ударахь ихь вь оболочку, будем считать мгновевяник. 

Уравненія движенія одной низь модекуль разсматриваєной га- 
"зовой массн будуть 


фа фу с 


гДВ оп---насса нолекули, г, у, 2--координатн вя центра, Х, Її, 2 
-- благающія дійствующей на нев в» данний моменть / син, 
силь, обусловливаємой дтйствіємо на разсматриваємую моле- 
кулу оболочки цщ О0Сстальньто молекуло. 

Вь коменти удара молекули в» оболочку, шли при соуда- 

. Фу шаг 

реній ея сь другижи молекулами, величинн гг,» ск» з; Претер- 
пбвають варушеніє непрернвности, получая мгновенно конечния 
приращенія; КЬ зтимь моментам уравненія (1) не приложимн; 
по они нюють точний сикель вь моментн безконечно близків 
кь момента удара. 
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Ушножимь первов изь уравненій (1) на гаї и возьмеюь за- 
ти» сумиу оть обфихь частей его, распространяя суммованіє на 
веб олементи времени аї, межащів вт» пронежуткі между і--0 
н факт (т-- промежутокь времени, в'ь теченів котораго каждая 
молекула притерпваєть весьма много єтохкновеній), 34, сключе- 
ніємо, впрочемо, ятьтв злементоваь времени, 65 теченів кото- 
ро процоходять ударь, разсматриваємой молекуль єв обо- 
дочку ли о друмя молекул. 


Обозначая ото суммованів знакоюь 5), будень нибть: 


азу 
тбіа уфічо 8 Хай 
ИЛИ 


таб г) -т8(3Є "Уа ніай. (9 


Пусть будеть Р, мгновенног приращеніе, которое получаєть 
іс 
величина, Яр ПРИ ніВкоторомь ударі нашей молекули в оболочку 


нли о другую молекулу. Очевидно, что в» силу условія, сд'блан- 
наго нами относительно значенія символа 4, 


зма -Щ(аб - Мара, 


при чем» 5 означаєть суммованів, распространненнов на веб 
0 


удари (вь оболочку или о другія молекули), которнь подвер- 
гаєтся разсватривавмая молекула вт теченів времени: т. 


Уравненів (2) можеть бить, слідовательно, переписано такт: 


об Хай ті (ава) нт КОЗЕО (а) 


Оложиють зто посліднее уравненів сь двумя анахогичинин, 
относящижися єв координатамь у и 2, при чемь обозначимь че- 
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резь РУ, и Р, величини, нграющія по отношенію кь с и с. 


такую-же роль, какую Р, нтраєть по отношенію в се. Буден як'ть: 
--91Ха-Ь Ту- 22 -т (ЄР,фуРуз а Р.) 


Ч ах, у аз , 
ін аа у ятбтомі, (3) 


ДР 31 (2) -) . 
Че Чаї Чаї 
есть квадрать оскороєти, которой обладаєть наша молекула В» 
данний моменть. 
Сложвиь уравненів (3) сь подобними вму уравненіями, от- 
носящимися ко всфиь остальннимь молекуламь газовой маєсн. 


Обозначаєя -сумнованів, распространеннов на всі молекулн, зна- 
комь 2, будень нивть: 


--У9( Ха Ту т (2Ро-УРу- Р.) 
дфс. а 7 Р | 
цк (з РАН уп р г) ето! (9) 


(я прининаю, что ин зифеюь дбло сь газомь однородиниг, такь 
что ВС шохекули его обхадають одной и той-же массої т). 


Очевидно, что знакь 2 можеть пом'івняться метом» со зва- 
пожь |. Всхідствів втого третій члень лбвой части уравненія 
(1) можно представить такь: 


ЗБЕ Ба рУ?Яе?); 


"М , 
щ| пренуд-ра8), (2) 
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Положимь, что разсиатриваємній газь находится Їв'ь состо- 
яній видимаго покоя. Вь такомь случайв движеніє его молекуль 
стаціонарно, а потому ведичина 


І 


Хж?-ну"-р я?) 


близка кь постоянству я, слідовательно, величина 


4 |) 

що 2 

п ар-рулчной) 
близка кь нулю. | 


Итакь внраженів (5) представляєть величину малую, во 
всякомь-же случабв не возрастающую безпред'вльно сь возраста- 
нівмь т. АД между тім всі остальнне члени уравненія (4) пред- 
ставляють величини, которня, кагь не трудно усмотріть, про- 
лорціональни т. Отсюда слідуєть, что, стойть только принять т 
достаточно большимь, й ми будемь вт праві принебречь третьимь 
членомь лбвой части уравненія (4) передь остальними его членами. 

Замітимь еще слбдующее. Величини Х, Ї, 4, з, у, є не 
прететериввають нарушенія непрернвности в» моменти ударовт»; 
величина є» изм'Внявтся при ударахь скачками, но скачками ко- 
нечньми (вь дьйстештельности не биваєть случаєвь, г Ччтоби 
молекула обладала безконечно большой єкоростью; закомь Мак- 
освелла воплощаєть зту мисль вь том, что даєть для безконеч- 
но большой молекулярной скорости безконечно малую вВроятнесть). 
Коли присовокупить кь сказанному вще то соображенів, что лю- 
бая молекула претерпіваєть вь теченів конечнаго промежутка 
времени т конечноє число ударов», То нам станеть понятно, 
что интегралн 


Кажан Ту-- 224 и ом 


нифють вполиВ опреділенньнй смнель и представляють воличинин, 
безконечно близкія кь 
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9: Х2-- Ту- Ді по Зої. | 
Очевидно, что 
5 У З позфенато МОЗ, 
о 


гдВ о--обтеюь, занимаємній газомь, /--число молекуль вт еди- 
я обвема, (72--єреднее квадрата молекулярной скорости. 


На оєкованій вншесказаннаго можем» переписать уравненіє 
(1) такь: 


канта ті аРецувунРо лоно, (6) 
0 0 , 


Вь отомьуравненій первий члень лбівой части внражаєть 
дЗйствів єйль єцфпленія и притяженій, оказнваємнхь оболочкой 
на тазовнія молекули; второй члень представляєть д'ьЙствів уда- 
повь молекуль вь оболочку и одной о другую. Мн увидимь в» 
дальнайшемь, что, если принять витеупомянутня допущенія Фань- 
зерь-Ваальса и Доренца, то уравненів (6) приведеть нась Кк» 
формул, тождественной сь Фань-дерь-Ваальсовой. Уравненів (6) 
ость видовзміненнов «уравненіе Виріала», при виводі ковго обой- 
дено затруднеків, упомаянутоє вь возраженій 1-м». 


5 3. Вичислимь ту чаєть виріала 
т 
--тУХа Р, фуРу Р), (0) 
0 


сторая относится кь ударам» молекуль в» оболочку, содержа- 
шую газ». 


Раземотримь сначала ту часть внраженія (1), которая єт- 
носится кт одному безконечно малому злементу внутренней по- 
верхности оболочки, злементу, взятому при точкі (2. у, 2). Оче- : 
видно, что зта часть ввраженія (1) можеть бить представлена 
такь: 

ті Руб Ру є" Р,), (2) 
о. 0 0 
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га У озкачаєть суммованів, распространеннов на веб молеку- 


зарине ударь, которнигь подвергаєтся разсматриваєнній олементь 
поверхности в» теченів времени т. 

Обозначимь поверхность зтого злемента черезь ас; внутрен- 
нюю нормаль кь нему назовень п. 

При ударів совершенно упругаго шара в'ь твердую непод- 
вижную стіну, слагающая скорости его, параллельная сти", ос- 
таєтся, какь извістно, безь нзм'івненія; слагающая скорости, нор- 
мальная кь стіні, изифнявтся при ударв прернвно, а шменно 
уйвняєть мгновенно свой знак». 

Положимт, что пря удар, характеризувмомь даниний Р.,, Ру, Р., 
слагающая скорости молекули по нормали т, получила прираще- 
ків Р; ясно, что Р всть величина положительная, равная удво- 
енной абсолютной величині помянутой слагающей до удара; оче- 
видно кромВ того, что 


Рух Р. сов (п,), Рузе Р. сов(п.у), Рез Р. со8 (п,2). 
Внраженів (2) представится теперь такь З 


-- і 2 008 (т с)-Ну с08 (п. У)-Ь- сов (т, ТЬСЛО (3) | 
Ясно, что 
і, тРестрав, 
гді р есть отнесеннов кь единиці поверхности давленів газа на 
олементь 4а; даліе 
а 008 (п,2)-ру сов (п,у)-Ь-я со8 (т, є) 22 т сов (пл, 7), 


гд5 т означаєть разстоянів точки (х. у. 2) оть начала коордн- 
нать, при чек» за положительноє натравленів вектора т три 
нимаєтся направленів ота начала координата ко точкм (2, у, 2). 

Итакь внраженів (8) обращаєтся вь | 


--прт с08 (п, г )4о. (4) 








Ї'Ь ТЕОРІЙ ДЬЙСТВИТЕЛЬНЬХЬ ГАЗОВР. 1 38 


Чтобн оть внражекія (4) перейти кь внражевію (1), по- 
скольку 9то посліднев относится кь ударам молекуль вь оболочку, 
надо просумнировать внраженів (4), распространяя сумиованіє 
на веб злементи поверхности оболочки. 

Йтакь искомая наши часть внраженія (1) равна 


--тріу со8 (п,7)да, (5) 


таб У вкражаєть нетеграцію, распространенную на всю внутрен- 


нюю певерхвость оболочки 
Не трудно усмотріть, что 


и сов (п. ) чес 8», 


'ДЬ з--занимаємній газоюь ебСьсюь, а потому вмраженіє (5) 0б- 
ращаєтея окончательно в» 
дтрм. 


б 2. Перейдень теперь кь вичисленію той части ввраженія 
П) 6 3, которая относится кт ударам молекуль одной о другую. 

Обратимь наше вниманів на одно изь такихь соудареній. 
Пусть вь моменть удара координати центровь соударяющихся 
юзекуль будуть 2, У 2; За» Уа» 2з- Коли слагающія скоро- 
сте первой молекули возрастуть вслідетвів удара ка 


Р, г; Р, У у Р. 5) 
то слагающія скорости второй получать приращенія 
че Рез Ру, зо Ре; 


зто витекаєть изь закона сохраненія количествь движенія при 
їдарв соваршенно упругихь шаров"?. 

Слбдовательно сушка внражекній 2Ро-уРу-раР,, откося- 
щихся кр двуюь разсматриваємнигть модекуламь, представится так»: 


(х--яа) Р :У-(9,7-9з) Ру" (27-2а) Ре 1) 
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| о. 4. 
Обозначим»ь черезь м, й ш, Значенія -- для первой и вто- 
г, | Ці 


рой молекули кепосредственно передь ударонь; пусть величанн 
сир ом, обращаются вол'ьдетвів удара вь (/, и (.; тогда 


Руа о ет ш,), 


Ре 0) ма): 


Аналогичння внраженія получимь для Р, и Р,, и внра- 
женів (1) приметь такой вид: | 


; (арка - 0.)-(и 3) (У иа ОЙ з 2)- (муть) В 
| Норь/ ОЙ, - У) (о Й; 


-М 3) ; " | (2) 
ГДВ о есть Діаметрь молекули, 5--слагающая по линій центров» 
скорости первой молекули относительно второй непосредственно 
передь ударом», а 2--та-же слагающая непосредственно послі 
удара; при зтомь за толожительног направленів линии цент- 
ровь принято направленіє оть центра тервой молекуль ко 
центру второй. 

Изь теорій удара извістно, Что 


ИЛИ 


ИЛИ 


(1) 


ри 


Изь опредбленія Є слідуеть, что оно положительно и равно 
абсолютной величині того значенія, которов ижбеть непоєредет- 
ат 
а 
разстояків центровт двухв разсматриваємніхь молекуль). Обозва- 

, 


венно передь ударомь производная (черезь т я обозначаю 


ат 
чая помянутую абсолютную величину  черезь (2) можем пред- 


ставить внраженів (2) такт: 


г 
аг) | (3) 





: Р 
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Чтобь перейти оть вираженія (3) кь внраженію (1) 8 3, 
по скольку 9то посліднев относится кь соудареніямь, молекул, 
надо, очевидно, взять сумиу вевхь вираженій, подобнихь (3), и 
откосящихся ко вевизь соударевіям», пройсходящимь в» теченів 
врежени г в» обремі, занятомь газом». Йтакьь нскомая нами часть 
враженія (1) 8 З равна 


--яртб 3) ; (4) 


тд5 5 означаєть суммованів, распространеннов на вс столкно- 
венія, происходящія в» единицу времени вт единиці об»ема. Ми 
не удалось до бихь порь получить внраженія для 


2) (5) 


вь предположеній, что движенів молекуль д'ійствительнаго газа 
значительно уклонаєтся оть прямолинейнаго и равном'врнаго. По- 
зтому я сділаю теперь допущенів, которое дфлають Фань-дер»- 
Ваальсь и Доренць, т. 6. приму, что при вичиєленій ввраженія 
(5) можно разсматривать движенів молекуль какь прамолинейное 
к равномірнов. Вь такомь случаф, если удовольствоваться єпо- 
собон'ь разсужденія Лоренца, для 


) 
аї 


2 
о 2, 


получится такое: вираженів: 


Вираженів зто требуєть нвкоторой поправки. Д'ло в том», 
что при виводі его Лоренць береть для числа столкновеній мо- 
лекужь  вь единицу времени виражені, вірнов лиліь Б том" 
предноложенін, что р нсчезаєть сравнительно со бредниюь раз- 
стодніємь вежду двужя снежньими молекулами. Предположенів зто 
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не вВрко для дійствительнаго газа, и Клаувіусоюь 1) бихо кай- 
дено вмражеків для числа молекулярнихь стодкновеній, свободноє 
оть отого предположенія. Нравда, Клаузіусь приписнваєть веви» 
молекуламь газа одну й ту-же по абсолютной величині скорость; 
но, опираясь на его основную идею, можно, какь увидимь сей- 
чась, вивести интересующую нась формулу и для того случая, 
когда екорости распред'вленц на отд'льння молекули газа по за 
кону Максвелла. 

«Вообразимь нвкоторов пространство, вполиф ограниченнов 
поверхностью шпроизвольнаго вида. Цоложимь, что олементи зтой 
поверхности движутся, вслідотвіє чего поверхноєть постоянно їз 
міняєть свою форму, но измбнаєть ве такь, что обьемь  прост- 
ранства, ограничиваємаго деформирующейся поверхностью, остаєтся 
недзибнини». Представнит себі внутри зтого пространства точку, 
движущуюєя со скоростью ш; пусть всевозможння положенія точки 
-внутри пространства равнов'вроятнь, также, какь и всевозможння 
направленія вя движенія. Спросимь себя: какова вброятность, 
чтоби точка натолкнулась ка поверхность вт теченів безконечно 
малаїо промежутка времени а? Найдемь сначала віроятность, 
чтобн точка наткнулась на какой-нибудь злементь «15 поверхности. 

Пусть будеть аЇ дляна пути, которнй пройдеть точка в» 
теченів времени а относительно данкаго елемента 9. Шред- 
ставимь себ'в точку неподвижной, а злементь (9 подвинувшиися 
на ветрічу точк5 на а. Тогда искомая в'іроятность окажется 
равной в'іроятности, чтобн наша точка лежала внутри призмати- 
ческаго пространства, описаннаго злементомь «5 при упомяну- 
томь его перемщеній; а зта послідняя віроятность равна дроби. 
у которой числителямь служить обьоюь помянутаго призматичес- 
каго пространства, а знаменатолемь---обьем'ь всего разсматрива- 
емаго нами пространства. 

Обозначим»ь черезь 9 уголь между направленівмь вообража- 
емаго нами шперем'вщенія злемента «5 и нормалью кь зтому по- 





1) ЦПебег еп Заї2 хо шіййієгеп Егра. . біїдипуз Фогісії іо дег Хіедег- 
гівіпівереп (ев. їйг Мабигкипаде. 1874 
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Разбжатривая рядь 


оС ЯН об» л|-Ь ен У) 


видиив, что членш его различаются оть членовь осходящагося 
ряда положительньхт чисель (11) лишь множителями |Су ІС» лі 
Но зти мкожители, какь только что доказано, мфють конечньй 
продвль (4. Слідоватедьно разсматриваємнй рядть сходится. Цо- 


зону ражь 
саС фе РЧР 


также сходится и слідовательно по (12) С, ниветь предіть. 
Такюгь же образоюь убіждаємся, что при всякомь р существуєть 


пан ор 


1 Ср--конечная величина, 


3. Рядь, вв которній обращавтся форжально (2) при 
позо0, будеть 


1--С24 Сага пРИРИ (13) 


Изслфдувиь сходниость отого ряда. Для зтой ціли обозначимь 
сь чрезь за, а внраженів, вв которов обращаєтся Су, ОТЬ За- 
хінн каждаго сь чрезь ук, обозначемь чрезь Г,р. Такь какь 
система (12) вибфеть видь тоть-же какь и (5), то ясно, что 
функція Гук» вВОДИМНЯ Нами, будуть тіже, что и вр членах» 
1--6. Сравнимь теперь рядь (13) сь рядом», отвівчающимь ве- 
шчинахь у (фори. 9). Изь (12) слідуєть: 


Сл 1 -Не| Б» хх УРєм 


Сила В ЕТя 
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ность  (2)--0,(2).  Она | состонть  изь | чавновь вида 
(Ср--Си,р)є?. Раздівлинь ихь на дві групин. Всі членн оть 
начала до члена, отвбчающаго ро-т пусть бсоставляють одну 
трушу, вев остальнне--другую. Для каждаго члена нифемт: 


| Старі ЗОРІ | Сі 
Стбдовательно на оєнованія (14) и (15) 
| Ср Срі Гр пор 
и, каконець. пло (3) 
Ср Спр «СГ р. 


Позтому остатокь разсматриваємаго ряда меньше по абсолют- 
ной величині, нчфмь двойной 0 остатокь  сходящагося ряда 
14Га|-ЬГЦаер-Ь.... Салвдовательно, увеличивая т, можем 
ученьшить его сколь угодно. Возьмемь тп столь больніни», что- 


би абсожютная величина остатка бла меньше 2. Виберемт за- 


тіжрь по столь большим», чтобн первая группа била также мень- 
ше 5, Тогда будеть |0--О«С9 и слідовательно будеть вели- 


чиной произвольно малой. Отсюда заключаємь, что (2( 2) пифеть 
предбазь (2). Также убьждаємся в» существованій предбла 


. .. Р.(2) Р(2) 
т) функція Р, 2). Позтому преділь функція - будеть -Х.7. 
М) фу (2) у преділь фу пДИЙТРУ 
Такими» образом» получавтся слідуюшдя теорема: 
Безконечная непрермвная дробь 





сходитея пря вебхь конечнихь значеніяхь 2 и представляєть 
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11, Йжфемь здбсь 


-і; 0зч1-ах и т. д. 
Вообще 
д(22- (є) ана) (5) 
п-Н1 
9? 





пр п 
(тепонь функція 0), вьражаєтся числомь 2 НлИ ЧИСЛОМ 


спотря потому будеть ли т четини»ь нли нечетнни» числомг. 
Воспользуємся преобразованівиь перем'внной 


2 1--Д1-Ь4аг . дае р (6) 
болях 70 аг | 


5 корень квадратинй имфеть положительную вещественную 
часть. Всл'ідствів зтого преобразованія (,(а7) обратится в'ь дробь. 
Положимь 


да(2) 
тя сауні рун (7) 


«(21 На) 


в 
При четномь т внешій знаменатель вь (), будеть (1 -Ь2)212 
ї. в. (1-Ь2)"; при т--нечетномь внешій знаменатель будеть 


а 
пару т. в. (1-Ь2)ЧН. Позтому 4.(2) при всякомт т бу- 
деть цілой функцієй степени. п-Н1. Изь (5), при помощи (7) 
я (3), получаємь 

фа(2) се (1-Ь2)9а- (2-0 си) сча-а(2) 
(сюда 


до 2)че1-р2 


114 О СХОДИМОСТИ НЕПРЕРЬІВНЬХ'Ь ДРОБЕЙ. 


Се 1-К(1едаярг 
ас 1 НИ Зачре) КО Усього и т. д. 
Коли положим» 
аби Сак о В СУ Сара, 
то кайдень 
(оотеі 5 Сесії 
Сіра; Сржеі а | Сіатеі и т. д. 


Причемь вообще 


20 Срдтто при ду»р-нІ мя р-- ду». 
Дахе 
Онгото 1 ; Сезже1-Ьо ро РРО си 
Спр Са- 15р п--1ероі 7 Ся-наро 1 Р СаСп--аер --1 


Уменьшая в» зтомь равонствіф д разь указатель п на 1 и скла- 
днвая сь вимь почленно ве получонння такимь образомь ра- 
венства, найдемнь 


(ро в-д--1ртч позіероігОя --о2зроті 
Р саба--аор за" Сол Св-зроя Р Ся -д--ззро-і- 
Возьнемь теперь 4--п--р--1. Козффицівнть Єр равень нулю 


всякій разь, когда разность между вторнизь п первнивь указа- 
телемь больше чім» 1. Позтому получниг: 


сире Сн обу панно 
4 Сволби-нзьроея СпСа--аоронл (5) 
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12. Обозначим»ь сі чрезь Ті, а то ввраженів, вв которое 
Фращаєтся С, вслідетвів занінивь сі, ЧРезЗь Ті, назовен'ь чрезь 
Гу, Тогда будень нкбвть 


Гал ее -НІю (3) 
ГареаГя 1зр-аЧЕ Тр р-щр-1ЧЕЇвчНІЇ ролрол но я-ор-1 0 (10) 
Гр о- п--1аручч я--13р--1 --Гя-вроіРУн Гу азр--1 (1 1) 


Такь что Гр» Внражаєтся помощью различнихь Г, которьхь 
второї указатель равень р--1. Непосредственно видим», что 
Гал величина положительная. Отеюда слідуєть, при помощи 
(10), что Г,,г--тавкже положительная величина. Такниь-же об- 
разожь убВждаємся, что каждая Г,.р-- ВеЛИЧИНа положительная. 


По преднохоженію рядь 


тан оо: 


скодится. Отсюда сабдуєть, что Г,,: нифеть преділь, Обозна- 
чигь его чрезь Го. Тогда. 


іт ГилееГ). 
па-о 
Разсмотриюь теперь равенство (10) при ро-2. то равенство 
виражаєть Г,, помощью Г,-11 и ряда членовь, которме отли- 
чеются оть чявновь бсходящагося ряда ї1-Кух-КізН.---. ЛИШь 
зожителями, имбфющими конечний преділь Г;. Новнй рядь 
(тдеть позтому также сходящнися. Слідовательно ГГ, вифеть 
также преділь Г.,. Продолжая подобиня разсужденія, найдем, 
чо для всякаго р существуєть 


іт Гр е- у" 
72 2-00 


) СХОДИМОСТИ НЕПРЕРЬІ 
смотрим теперь рядь 
-ГуорГуГ р... 


сходимость отого ряда. Сь отой ціблью обратнив 
твдующія свойства (козффицієнтовь Гир. Такь какь 
сб т, подожительни, то язь (10) слвдуєть, что 


Р Ганореа а2) 
ь 
Ган й (13) 


т, для рез зто справодливо, ибо Гл яеГа- и 
длоложииь, что зто справодливо для р--Ї, то 
у окажется справедливниь также для р. Отсюда 
кду прочимь, что 


ро» п9 


перь кь равенству (10). Такь какь на основанін 


реа СТ ророло ОЇ яьроїоГа рол 
находимь 

У (ААТЬННТнЬ о м м о РТЮюороі 

ванін (12) 


ПРИН Р ОО НА 
Ре Гор 


НИВУ» 


таро 
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х 


Еои п будеть возрастать безконечно, то отношенів - --7-- бу- 
п--1еро1 


деть стремиться кь предблу зба а рУЕЇро-а Б. УК Обра- 
р--1 


з 


ч 1 
тится вь безконечний рядь. ШПозтому і Р. должно содержаться 





ь| 


р-1 
жежду Її й 1-4 1р-КТраа---. СлВдовательно: 


я 
Гу чани 
2 


іт 
рое-о Гр 





-Такь как о Тр-КУ/роаЬ----  Представлявть  остатокь асходя- 
щагося ряда. Йтакь разсматриваємий рядь сходится внутри 
круга радіуса 1. 


14. Имфень: 
|РРу Р Пр 
По предположенію рядь 
РАКИ РОИИИ 
сходится. ШПоотому рядь 
1-Рсмреь.... 
также сходится, т. 6. существуєть 


йт. (алсеб 
пасо 


Дахфе по (8) при р--2 


Сало ПАРА РСР ДН В рт .. «Я Сябт-аці 
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Позтому 

ГЛИ ВАРИ ЗПР 
т. 6. 

ГЛИ с ПРОМ Е 
Йли 


(СаСГ ву1 


Допустивь, что ото справедливо для р--1, виднить изь (8), 
чо оно справедливо также для р. Вь самомь діяв, язь (5) вь 
зтожь предноложеній слідуєеть 


|Сазрі Є Г'я- лора РІ ро вро ТЯ лесароі 
т. в. о (10) 
Спр юр (15) 
чо и тр. д. 
Позтому также 
Ср Гр " (16) 
Такь какь рядь 
1-РГу2-рГо. 
при | «с, Ї сходится, то для таких 2 сходится также рядь 
1-ГО РУ... 
Цозтому на основанін (16) сходится рядь 
РАНА РРАТЬТ РОГИ 


з вифстб сь нимь и рядь 
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(з) 13024... 


для всбхь г, для которнхв |г|« 2. 


16. Остаєтся ріьшить вопрось будеть ли 4 (2) предфломь 
4к(2)- Р'бшеніс отого вопроса ничімь не отличавтся ость ріше- 
нія подобнаго-же вопроса, которов нзложено в» членахь 2 и 9, 
цотому что зависимости 


Гра р (14) 
Свіст (15) 
Ср | Гр : (1 6), 


на которнхь тамь основано доказательство, здісь также нмбють 
місто. Такимь образом доказано, что 


што да(2)2- 1-ьС2-ЬС,2-Ь.2.. 
у/ Зако 9) 


при |г| «1. 


17. Возвращаясь теперь кь первоначальной функцій (4,(2.), 
нифень по (7) 


-. дм) 
ад 


Совершенно также можно положить 


РдднеВ 2) 


тек 
гдв Р(х) внражаєть числителя п-р19" подходящей дроби. Но 
Ро(є2) получаєтся нзь ()(2), если положиямь а-з0. Позтому 


для Р,(2) справедливо доказаннов для (2). Йтакь ро(2) также 
нифеть предбазь при по-00 для |г|«21. Отоюда слбдуєть, что | 
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. Р.(ж р, . 
огкотенів « ) ре ) нифеть предфль для твхь-же значеній 2. 
(2) (2) 0 

Вь силу преобразованія (6) значеніяюь |«71 отвбчають веб 
значенія с, за нсключенівємь тіхт, которня лежать ка продол- 


, | --1 
жені прямой, соединяющей о сь чи Отсюда  витекавть 
. а 


Терена, Непрернвная дробь 
1 


рае 





5 іт артеа бходится для вебВхь значеній є вні извістнаго 
по- 00 | 
прямолинейтаго отрізка, воли сходится рядь 


сл|-Ніеі нь РОРЧРНИ 
тав 


у 
Сас 1---7. 
а 
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Так'ь какь сходимость дроби не зависить оть первихь звеньевт, 
то вмісто разснатриваємої дроби ми можем взять другую 


уцеїь 





1- 


з 
»|ц 





11 б . 


Вь которої числителя звеньевь 0ть начала, удовлетворяють у 010- 
вію Фза--1-ЬРзт- 0. 


Далів, ни можемь значительно обьобщить разсматривавмній 
случай, предполагая, что количества а, связанн лишь условіями 


засо 0 и іт (Спо 0. 
П ех 00 


Иначе говоря, ми предположим», что 


азот а-1 


81 з, 5, во о єв 


представляєть произвольнній рядь чисель, убивающихт до о. Тогда 
окажется, что вмбсто ряда 


а-рНагЬаз-.... 


зля рішенія вопроса 0 сходимости дроби можно взять рядь 


ааз-разаь-раа, Фо ее 


Можеть дблучяться, что рядь зтоть сходится при занВні чле- 
новь нх'ь абсолютннин значеніями, между тім» как» |ац|-Ніаз|-Ь-» 
расходится. Зто обстоятельство нмїеть м'сто вт нашем» при- 


чірв, гдів новій рядь будеть: 
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такь какь, по допущенію, Аи--в1о--ізто, НИБЄМ» 
У; РЕБРО У: РЕНО (3) 

Датфе изь зависимости 
Авужонто Ао1ю- - даті опоо2ре о з 


вь єнлу допущенія Додл2г--1с-0, НИФОМ» 


Аа-1у юна т в--220-з 
шк. по (1) 
Аа--1-2-атт алі оп--1519--2 (4) 


я 


Послфднев низь равенствь (5) вь членф'1 даєть 


У, РЕБРО У, РУ РАННЯ У НРУ РРО У РУ, РИГА 7 РУ Р 
Но по (3) 
у; РИЗИРИЄН У. РР 
Ао-ріуютт Ач Й Т. Д. 
(тбдовательно 
зоре (ло-ра Р ао-ро) чоло Р Р (опо 5 т) Ап аогю 
ли, по (1) 
Ауж-різто 


т. в. (2) справедливо и при реєо-НІ. Йтакь равенство (2), 
з вифстіь єв нииь (3) и (4) доказанн для всяких» укозателей. 
(жеюда заключаємь, что функція (),, содержить лишь четяня 
степени ж. Функція Оа- 1 ббдержить ті и другія степеня, но 
коеффицієнти нхь (Ази--1-20--1 Й Аза) ВНражаются очень 
просто помощью коеффицієнтовь функцій (2, (зависимости (3) 
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и (4)). Позтому все сводитоя кь разсмотрінію зтихь постід- 
них». 
Сь зтой цілью обратимся кв равенству 


Аталуріо тур Фран рол: 
По (3) 

ар ар 
По (4) 

Р. РЕРІРНИИО У РАИРУ. РР 


Позтому низь взятаго равенства сдбдуєть 
РРО БУ СРО М РАЛИ ТАНКУ. РАНИ 
Обозначимь на вреня Аичазр ЧОрезь Гирр Й Дзчрійзя-1 Через 


За. Тогда получимь: 


Тир Ганр Та ярої 
При ре1 - 
ТГалтаГачія Та» . 
потому что 
Газаюте Ат 1. 
Система равенствь, опредбляющихь количества Г ничіиь не 
разнится оть систенн вв члені 1, причень рядь 


чрифо 


вь данномь случаї єсть, 
( аафад, рад... 
' 


Вели теперь предположимь, что рядь зтоть сходится при за- 
жів членовь пхь абсолютними величинами, то сходижость его 
будеть достаточнимь условівиь существованія Йіт (і (2) для 
яки таз О0 

теусь конечнихь значеній 2. Даліе, такь какь 
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ооо "и да за-са 
ол Фо тон 


то т Оз также существуєть для всвхь конечнихь значе- 
пах 00 
ній 2. Сверхь того, такь какь іт дззт0, ТО 
ше 00 
пако  тевор 


Нтавбь іт 0, бсуществуєть для вебхь конечинхь зкаченій 7. 
«ек 00 
Далре нифемь 


сгеЧела) о За ог) 


Откошенів посльдующаго кь преднидущему вв етомь ряду, как 
хегво видіть. равно 


0, 
1 


Вь нашемь случав вто отношенів стремится, на основаній до- 
казаннаго, кт предблу о при то-о0. Отсюда слідуєть, что 
(езонечний рядь раціональнихь функцій, вь которьй  обра- 
щаєтся правая часть послідняго равенства при пізо00, схо- 








./ В 
дися иосхвд. (то 7 существуєть при вебхь конечних зна- 
по-со 
ченіяхь ж. 


Доказательсяво судрествованія векоРОрнть Предбловь, 


И. Слешинскаю. 





Лемма 12 коли ряд» 


о 
3 Чер, 
ага .-5 оо -рав 
Ко 

тдф а--положитольння числа, я р--цілов положительное число, 
СХОДИТСЯ з то сходитСся также ряд» 


с0 


Та 


ГЕ 


Доказательство, Такь как» 
2 
еР з 1 завад РР 


для вебх»ь конечнихь значеній г, то при г27»0, имфемь 


ес7251-р2. 
Поотому . 
Сир 
агфа-Н ПОРО ан б-р 
е Рада Р... фай 


?) Ср. Абе. Хоів ваг шо шбшоіге де М. І. ОНуїсг еіс. Оепугев. 
1881. Т. І. стр. 399. 
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и подавно 
дабрак ...аРю нн ра 
т. 6 
Фа-рр 


ага Конан, бо о Райо 
6 ага МР -аварро-л 


Придавая в» зтожь неравенстві числу п послідовательно зна- 
ченія 0, 1, 2, .... К и перехножая полученння неравенества, 
находимь 








пр тенор я кН 
детана "веранвонаю пацани 
асгфаїЕ.Р Фрі 
Отсюда 
п кВ пр 


Фо ага асфарЬ.-Чадк 
аьфарі--Ь ФК «(ас ар "Кр--1) 6 


Предположимь теперь, что ХК возрастаєть до со. Тогда показа- 
тель степени є будеть, по предположенію, стремиться кь ко- 
нечному преділу. Позтому сумка арацн....Равур будеть 
оставаться меньше конечнаго числа й. такь какь она сь уве- 
лаченіємь К возрастаєть, то ясно, что рядь ага .... схо- 
ДИТСЯ. 


Лемма Р Если рядь 
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тдб а -- положительння числа, расходится, то расходится 
также рядь 


а 
. 
а ) г (Фаі- кор) М 


шо 


ТАВ 2 положительння числа, не превосходящія нікоторой пра- 
вильной дроби є. 


Доказательство, Йинбень 
аг (а дого) (аа аа). 22 (анода лбя--трєс 
(1--2обао НИ аа В ЯКО ода дю од 
(1--е(дофа....-раю) 


Отеюда нелосредственно явствуєть справодливость предложенія. 
Кромф того видно, что, хотя ніфкоторне члонн втораго ряда 
ногуть бить отрицательннин, сумма всякаго числа членовь 
остаєтся положительной и стремится кь -Ь оо. 


Лемма 3. При всякомь » ділом» положительномь р йзь 
сходимости ряда 





рр раннє -1, 
аг Ра фра 


тд а п 2 кмфють тоже значенів, что й вь леми 2-1 внте- 
каєть сходямость ря. аь-Баї-а»Ь.. 


Доказательство. Дано, что ряд 


р , Чр-р177 Єрір | Про Єрераброі 
а арка р аорат а, Ь.... (1) 
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сходится. Сравнимь ого сь рядом» 


Пр ро го) (не Ср рено ) 9 
вен до Р ра "аа трі - 0) 
Разность между К членоюь ряда (1) и К членомь ряда (2) равна 


0 Фрорк--абракоя Пр-ра--абр-к--а 


асРа- Ь..ВоО- бара ..ГРрч 


т. е. равна положитольной величині. Позтому, обозкачаж сумму 
п, членовь ряда (1) чрезь З'я, а сумму ть членов'ь ряда (2) чрезь 
"яз Найдем 


З'нсе Ля В (3) 


ДВ Ле--положятельная величина, возрастающая виїеті сь п. 
«Тепорь легко видіть, что рядь агар .... по можеть рас- 
ходиться, В самомь ділі: ссли-би зтоть ряд» расходился, то, 
по леми 1-Й, расходнлся-бн также рядь 


2 в, 

У 
а а г а 

вот (В рад 


Далве по лемив 2-Й расходился-би рядь (2) и притомь так», 
что сумна з членовь его т. є. 5", стрекизась-бн кь -Ь о. 
Поотому на основанін (3) количество Ю', ТАаКЖе возрастало-бн 
безпред'льно т. є. расходился-би рядь (1), что противорічить 
условію. 


Лемма 4, ксли рядь 


90 Р 
У Фр-ри Фр А--яерк | 
Гоа агар Н о» -ра 
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гд5 а -- какія-лябо числа и |(,| пе превосходить пікотороїї 


правильной дроби, єходится абсолютно"), то рядь а-ра- 
также сходится абсолютно. 


Доказательство Дано, что ряд» 


о 
У Р о С 
Гай сРаВ....Ра 


сходится. Введем'ь обозначенія 


он Р и 2 НАРЕря 
Тогда нифем»ь 


РОРМНРОРНИ РА - Парето Р 
аорайф....Ра|г0О арфа-....Ча 





Позтому рядь | 


б З |про ера 
ага о о в .-Рар 





также сходится. Слбдовательно я подавно сходится ряд» 


о 
ср дае ар реак 
бо ага. фак 


Отсюда йшпри помощи лейин 3 видно 


что єходится также 


рядь ав-рамрань.... т. с. рядь |яоі-Н/а|-Нааь 


Творема Ї, Если вь пепреривной дроби 


Ся? 
р (з) 


7) т. е. не перестаєть сходиться при замвні членовь их» абсолютаним 
везичиноми. 
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количества с, Таковн, что рядь (с:|-К|са|-К.... сходится, то 
числители и знаменатели подходящихь дробей нифють предбан 
для всякаго конечнаго значенія 2. 


Доказательство. Числители и знаменатели подхоящяхь 
дробей удовлетворяють уравкенію 


Ач я--1-ЬСабПи-а 

Отсюда 
К,-- 8--1 

В паї (1) 
Но 

Ва Во Во) ОВ). 222 Ви о Ва) 
Положимь 
оте 8; Ве Пре с; при К 2» 0 


я по ряду ЧогралроЬ.. . построймь рядь 


алича аа 
і ера. ра 


Получниз ряд» 
Е.--В, В.--В. 
"Тов 


т. 6. вв силу (1), рядь 








Отсюда слбдуєть, что можду рядом», коего первне п членовь | 
виражають Д,, и рядомь  сщсьр....  Ссущєствуєть | за- 
висимость, доказавная в леми 4 (при ре-2 я Сужео)| 
т. е. есля рядь |с|-Н|сь|-Н.... сходится, то сходятся й рядь 
Ло АН Во В. . зн сявдовательно сходится также 
рядь Йо НО Ва -- Ло)-КОВо-- Б)... т.е. существуєть іт В 


ше 00 
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Прим'ічанів"). Если непрервмвная дробь такова, что 
Ся-РСя-а се 
са-роітто з сефрозтво.... 
сЬсочео , Сз-Ьсашо0, ее» 
то нав зависиности между В, Би-» й Би- 
БК, --| 1-Н( си р Си--л )2) Він а скоєно Пн а 


сльдуєеть 


ЇЇ ех Па--а-- Ся-авя- 23 Пи--а 


при п--2, 4, 6,...- нія при в-- і, 3, 5,.... Для зтихь 
значеній п 

Ви Ваз 

У Р 


я сювдовательно, помощью ввтеприведенньхь разсужденій можно 
убвдиться, что сходикость ряда 


- 
У |ся--лСп--з| 


тав о гезсо2, 4, 6,.... нли позі, 3, 5..... достаточна для 
существованія предвла Л, при п четномь ли при п нечетноме. 
Таюь какь кри всякомь т 


7 Р шт Ки-- У Р , 


то І єв четнимь кли нечетини»ь указателеомь овиражаєтся по- 
хощью двухь ІЙ сь нечетинии или четяний собтвітственно ука- 
зателями. Поотому сходимость вишеназваннаго ряда достаточна, 





) Єр. прибавденів вь статьв моєй «осходимости непр. дробей» в» 111 
тоні» запаисокь Мот. Ота. Новор. Общ. Кстеств. 


136 И. СЛЕШИНСКАГО. 


для существованія предфла /, при всякомь ціломь п. возра- 
стающемь безпред'івльно. 


Творема З. Если вь непреривной дроби 


(нер т) 


количества с, Такови, что существуєть Іс Сат- С сто припо-- о 


и рядь (ФНЧ. оз ТАВ фао1--7, сходится, то т/"4 под. 


ходящая дробь иибфеть преділь при по-ю для вебкь значе- 
. -Ї 
ній є вні продолжекнія прямой линій, соединяющей о сь с 


Доказательство. В'ь члені 11 моей статьи «0 сходи- 
мости дробей»") показано, что сь шомощью преобразованія 


14-13 4се 
1--/1-4сх 


доказательство отой творемьи приводится кв доказательству 6с)- 
ществованія при |г|«і преділа функція т,, опредляємої урав- 
ненівмь 

"асо (1-ь2)Т0-77(1--Фк)стя-з 
Ото уравненів можно написать так» 


ТягТяооітт (Тя--1-7Тя--а)б 

вна, 
Тя--з 

Коля теперь по ряду соя... ТАВ ооо ооо 

азеета--Ть....у Образувиь ряд: | 


9 
2 ак-рогр 
аора рай 


Гео 





ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СУЩЕСТВ. НЬКОТОРЬХЬ ПРЕДЬЛОВЬ 131 


то получимь 


оо 
У 4 


Де-о 


Такь каєь рядь У ІЧ, по условію, сходится, то, на основанія 

хекин 4-Й (при 2-2 я /--є причемь |г|«С1), рядь 
Іти На оое 

также будеть сходиться, Позтому будеть сходиться и рядь 


7 ого) ат )зь. и 


т. е. будеть существовать Ййіп ти при |2| «21. 
Пезао 


1ї-го Августа 1888 года. 


ЗАДАЧА 


ДЛЯ МОлодьг'ь УЧенеІхь. 
Прое. В. Юрмакова. 


Часто студенти обращаются кь профессору сь просьбою 
дать низь вопрось, над» рітенівм»ь котораго они могля би испро- 
бовать свой силю. Но йногда в» данную минуту не находится 
тег, которная били би по силам» молодниь людям». С дру- 
ой второни, каждий учений при євойхь занитіяхь ветрічаєть 
когда побочине вопросн, которне имь рЕшаются; но оти рі- 
шенія нигдВв не помфщаются, потому что сами вопросн не 
вибють важнаго значенія. ШЙногда подобине вопроси остаются 
безь рЕшенія или по своей трудности, или, чаще, по недосуту. 
Хиб кажется, что поміщенів подобннх» задачь вь нашихь ма- 
тематичеєкихь журналахь можеть принести весьма большую 
пользу солоднмиь ученниь. Воть почему я осм'ібливаюсь, в» 
видЬ опнта, предложить подобную задачу, которая состоять вь 
стрдующех. 

Данн три функцій Р, ФО и Б трехь перемінинхь су 2. 
Требуєтся найти такую поверхность, чтобн янтеграль 


6 (Ріх -- ду 4. Ваз) 


взятій между двумя данними точками по какой нибудь линкія, 
ресцдоложенной ка искомой поверхности, ке зависіль оть того 
пути, по которому берется интеграле. 

Задача приводится кт» линейному дифференціальному урав- 
ненію сь частинми пройзводними перваго порядка, т. 6. Б» 
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нахожденію двух» функцій Й/ я У, послі чего пройзвольнах за- 
висимость между зтими функціями дасть общев рбшенів задачи. 

Задача обладаєть одним» зам'івчательннмь свойствомь: есля 
дана функція Ї/, то нахожденіве другой функцій М приводится кв 
квадратурають /). 

Задача становится влолий опред'івленною. если дана кривая 
їикія, чрезь которую должна проходить нскомая поверхность. 

Одинь или два удачно подобраннихь примфра били би 
весьма умбетин. 


4 


") Вь доказательстві втого свойства заключаєтся вся сущность задачи. 


Протоколь!т засВданій ЛМатематическаго ртдівленія 


Новороссійскаго рРбщества Еотествоиспьттателей 


сь 20 севраля 1887 г. по 9 декабря 1888 г. 


Засбданів 20 февраля 1887 г. 


Присутетвовали, подь предсВвдательствомь прое. Умова, 
членьз: Н. А. Умовь, 9. Н. Шведов»ь, Ф. М. Каменскій, Р. А. 
Пренделзь, гр. Н.Я. Ростовцов», Н. А. Каминекій, А. Г. Герич», 
8. Н. Мелятицкій, П. С. Шестериковь, В. Н. Габбе. 

1. Члень общества Х. ДЛ. Гохмань єдвлаль сообщенів «0 
неханическомь международномь вічномь каленларів я его зна- 
ченій вь практической жизни и вь исторической наукб». 

2. Г.Ї. Де-Метць (гоєть) сдбвааль сообщеніє о временном» 
двойномь презхомленій сввта во враещающихся слояхь жидкости; 
зкспериментальное изсявдованієе». 


Засіданів 16 октября 1887 г. 


Присутествовали, под» предевдательствомь В. Н. Лигина, 
чаень: 0. Н. ПШіведовь, А. В. Каоссовсвій, Й. В. Схешинскій, 
Н. С. Починскій, В. Н. Габбе. 

13. Чаень Общества И. В. Слешинскій сдвлаль сообиеніе 
«о сходимости непрерківньшж» дробей». 

2, С. Зейлигер»ь (гость) сдівавль два сообщенія: 8) о цент- 
рехь кривизнь изогоналей и б) циркуль подобнаго треугольника. 


-їа- 
Засібданів ІЗ апріля 1888 г. 


Призутствовали, подь предсвдательствомь В. Н. Дигпна, 
члени: Н. А. Умов», А. В. Клоссовекій, Г. Г. Де-Метць, А. Г. 
Геричь, В. Н. Габбе, Х. І. Гохмант. 

1. А. Г. Геричь сдвлаль сообщеніеє «обь общемь закон 
сжатія сохяньжхь растворов»». 

2. Г. Г. Де-Метць сдвлаль сообщеніе о послВвдней работ 
Кундта «Себег дів Вгеспипрвехропепіеп дег Меїіа!іе». 


Засіданів 28 октября 1888 г. 


Присутствовяли, водь предевдательствомь В. Н. Лигпна, 
члень: 0. Н. Шведовь. А. В. Клоєсовокій, ИЙ. В. Слешинскій. 
Г.Г. Де-Метць, Й. М. Занчевскій, Й. Ю. Тимченко, Х ДЛ Гох- 
манзь, 0, Н. Мелятицкій, В. Н. Габбе. 

-1. Доложено савдующее предложенівє членовь А. В. Калос- 
совскаго, Й. В. Слешинскаго я ИЙ. М Занчевскаго о назначенінй 
постоянньх»ь засвданій Отдбленія по вопросам» ззементарної 
математяки й Физики: 

«Не поджежить сомнбінію, что между наукой и зленентар- 
ньшь преподаванівль существуєть тівеная связь. Позтому обсуж- 
девів вопросовь злементарнаго преподаванія впояїнв умівстне 
вь засвданіяхь нашего Общеєтва. 

Всякій, вето занимаася, или занимаєтся преподаванієм'ь на 
чаль математики, знаєть, сколько вопросов»ь возниваєть вь 9тої! 
области, начиная сь основньшж'ь понятій 0 величині и чисаб п 
кончея общей системой й ц'ілью преподаванія гкаждой вбфтьи. 
Достаточно указвть на вопросьт о раціональной системі арие- 
метики, основанной на свойствах»ь д'ійствій, о правильной по 
становев ученія обь отрицательньх'», ирраціональньхь й мни- 
мьш'ь числахь, обь аксіомахь геометрій, о значеній геометри- 
ческихь построеній. Относительно зтих» вопросов» существуеть 
гогромное разнообразіє мнівній, взглядовь и точек»ь зрінія. Каж- 
дьій авторь учебника и каждьй преподаватель рьшаєть их'ь 
иначе, между тім» какь несомнівнн", желательно вьгработать 
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твердьіе основьі в» зтой области, Ото возможно сділать путем» 
обсужденія и обм'івна мьтслей между преподавателями. 


Не менфе настоятельна необходимость общенія и обм'бна 
чслей между преподавателями фФизики и космограсій. Здісь су- 
ществуєть, какь извістно, цільй ряць вопросовь, зхементар- 
ное издоженіе которьжх'ь представляєть значительнья трудности; 
только путем'ь обстоятельнаго коллективнаго обсужденія возмож- 
но вкработать нанболве цвлесообразньз пріємьт для изложенія 
подобньіхь вопросов». Сзь другой сторонь, каждьй изь препо- 
давателей вьграбатьтваєть постоянно рядь чисто техническихь 
пріємовь, правиль, сиособовь експериментированія, Вь вьісшей 
степени важно, чтобьїі бол'ве опьштнье преподаватели могли дб- 
хиться своими практическими свВвдВвніями сь мододьми, тозько 
что начинающими своими товарищами, чтобьт тв или другіе 
пріємь: подвергались критикв и провврев. Далбіе, раззичньтя 
учебнья заведенія, время оть времени, получають нове изи 
усовершщенствованньте приборьг; вь зас'івданіяхь по злементарной 
чатематиків и Физик5 умістна демонстрація зтихь приборовт и 
общее яхь изученіе. В» засфданіяхь, наконець, можно вьтрабо 
тать тицью Ффизическихь кабинетовь, найболве подходящихь к»ь 
требованіям'ь среднихь учебньхь заведеній. 


Воть почему вт Матехатическомь Отдівленій Новороссій- 
севго Общества Кстествойспьтателей не разь вьтеказьтвалось 
аелавів включить вопросьт злементарнаго преподаванія в» чис- 
10 предметовь заннтій Общества. Будучи твердо убівжденн в» 
позезности зтого дбав, мьі вносим»ь настоящее предложеніе о на- 
значеній отдільньжхь собраній по вопросам» заементарной мате- 
чатики й еФизики для вьіслушиванія сообщеній, демонстрацій 
приборовь й обм'вна мьіслей по вопросам», возникающимь при 
зтомь изи заранве предложенньтм»ь. В»ь виду гаубокаго интере- 
га, которьій впобобно возбудить обсужденіє вопросовь, столь 
заизвихь каждому преподавателю, желательно, чтобьі вти соб- 
данія пропоходили періодически, по крайней м'врв одинь разь 
ВЬ мбВсСяЯЦць. 


Опредіьлено: 1) признать осуществленіе заслушаннаго пред- 
їоженія впозлн'В жезлательньшмь, 2) просить Й. В. Слешинскаго 
принять на себя предовдательство вь постоянньшт»ь засбфданіяхь 
цо вопросам злементарной математики и 3) пригласить препо- 
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давателхей м'встньіх» средних»ь учебньіхь завехеній принимать уча- 
стіє вь зтих»ь засВданіях». 

2. Д. Н. Зейлигерь одблаль сообщенія: 1) «о кривизнеі по- 
верхностей» и 2) «о сложеній сид». 





Протоколь! засфданій по вопросам'ь злементарной 


математики й ФИЗИ ки 


Засфбланів 25 ноября 1888 года. 


Присутствовали, подь предсвдательствомь Й. В. Саешин- 
скаго, членю: Н. Н. Бучинокій, В. Н. Габбе, Й. М. Занчевскій, 
Ф.М. Каменскій,, А. В. Каоссовокій, А. К. Кононович», В. Н. 
Лигинь, К. В. Май, 0. Н. Мизятицкій, Л.О. Ненировекій, М. С, 
Панченко, Н. А. Повровскій, Г. 3. Рябковь, Г С. Смирнов». 
И. Ю. Тимченко, П. М. Усаневичь, 0. Н. Шведовь, С. П Яро- 
шенко и преподаватели математики и Физики в»ь среднихь учеб- 
ньжх'ь Заведеніях». 

1. Предовдатель сказажль нізсколько соловь вь резтясненів 
и дополдненів предхоженія, давшаго начало собраніям'ь цо вопро 
сам» ззементарной математики й Фізики. . 

2. Предобдатель сообщиль о предхоженій редактора - изда- 
теля журнала «Ввотник'» опьтной физики й злементарной мате- 
матики», г. ПІпачинескаго, вьісьлатіь Отдівленію свой изданія и 
поивщать вь журналів ресерать о засбВданіяхь. Постановлено: 
вьгразить благодарность г Шпачинокому. 

3. Й. М. Занчевскій сдблаль сообщеніє «обь отрицатель- 
нь числахь». ШОкончанів зтого сообщевія и обсужденіє его 
отложено до сявдующаго засВданія 

4, А. В. Клоссовокій демонстрироваль гигрометрьт Азаюара 
и Крове. 
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Засбданів 9 декабря І888 года. 


Присутствовали, подь предсбвдательствомь Й. В. Слешин- 
скаго, члени: В. Н. Габбе, Х. 1. Гохиань, Й. М. Занчевокій, 
А. В. Клоссовскій, А. К. Кононовичь, В.Н. Лигинь, К.В. Май, 
0. Н. Милятицкій, А. О. Немировскій, П. С. Панченко, Н. А. 
Покровскій, Г. 3. Рябковь, Г. А. Смирновь, Й. Ю. Тимченко, 
0. Н. Шведовь, С. П. Ярошенко и преподаватели математики 
н ензики вь среднихь учебньшх» заведеніяхт. 

1. Й. М. Занчевокій окончиль сообщенів собь отрицетель- 
ях» числахь». Вь обсужденіе втого сообщенія, давшаго поводь 
кь оживленному обийну мьфслей, приняхи участіє многіє изь 
присутствовавшихт. 

2. Г. Г. Де-Метць демонстрироваль приборь бпіпоке для 
опредвленія длиньі Ззвуковой вохнь. 

3. Вь виду нивющагося в»ь готовности матеріала для сообще- 
ній, постановлено собираться по пятницам»ь, чрезь каждьтя дві 
нехбли. 

















0 ВАЦИСВИ 
МАТЕМАТИЧЕСКАГО ОТДЬЛЕНІЯ 


Новороссїйокаво Обіества Корееевонстувамелей. 


фено 


Том ІХ. 


Изданія Новороссійскаго Общества Естествоиспьтателей 
вь Одессь: 


Томь І и П. Распродень, 

Томь НІ. Вьл. і-й п 2-й. (Си. ХІЇ т. «Записокь» и раньше). 
Том'ь РУ. Вьа. |-й к 2-й (См. ХІП т. «Записокь» и раньшв). 
Томь У. Вип. 1-й. 

Вьл. 2-й. Е. Кацменко. Матозріаль для исторій молочной и пировино- 
градной кислоть. ФР. Прендель. Отчеть о резузьтатаохь вкскурсія, произве- 
денной хвтомь 1877 г. вь Подольск. губ. .І. Ришави. Отчеть обь екежурсія 
вь Сввастопольской бухтв вь 1878 г. Р. Шрендель. Отчеть о результатахь 
зкскурсія, пройзвед. автомь 1878 г. по прибрежной похосв Абхазій и Чер- 
номорскаго округа. 1879 г. Ціна 75 коп. 

Томь . Вип. І-й. Й. Синцовь. О мфаовьиіхь губкахь Сарат. губ. 
(сь 6 табл.). 0. Мечникова. О тазовой и цлвчевой дугь хрящевьхь риюб». 
Б. Кацменко. Маотеріаль: для исторій мохочной и пировиноградной киса. 
В. Шманкевичь. Обь отношеній нВвкоторьхь бевцввтньхь Кіареіаів кь во- 
доросаямь и грибамь (сь табл, рис.) 1879 г. Цевна 1 р. 50 к. 

Вьл. 2-й, ЛП. забаринекії. Допоаненів кь монографій Ж. КісіпепБега в 
«Нудга» (сь 2 табл.). Йл. Мечниковь. Матерівль: кь ученію о вредньж'ь на 
ськомьх» юте Россій (хичинка Апіворіїа). В. Репятовь. Кль мореологій мша- 
нокь (сь 6 табл.). С. Танатарь. О стровнін еумаровой и маленновой кис. 
1980 г. Цвна 1 р. 50 к. 

Приложен. кь УЇ т. Записокь: Еіога сійєгастензів Е. Рдбпастанн'в. 2 т. 
Цвна 1 и 2 т. 4 ро 

Томь У. Виьал. і-й. Л. Ришави. Альгогогичсскія нзетьдованія (сь 
таба.). 1. Спиро. Матерівльш для изученія обрезованія желчи. ЛП. Меликовз. 
О производньхь акрилевой кяслоть. ИЙ. Синцовоь. Описанів нвкоторьшж'ь ви- 
довь мезовойскихь окаменВлостей изь Симбирекой и Свратовекой губеря. (сь 
2 твба.). Бло-же. Описвніз новьіхь и малонасльдованньхь формь раковинь 
изь третичньхь образованій Новороєесій (сь табл.). 1880 г. Ціна 1 р. 50 к. 

Вьп. 2-й. Л. Ришави. Матеріаль для лихенологической Флорм Крюма. 
1. Бучинскій. Кь вопросу о развитій дождеваго червяка (сь З таблицемн). 
Р. Прендель. Матеріальш для геологій сВверо-восточной части Херсовск. губ. 
(сь табл.) 1831 г. Цвна 1 р. 

Томь МІЙ. Вьп І-й. Д. Кожевниковь. Обь анатомяическом»ь строенія 
аевпестковьхь цвВвточньх» покрововь (єь 6 табл.). Р. Прендель. Изеліьдова- 
нів кристаллических пород», развитьх'ь вь бассейнь р. Бозавлука и в» вер- 
ховьнхь Саксагвни (сь картой и 4 табл.). А. Ковалевокії. Кль ишсторія раз- 
витія хитоновь. С. Танатарь. О хаорсубетитутахь фумаровой и маленновой 
киса. Й. Депп». Звивтки любителя о жизни Макроподь. А. /гричь. Обь 
злектрическихь явленіях»ь, наблюдаємьхь при диефузій нВвкоторьш'ь жидко- 
стей. Й. Красилущикь. Кь исторій развитія и систематикв р. Роіубото Біт. 
(сь 3 таба.). В. Репяховь. О личинкв Роіурогіїйв Гівуосарієвішв (сь табл,). 
1882 г. Ціна 3 руб. . | 

Вьл. 2-й. Ф. Каменокій. Матерівльі для мореологіи и біозогівй Мопо- 
гора Нурорібів І. и нбЖкоторьшжь другихь сапроеитовь (сь 3-мя таблац.). 
ФР. Шрендель. Матеріаль для геологін свверо-восточной части Херсонской губ. 
Н. Головкинокій. Результать геологическихь извеканій м развівдокь ве ие- 
копаємьшй уголь вь окрестностяхь Балеклавь (сь 5 рис. вь тексть, картой и 
3 табл.). ШІ. Спиро. О ивкоторьмхь явленіяхь такь назьв. животнаго магни- 
тизиа (гипнотизмв) сь 3 таба. 1983 г. Цвна 2 руб. 


Томь ІХ. Вина. | й. ИЙ. Синцовь. Опясананій новьш'ь и малонзсаВвдо- 
ванньхь сормь раковинь изь третичньхь образовавій ШНовороссій. Ст. 5-я 
(сь табл.). Й. Миклашевскій. Матеріаль для геологій Глуховсваго узфзда. 
Черниговск. губ. (сь табл.). Н. Андюусовь. Зам'втка о геологическихь изсль- 
дованіяхь вь окрестноєтяхь г. Керчи. А. Клоодовскій. Йнетрукція для на- 
блюденія освдков»ь, гровь и града. С. Переяславцева. О развитій коловратокь 
(сь табл.). 1884 г. Ціна 1 р. 

Вьг. 2 й. Н. Андрусовз. Геологичоскія мвсяВдованія на Керченскомь 
полуостровів, пронзведеннья в» 1883 и 1883 г. ЛІ. Рейшлардь. Альгологическія 
нзслвдованія. Матеріяль для мореохогій и систематики водорослей Чернаго мо- 
ря сь 5 политицажами и атласом» изь 11 таба. рисунковь. 1880 г. Цвн» З р. 
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ВВЕДЕНІЕ. 


Существенньми моментами в» исторій винтов» слЕдуєть, 
какь нам» кажется, считать появленіє твхь двухь работь 
Роїпзої 1), гав впервье получила свос развитіє теорія парь 
сязь н безконечно-мальх» вращеній. Вь самомь дБлб, теорія 
парь дала сложеніє сизгь и вращеній вь самьхь общих» 
случаяхь и, что крайне важно, вь ней сразу била постав- 
лена на видь аналогія между двумя сть перваго взгляда со- 
вершенно различньми процеєсами: сложенієм'ь силь и сложе- 
ніємь вращеній. Вь кемуарв 1804 года система силь уже 
приведена кь каноническому виду, т. с. кь сил5 и парі, 
зежащей вь плоскости перпендикулярной кь силь. Если обо- 
значимь черезь р отношеніє момента парь кь сихб, то цен- 
тральная ось силь сь нанесенньим»ь на ней отрі3зкомь рав- 
ньмь р и есть то, что назнвають винтом»ь системь сил». 
Тоть-же процессь сложенія приводить впослбдствіе Роіпзоі 
кь теоремб, что всякая система безконечно-мальхт вращеній, 
а саБдовательно и всякоє безконечно-малое перемівщеніе зк- 
вивазентно вращенію вокругь нікоторой оси сложенному сь 


1) Роіпзов, І. Зиг Ів согаровібоа йев шогтовпіз ві Іа сопоровібіоп дев 
зігев, Ототь мемуарь читань вь ШНарижской Академій наукь вт 1804 г. Онь 
напечнтань вь УЇ томі оцгоаі фе ГЕсоїв Роіуєесіпідие 1806 г., а также в» 
видав призоженіа кь Кібшепів ів зівіідце. Вторан изь сказанньх вь тек- 
ств работь Роїпвої есть ТЬбогіє пошуєйє дв Іа гобайоп фез согрв. Їіопхіїе, 
Зопго. ап. 1851, появившаяся в» первомь издовін вн» 1831 году. 
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поступательньм» движеніємь  пераллельньмь оси  вращенія, 
т. е. винтовому движенію. Обозначивь через» р отношеніе 
поступательной слагающей винтоваго движенія кт» вращатель- 
ной н нанеся его вь вид отрезка ня ось вращенія, мь по- 
лучим»ь то. что назьвають винтом": в» кинематикб. 


Правда, СРазіоя еще раньше ") доказалт зквивалентность 
всякаго перембщенія нвхоторому винтовому движенію, но его 
методь доказательства ничего общаго ст методом» сложенія не 
имфеть. Сравівз разсматриваль два подобньхь тела, какт-ни- 
будь расположенньхь вь пространствб и, переходя затби" 
кь частному случаю двухь равньихь тба», получилть указан- 
ную више теорему кинематики. Велбдь за Роїп5ої, СРазіся ?) 
и Мобіпя 9) указьвають на аналогій между сложеніємт силь 
и вращеній, причемь послбдній вь обширномь мемуарв'") 
развиваєть их» сь достаточною подробностью. Такь, здбБеь 
разобрань случай сложепія вращеній вокругь осей пересфкаю- 
щихся, и доказана те: рема обь зквивалентности какого )гол- 
но числа безконечно-мальхь вращеній двум»ь вращеніямт во- 
кругь осей не пересвкающихся и непараллельньих». Вь Ї,ебг- 
рос дйег Зіайїк статика сдблала большой шаг вперед, ока- 
завшій большоє вліяніє и на развитіє кипематики., Нонболбе 
важньм» вь зтомь сочиненій слЕдуєть считать открьтіе осо- 
баго рода взаймнаго соотвбтствія или двойственности  уста- 
навливаємой каждой системой силь между пространственньми 
злементами, такь  назьваємаго  инволюціоннаго  положенія 
двухь пространственньхь систем, по которому каждой точ- 
КБ ОднОЙ системь собтв'втствуєть плоскость, через нее про- 


1) Сразівз, М. Моїв виг Їеєз ргоргібтез убпбгаїез фи вузійше Че феих 
согрв зетабіабісз впіг'еах, еб ріасба Ф'циз шапідге дивісопдав дао І'єврвсе. 
ВаПеї. фев всівпсев шаблі. р. Ебгиввас, Моуві, 1830. 

7) Сьавіеєв, М. Арегош Півіогідце. Вгихвіез, 1837. Хоїе ХХХІУ. 

") Моббіав, К. Гебгриер 4ег 8іобік, Пеіргіяд 1837, І. ТЬ. р. 347. 

7) Мобійз, К. Сіег дів /цхвттієпавігипо попеодіїсь Ківіпег Дгепип- 
сеп. Стеіе, Ва. ХУПІ, 1338. 
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ходащая, каждой плоскости--на ней лежащая точка, прямой 
-прямая Вь зтой фокальной системі, или, какь ее назваль 
Мобійз, нуль-системБ существуєть безчисленноє множество 
прямьхь, сами себв сотввтетвующихь; зто лучи зинейнаго 
комплекса перваго порядка, опредБбленнаго тою-же системой 
силь. Черезь каждую точку пространства ихь проходить пу- 
чекь перваго порядка, лежащій вь Фокальной плоскости точ- 
ки, и вь каждой плоскости лежить такой-же пучекь, имбю- 
Щій своим центром Фокусь плоскостя. Йхь статическое 
значеніе таково, что моменть системь силь относительно 
каждой низь нихь равень нулю. Прямья, другь другу сост- 
ввтствующія в Фокальной системб, суть направлєнія твх» 
хвухь силь, которьня вм'Бств зквивалентнь данной системб. 


Значеніє для кинематики результатовь, полученньх» 
Мббіоз'омь, било указано СПазіов'омь "), и основной его те- 
оремой вь зтом»ь отношеній слбдуєть считать ту, по кото- 
рой при всякомь безконечно-маломь перемЕщеній нормали 
кь тразкторіямь различньхь точекь распредБбляются по лу- 
чамь комплекса перваго порядка. Нормали кь трагзкторіям», 
переськающія какую-либо прямую. пшересбкають еще и дру- 
гую, соотвбтствующую первой вь Фокальной системб. СПавівз 
назмваєть такія двв прямья сопряженньми и показьваєть 
ихь многія геометрическія и кинематическія свойства. 


Кромв нуль-системм и свойствь полюсовь н полярь 
статика Моріаз'а заключаєть еще и другія очень цінння ве- 
щи, касающіяся равновбсія сил». Такь, там даются условія, 
каким»ь должнь удовлетворять 4, 2, 6 прямнхь простран- 
ства дзя того. чтобьї можно било подьнскать такія силь, ко- 
торня, двиствуя по зтимь прямьмь, уравноввшивались-бмь, 
й доказнваєтся, что при большемь числв прямьхь такія си- 


1) Спавіев, М. Арегсоц Нізіогідце. Метоіге де ббогосігів, 5 ХХІМ. 
Кго-же: РгоргібіЄз свогівбітідлев теівіїхев пи тоиухетепі іоГіпіптаевоі 
ребів д'єр согрв 501і4е. Сопарієв гепдив, Т. ХУЇ, ап. 1843. 
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зь вь общемь случабв всегда найдутся. Отсюда витекаєть, 
что каждую силу можно представить себв разложенной по 
шести прямнімь, напр. по ребрам'ь тетраздра, теорема, кото- 
рой в» кинематикб соотвбтествуєть такая: венкоє безконечно- 
малов вращешіє можеть бить разложено на вращенія вокруг» 
шести осей, или в» н'БсколькО Ной Форм: тБло, могу- 
щее вращаться вокругь шести осей, вь общемь случаб мо- 
жеть вращаться вокругь всякой седьмой, т. е. вполиБ сво- 
бодно. Мбріцз доказаль, что шесть прямьх»ь, воль которьхь 
могуть уравновБіливаться шесть силь, должнь бить лучами 
одного и того-же линейнаго комплекса 1-го порядка. ЗуЇмез- 
іег 1) характеризуєть взаймноє положеніе таких» шести пря: 
мьхь словомь инволюція, показьваєть, какь построить по 
пяти данньмь прямьмь шестую, которая била-бь: сь ними вь 
инволюцій, и даєть уравненіе, которому дозжнь удовлетво- 
рять параметри шести такихь прямьхт». 

Вев вьшейзложеннья изсявдованія бьли произведенн пу- 
тем чисто-геометрическим»ь, сь одной єторонь  благодаря 
характеру и происхожденію самих» задачь, сь другой сто- 
ронь благодаря тому, что акализь тогда еще не вюкработаль 
удобньхь пріемовь для изслвдованія распредвленія в» про- 
странствв прямьхь, параметрь  которьхь удовлетворали-бь 
твизь или другимь условіямь. Хотя СауЇву вь одномь ме- 
муарв 2), напечатанномь вь 1560 году, и вводить коорди- 
нать прямой для представленія уравненія ковуса, но он не 
даєть им» надлежащихь приложеній, а потому встинньм'ь ос- 
нователем» геометріи прямой справедливо считають РІйсКег'яа, ?) 





|) Зуіхевівг, ). Заг Гіпуоїшбіоп Фев Попев дгоіфїев виз І'єврасе соп- 
відбгев соште йев ахев фе гоіабіоп. Сопарієв гепдцв, Т. ІП,р 741. 

Его-же: Моіїв ваг Гіпуоішіїоп девзіх Непев вла Гевзрасе. ТРЬі4. р. 815- 

1) Спуїву, А. Оп в рем апаїубісв! гергевепіабіоп ої спгуезв іп зрасе. 
Те Фалагівгіу Фопго. Уоі, ПІ, 1860. 

7) Рійскег, 7. Оп апету бвопейу ої зрясе. РБіЇ. Тгапв. Уоі. 155, 1865. 

Его-же: Хепе Сеошеїгіє дев Каатоез, бецгйпдеї виб дів Ввігасітипе 
дег сегадеп ЇІіпів віз Кайтеївспеоі. .віргір, 1862, 
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За координати прямой РІйсКег береть прозкцій (2, У, 20) 
п моженть (і, то По) Какого-2ибо отрізка, лежащаго на зтой 
прамой, нли лучшо сказать-- ихь отношенія. Такь какь меж- 
лу зтями б-ю величинами существуєть соотношеніе 


іт, Ус то 25720, 


то независпмиьхь перем'бнньхь вь результат четьре, т. в. 
столько, єколько независимьхь параметровь вь уравненіях» 
прямой. Прямья, координать которьіхь удовлетворяють одно- 
родному линейному уравненію: 


0 -- Іх Му Мо Хто, 


образують лянейньй комплексь 1-го порядка. Каждому ли- 
нейному комплексу 1-го порадка соотвітствуєть одна пря- 
чая, ось комплекса, обледающая тм» свойством», что если 
привять єе за общую ось прямьхь кругаьхь цилиндровт пе- 
рембнньхь радіуєовь, и нанести на зти цилиндрь обьікновен- 
ння винтовня линій, то касательньія кь нимь и будуть лу- 
чи комплекса. Взявь ось комплекса вь число координат- 
них осей, мі сможемь представить его уравненіє вь на- 
нболве простой форм, сдвлать его зависящимь оть одной 
постоянной, параметра комплекса. ЄСвоймь параметромь и 
центральною осью компаєксь вполнбф опредбляєтся. Таким» 
путемь били опять обнаружень многія интереснья євойства, 
касающіяся распредбленія самих» лучей комплекса, полюсовт, 
позярньхь плоскостей и сопряженньхь прямнхь, свойства, 
нзвбстиня уже ранбе изь работь Моріпв'а и Сравівв'в. Но, 
какь зто обнкновенно биваєть, новьй методь породиль и 
новня задачи, Оть одного уравненія (1) РІйсКег переходить 
кь двумь и трем»ь таким»ь уравненіям»: 


О, 0, 9,220, (2) 
о, 1-0, 0, 220, 0,220, (3) 
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и изслБауєть распредбленіє прямьх», координать которьхь 
удовлетворяють двумь и трем»ь таким» уравненіямь. Ото при- 
водить его кь разсмотрвнію групп» комплексов»: 


оно, Ту 
2, Нр 0,0, 2-0), (5) 


ГДВ р. и » имбють перембнноє значеніе, и кь изел'Бдованію 
распредвленія осей комилексовь групим. Вь первомь случаз, 
для искомаго геометрическаго міста онь шолучаєть поверх- 
ность 3-го порядка, названную впослвдствіє цилиндроидом' и 
играющую вь новБвйшихь работахь такоє вьдающееся зна- 
ченіе, во второмь случабф, оси комплексовь группь распре- 
дбляются по гиперболойдамь. Что касаєтся до лучей общихь 
двумь комплексам», составляющихь такь назьваємую кон- 
груенцію, то они перєсбкаются двумя двйствительньми йли 
мнимьми прямьми, осями особьхь комплексовь кгрупиь, т. 
е. тБх»ь. параметрь которьх»ь -- нули; общіе же лучи трехь 
комплексовь суть производящія одного рода на томь гипер- 
болоидв, котораго производящія втораго рода суть оси осо- 
бьхь комплексов'ь трехчленной группь. 

Извветно, что РійсКег им'Бль намбреньє написать трак- 
тать по механикбф, гав координать прямой и линейньй ком- 
плексь должньи били найти себв обширное примбненіе, но 
преждевременная смерть пом!шала ему в» зтом»ь. В одномь 
изь євойх»ь мемуаровь ") РійсКег дБлаєть в» зтом» отноше- 
ній коєе-какія замбчанія, изь которьх»ь яснь лишь приложе- 
нія линейнаго комплекса; что-же касаєтея до групіть комп- 
лексовь, то мь не знаємь, какін приложенія нмбль в'ь ви- 
ду РійсКег, и нам» кажется гомнительньм, чтобм онь им'бБль 
вь виду их» приложенія даже кь сложенію систем» сил», 





1) Рійскег, 2. Кипдатепів) уівмз гесагдіпє птесрапісв. Рій, Тгапзаст. 
У 0і, 126, 1866. 
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такь что значенів для механики цилиндроида и гиперболои- 
довь вь трехчленной грушіБ остаєтся у него невнясненньм». 


Сабдуя пути, указанном у РІйеКег'ом», Сауіву ") и Двийреп 2) 
обобщають координать прямой, беря за нихть моменть пря- 
чоп относительно реберь тетраздра, миьєль, непосредственно 
витекающая изь способа Мобрбіцз'я разложенія вращенія на 
шесть вращеній вокругь реберь того же тетравдра. Сауїву 
нзслрлуєть распредбленіе прямьх», координать которьх'ь удов- 
зетворяють однородньмь линейньмь уравненіямт вида 


ї То т, У В п, 29 ре, і, НУ то фа, по се), (6) 


п такихь уравненій онь береть оть одного до пяти. Что 
касаетея до  козФФицієнтовь з»тихь уравненій, то зто" суть 
най  координать нфкоторьхь прямьх», или ихь линейньа 
зункцін. Вь послвбдяемь случав уравненія имбють у него 
ВН: 

| а",у,є,ЇЙ,т',п', 
РРО ЛОЛИ ЛО ЛА | 
|РЯДРАДРАН КАСЛАСКИ. 
ГБ чаень, стоящія вь одной горизонтали, суть принятья 
имь координать прямой. При мазі имбемь одно уравненіе- 
в пряяьія, координать которьхь ему удовлетворяють, обра- 
зують ниволюцію 5уГуввіег'а сь пятью прямьми (2,5 У, -.--), 
(Лаз воно)» т.е. суть лучи одного сь ними комплекса. 
Вь заключеніе, СауЇву прилагаєть свои изслвдованья кь случаям» 
равноввсія четьрехь, пяти и шести силь вь пространствв. 








1) Хеафїбнеп, Н. Моїез зпг цо зувідпє йе соогдоппбев Їіпбаїгев фапв 
Гезрасе. Мар. Ап. Хо. І, 1869. 

3) Сауїву. А. Оп іРе віх Соогдіпаїез ої а Гіпе. Тгапвасі. об ЄБе Сата- 
ітійсв РЬії, Зос. У ої ХЕ, 1869. 


УПІ И. ЗАНЧЕВСКІЙ. 


Вь ур. (6) ковеефицієнтн 4 2,,, У, ,...- суть момен- 
ть нВкоторой прямой относительно реберь тетраздра. Если 
обозвачить черезь (2,у,....) и (2,, У,,- - -.) Плюкеровекія 
координать прямой и одного изь реберь тетраздра, то каж- 
Дьй из» кооФФИЦіентовь будеть им'Бть видь: 


і, ту, па, гі, ут, ст, , (7) 


и шесть такихь внраженій опредвляють собою козФффиціенть 
ур. (6), а слвдовательно могуть бьть принять за координа- 
ти самого комплекса. Комплексь состойть изь лучей, пере- 
свкающихь прямую (х'у ,....), т. е. есть комплексь осо- 
баго вида, и его уравненіє в» координатахь РійсКега есть: 


іхь ЕтУв Ето Ел, Бут Вп 0. (8) 


С» другой сторонь, шесть реберь тетраздра дають начало 
также шести особнм»ь комплексам»: 


і до т, у ГТ 21 і РУ» тора, Потт0; (9) 


ур. (7), (8) и (9) показьвають, какимь образомь, йимбя 
шесть особьхь комплексовь составить координать (7) люба- 
го седьмаго комплекса. Возьмемь теперь шесть каких»ь ланбо 
комплексов»: 


і .5--М,у- У, 2 ХІТ, т 4, паб, (10) 


и еще ОДИНЬ 


Іл Му МА ХІІ т п о- 0; (11) 
тогда шесть вмраженій 
І. Х-НМ, Т- М, 2-Х, ІА, МА, М, (12) 


или им» пропорціональнья, опредбляють собою вев козФфи- 
ціенть: 1, М,.... вь уравненін комплекса (11) и могуть 
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бить принять: за его координать, Таким путем» євязьвают- 
са координать Сауїву и Децібеп'я сь координатами комплекса 
К. Ківіп'я |). Ксла обозначимь черезь А, кратчайшеє раз- 
стовніе, через 2, уголь между осями комплексовь (10) и 
(Й), черезь р, и р--ихь параметри, то билинейная функ- 
ція (12) для зтихь двух» комплексовь пропорціональна вь- 
раженію | 


й, т я, -К( р."К р) со т, (13) 


названному Ківіп'омь о'носительньмь моментом двух» ком- 
шексовь; моменть какого-либо комплекса относительно ше- 
си основньхь комплексовь и суть собственно величин, 
прияимасмья вм за координать комплекса. При р,220, рез) 
вираженіе (13) принимаєть видь Д, Зп 2, , т. е. обращаєтся в» 
отвосительньй моменть двухь прямих», За шесть основньх» 
комплексов» оказьваєтся  найболбе рудобньмь взять шесть 
такихь. чтобьі относительньй моменть каждьхь двух изь 
нихь равнялся нулю, т. е. находящихся вь инволюцій. Одинь 
ізь свонхь мемуаровь 2) Ківіп посвящаєть приложенію кь 
чеханикв, причемьь вкясняєть механическоє значеніе отно- 
сительнаго момента и показьваєть, что если вь уравненін: 


І8-МНУ МУХА МАМ 


прянять 2. Н.... за координать безконечно-малаго пере- 
чБЩенія, то работа систем силь (Х, У,....) при зтомь 
перемвщеній равна нулю. 


Между тбиь какь шло чисто геометрическое развитіє 





1) Ківіп, Р. 2циг Тіеогіє дег Гіпвівп-Соптрієхе дез вгзївп цод 7увівеп 
бтайсв. Мабв- Апо. В4. 11, 1869, р. 198. 

Его-же: Діє айсегавіое Ппеаге Тгапзіогтабіоп дег їіпіво Соогііпабеп. 
ЇМ. р. 366. 

3) Ківіп, Е. Мобіз Беігеіїепій фег /иватштепзеігипс йег Ііпіеп-бею- 
Феїбме шів Фег Месбапік віаггег Когрег. Мар. Апо. 4. ТУ, 18171. 
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теорій линейньхь комплексовь, Мапийївії ") изучаєть кине- 
матику несвободиой пензмвняємой системь. Он'ь показьваєть. 
что шести условій достаточно для того, чтоби такая снисте- 
ма осталась неподвижиой. При пяти условіяхь перембщенієе 
системь виолнбБ опредблено, и точки описьвають тразкторін 
При четьирехь условіяхь точки могуть перембщаться по 
поверхноєтимь, причем'» нормали кь послбднимь веб пере- 
сркають одиБ и тБ-же двв прямьи. Оси вебх»ь такихь пє- 
ремвщеній лежать на цилиндромдіь. При трехь условіях ве5 
точки могуть перембщаться по совсршенно произвольньу» 
направдсніям», за исключеніємь точекь, лежащих» на нбко- 
торомь гиперболойдв, которня описьвають поверхности, Фти 
результать, вь євази сь методом» нормалій, Мапипеїш при- 
мвниль кь решенію весьма многихь геометрических' вопро- 
совь, даже такихь, которье, по справедливому вюмраженію ав- 
пора 2), казалось, входили вь область анализа. Вт зтомь 
отношенін достаточно  упомянуть его работь., касающіяся 
опредбленія радіусовь кривизнь, обобщеніе теоремь Мецяпівг 
и проч. 

Ми обязань Сомову 2) указаніємь связи, какая суще- 
ствуеть между теорієп линейньх» комплексовь и кинемати- 
кой несвободнаго твердаго твла. Сомовь показаль, что каж- 











) МапипБбеіт, А. Еіифе зпг іє «Іеріасетепі ф'йпе Гісипге де Гогах 
іпуагіабів. КВоспвії 4ез Мешоігех Фег Заханіз вігапсега, 6 ХХ. оцтгпаі іх 
Гесоїє Роїуєєсрпідце, са. 43, р. 257. 


Его же: Ргоргібгбв геївбіхея вцх «бріасеп'епів іпійпітепі ребійа ф'н. | 


согра Їогадиає сез Ферілсетепіз пе зопі «єгіпів дие раг диаїге сопдіііоп-. 
Сипрієв гепдиз, Т. БХХИЇ, 1871. 

Его же: 5пг Ївз загіасез Ігаіесіоігез фех роїпіз д'опе бапге де Котис 
іпуагіабів от! Іс фвріасешевиі езі ахзаївібі й дпайїге сопдіййопз. Весшеї) де» 
Зауапіх: вігацуег3, . ХХІ. 

3) Могісе виг Іез ігахацх таїпбтабідцез Че М. А. Маппіеїш, Рагі-. 
1385, р. 8. 

7) Зотоїї, 4. Зпг Іев уіїеввез хігійеПез ф'ипе бдите іпуагіабів, аззи- 
ісИісв А дов бдцабіоно Че сопдййїопа дцвісопдцез фе Когтез ЇШпбаіге. Виї!- 
Ісбіп де ГЗсад. Парбт. Іез всієпсез де 55.-Реїегаїошго, 1512. 


Его же: Раціональная механика, Кинематика. Петербургь, 1872, сгр. 368. | 
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дому условному уравневію, ствсняющему перем'Ббщеніе, со- 
отвбтствуєть линейньй комплексь, обладающій тм» свой- 
ствомь. что возможноє перєм'Вбщеніе зквивалентно вращенію 
вокругь двух'ь какихь-либо его лучей. Четьрем'ь условивімь 
уравненіям'ь  соотввтствують мчетнире комплекса, им'Бющіє, 
какь изввстно, два общих»ь луча, Таким» єбразом'ь веб воз- 
чожння перемщенія такой системн могуть бить произведе- 
ни вращеніями вокругь двухь прямьх. а отсюда непосред- 
ственно н вьитекаєть та теорема Маппівіт'а, по котороп 
нормали кт» поверхностям»ь, описанньим'ь различньми точками, 
должнь пересічь зти дв прямья. 

Мь переходимь теперь кь внсшей степени замбчатель- 
яма работамь 1) англійскаго ученаго КН. 8. Вай'я, собран- 
нимь в его сочиненій ТПе Тівогіє ої Зсгемя, Дибіїп, 1876. 
Первьн восемь главь зтой книги посвящень  соображеніям»ь 
н теоремам»ь, касающимся нли вполиб евободнаго тла, нли 
твла. обладающаго свободой весякой степени, вь оєстальньх»ь 
шести главах» разобрань болбє детально случан тела, обла- 
зающаго опредбленньми степенями свободи. 


Всякое псремівщеніе приводится кь єго каноническому 
виду. т. е. кь винтовому движенію вокругь нвкоторой оси. 
Если со ни ф суть слагающія зтого движенія. то величина- 


Аз . , 
чор и о И Фа, и положенісмь оси винтоваго движенія 
"У 


перемвщеніє вполнв опредбляєтся. Ось еь нанесевньмоь на 
ши уютрвзкомь, равньимь параметру р, назьваєтся винтом'ь, 








') Ван, В. 5, Оп бе зшаїй озсіПабіото ої а Вісі ВоЧу абоші в Гіхеці 
роїоі, Тгапе, об Бе ВКоуа! Ігізп Асаїету. Уоі. ХХІУ, 1870. 

Его-же: ТІє ТіЬвогу ої зсгез--а свошеігіса! заду об (Пе Кіпета: 
Не», вашінігіц, ані віпаїй) озсійабіопз оба Вісід Вофх. Тгапз. ої Ше 
поуа! ТізсСп Асад. Уоі. ХХУ, 18171. 

Его-же: КеввагеПе: іп Ве Рупатіса о" а Кісід Воду фу їРре аїд ої 
Чи; Тпеогу об зсгемв. Ріі| Тгапз. Уоі, 164, 1814, 

Его-же: З5есгем Соогдіпавоз ап Ебеіг арріїсабіопа іо ргобієшз іп (Пе 
Фупапісв ої о Вірі Воду. Тгапз. ої їбе Воузві Ігізсї Асад. У01. ХХУ. 18171. 


ХП И. ЗАНЧЕВСКІЙ. 


такь что для полнаго опредбленія перембщенія кром'Б винта 
вужно знать єще амплитуду «с винтоваго движенія. Обозна- 
чивь винть черезь (ЛГ), ми будемь обозначать всякоє пе- 
ремвщеніє символом» (Г, а) |). 

Всякая система силь приводится кь ей канонической 
формбв, т. є. кь силь ДБ и парв момента (7, ось ко- 


торой парадлельна силь. Ось парь єв нанесенньмь на 
, Д 

ней отрезкомт, равнммг параметру ., 7- р, називають вин" 
томь, н мь можем'ь сказать, что всякая система силь ха: 
рактеризуєтся винтомь (С) и силой Б. и будемь обозначать 
ее символом» (С, Б) 2). 

Пусть на тло. обладающеє  перемещенієм» (Г, ас) 
лгйствуєть система силь (С, Й); тогда, какь 9то бьло по- 
казано еще Ківіп'омь, работа силь будеть: 


(р-р т) с08 р-ЬА звіт ж)К дос К Мф. 20,.,.. 
Символ» 


20 р --( рт) со жД зт 


играєть очень важную роль во всем» сочиненій и назьваєт- 
ся возможньмь козФФиИцієнтомь. Онь совершенно симметри" 
чень относительно обойхь винтов»ь, и равенство его нулю 
есть условіє равновбвсія силь, приложенньих» кь тблу. для 
котораго (Гу) есть единственно возможноє перем'щеніє. 
Два винта, возможньй козФФиціенть которихь равень нулю. 
назьваются взаймньми. 


ШПусть твло несвободно, и (Г, ) есть единственньй винть- 
вокругь котораго оно может» вращаться; тогда говорять. что 


1) Совожупность двух» перемвщеній (ЛГ, до), представляющую злемен 
терноєе винтовоє движеніє, Ва! назьшваяєть словом іхуїві, которому иівть со- 
отвітсетвующаго в» русском» язьке. 

3) Совокупность (С, В) Ваіі назьваєть словом'ь уугепср, подобрать ко- 
торому соотввтствующее в» русском» язьів еще труднве, чім слову бутіз! 
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тво обладаєть свободой | 1-ой шєтепени. Кели кромв винта 
(ГЛ) єсть еще одинь (Г.), то твло обладаєть свободой 2-ой 
степени. Но вь таком'ь случав есть еще безчисаєнноє мно- 
кество винтовь, вокрусь которьхь твло может» вращаться, 
и веб они лежать на цилиндрондв. «Іюбне два винта цилин- 
она служать для характеристики євободь тіла и считаются 
независимьіми. Продолжая также дазве, Ва! характеризуєть вся- 
кую свободу движенія тіла чиєломь п незавиєнмьхь винтов', 
вокругь которьихь тБло можеть вращаться; веб-же вообще 
віть, вокругь которьіхь оно можеть вращаться, образують 
печленную группу. Тбло, обладающеє євободой б-ой степе- 
пи, вполн5 свободно. 


Хотя для характеристики свободь движенія можно взять | 
"олюбьхь независимьхь винтовь, вокругь которьхь можеть 
кращаться тбло, однако вьчисленія значительно упрощают- 
ся, если зти тп винтовь совзаймнь. Вьберемь одну та- 
кую группу винтовь (Є,),....(С,); тогда Всякому возмож- 
ному перембщенію (Г.І) соєстввтствуєть одна система 
везичинь у. - "5, Такого євойства, что перем'бщеніе 
(Г Фо) зквивалентно совокупиости перембщеній (С. Че», ),- - 
..(С, , азз,). 

Всякая система силь (Є,,/,), приложенная кь несво- 
бодному тлу, разлагаєтся на двб системь ( С, БК) и (С",Б7), 
ізь которьіхь одной соотвбтетвуєть винть (С), принадлежа- 
щій кь групоб винтовть (С, ), ...(С,), винть-же (С") другой 
системю | принадлежить кь групів винтов»ь, взанмньх» сь 
винтамн свободь. Сиєтема силь (С",Б') уничтожаєтся реак- 
діями связей, а система (С, Б), назьваєман сведенной, мо- 
кеть бить разложена на т системь (4, , В. ),....(С,, В). 
Везичинь о, - - - - Чо, назнваются косьми координатами пе- 
рембщенія (Г, Фо), а величини В. ,... Ї,--косьми коорди- 
натами сведенной системн силь (0, Б). 

Каждому винту (Г) перемвщенія соотвбтетвуєть одинь 
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винть (С), винть мгновенньхь силь, способньхь в теченіє 
злемента времени «І сообщить тлу, находящемуєяй вь по- 
коБ, то переміщеніе, которьмь оно обладаєть. Вь т5Баб. об- 
ладающемь свободой м-ой єтепени, есть п винтов», обладаю- 
о щих» тви", свойством'ь, что перембщенію вокругь каждаго 
изь них» соотвБтетвуєть винть мгновенньхь силь тожде- 
ственньй сь винтом' перемвщенія. Таків винть назвваются 
главньми винтами ннерцій. В» случав тбла вполнбф свободнаго, 
шесть главньх» винтовь инерцій лежать на осях. зллипсома 
инерцій и имбють параметрь фа, 2, Же, если а, О, с 
главньє радіуєвм инерцій. Принивь главнье винть инерцій за 
координатнне винть (Є, )....-(С,), мм представим'ь кинетиче- 
скую знергію какого-либо перем'бщенія вь видб суммь п кнад- 
ратовт. 


Переходя затим» кт» двйствію непрерьвнихь силь, Ва!! 
останавливаєтся на случав сиєтемь консервативной и, пре: 
полаган, что тБло исходить изь положеній устойчиваго рав- 
новвсія, представляєть потенціальную знергію вь видБ квад- 
ратной Функцін от» координать перембщенія. Каждому пе- 
рембщенію изь положенія устойчиваго равновБсія собтвбі 
ствуеть кромв винта (/") перембщенія еще два винта: винть 
(С) мгновеннихь силь й винть (С) непрерьвньхь єведен- 
ньх» силь. Вь твалБ, обладающем'ь євободой л1-ой степени, 


есть т ВИНТОВ'Ь Такого євойства, что, принявь ихь. за вин- 


ть перемБбщенія, мь пнолучаємь им» соотвбтствующіє винть 


непрервівньіхь силь сь ними тождественньми. Фто--главнье 
винть потенціала; принявь главнья вичть потенціала за ко- 
ординатине винть, Ва! представляєть потенціальную знергію 
перемвщенія в» видб суммь 7 квадратов». 


Кромб зтой группь винтовь есть еще другая-- такого 
свойства, что, принявь какой-либо изь вя винтовь за винть 
перемвщенія, ми получим'ь для винтовь силь непрерьвньх в н 
мгновенньхь одинь и тоть-же винть; зто--винть гармонич- 


І 
| 


| 
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зме. Виведем'ь тБло шуь положенія уєтойчиваго равновбсія, 
сообщивь ему нфкоторую ампантуду «со вокруг» одного 
із гарионичньхоь винтовь. Равповфсіє нарушится, п явят- 
я непрерввнья (спль, которья  видонамьнить сообщеннов 
грлу движеніє. Но такь какь винть зтихь непрерьвньхь 
силь тождествень сьо вивтомь силь мгновенньх»ь, то онб 
будуть вліять лишь на амплитуду. но никакь не на самьй 
вить лерем'вщенія, так» что тбло будеть продолжать вра- 
щаться вокругь гармоничнаго винта. совершая вокругь не- 
Го мазья колебанія. 

Пользуясь свойствами гармоничньхт винтов'ь, Ваії строить 
н ннтегрируєть общія диФференціальнья уравненія движенія 
тла. вьходящаго низь положенія устойчиваго равновбсія, за- 
шача, рвіенная вь иномь видБ еще Ідогапєв'ємь вт его 
Месапідпе апаїубідте. 

Бнло-бь неумбетно в» зтом» кратком»ь обозрінін е00б- 
щать болмве подробно содержаніє работь ВаП'я; нам'ь остаєт- 
«я только отослать читателя нли кь сочиненію Тв ТПсогів 
ої Зсгечі8, мли кь прекрасно написанному мемуару |) Ків'їег'а 
ПІБ зто сочиненіе излагаєтся болве детально. 

Что касаєтся метода, которьмь пользуєтся Ва!!, то 
нувбно сказать, что ничего общаго сь методомь РІйсоког'а 
онь не нмбеть; существенную роль у него играєть цилин- 
ірондь и понятіє 0 взаймньхь винтахь. 


ПЛ Р ОРЕ Р р Р 


1) Еіефіег, У". Єєопіігіз шиф беогтеспапік, Кіпе Гебегвісіі лиг 
Хеппгієнопоє їБгев Доигаттепіавпдез пасП  ввіпег  уереплуйтіїкеп Епі- 
«іекеішор. УіегівіраБгасігігь дег 7йгіспег Хабигіотвсб. Сезейспаво, Забге, 
ізіб6,. Си. также ііоцчійе, Фойгпа!. 3-тв зегіє 5. ЇХ. ап 1878. гдВ зта статья 
хчещена вь переводів на ерпниузскій язьікь. 

Наяболіве существеннья черть теорій Ваїй'я изложень также вт книг5 
зрей'н: У еогів дег Вемесипя под фег Кгііїє, І віргіс. 1880, ТЬ. НІ, Сар. 
Х, ТьЬ. 1У, Сар. ХІІ. 
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Изь всего вьшеиззоженнаго видно, что чисто геометри- 
ческой теорій винтовь вт собственномт сємнсяв зтого слова 
не существуєть. 

Рійскег даль аналитическую теорію линейньхь комплек- 
совь и такимь путем'ь окончательно связаль кинематику с» 
статикой, но его теорія групи» осталась неясной для меха- 
ники. Ківіп, продолжая работу РІісКег'а, держится опять чи- 
сто геометрической єторонь и только вь одномь мемуарб 
указиваєть на механическоєе значеніе возможнаго козФеиціен- 
та. Сь другой єторонь, МапипПпеїт вь кинематикБ несвобод- 
наго твердаго  тбла  получаєть  поверхности, найденнья 
Рійскег'омь, Б хотя ЄСомовь и развисняєть связь работ» 
Маппівіш'а сь теорієй линейньхь комплексов», но благодаря 
тому что понятівє о винтБ установлено не било, зта євязь 
не остаєтся впозн5 ясной. Наконець Ва!ї вь своєм' сочи- 
неній ограничиваєтся лишь зам'чаніями, что многія доказан- 
нья им» теоремь встрвчаются и вь изелвдованіяхь РійсКег а 
и Ківіп'а. | 

Миь нисколько не думаєм», что пробіль, которьє таким» 
образом» оказвіваются в» теорій винтовь, вь смисл отсут- 
ствія до конца проведенной ея связи сь теоріей линейньх» 
комплексовь, явлались-бьї результатом» трудности задачи. Но 
нам» казалось, что разь такой проббагь зам'Бчаєтся, его сль- 
дуеть пополнить, а потому мь и взяли на себя зтоть труд». 
Наконець полньй недостатокь  сочиненій по теорій вив- 
товь не только у нас», но и за границей, подаль намь надеж- 
ду на хотя нБеколько снисходительную оцінку нашей работи, 


Ото сочиненіє разбиваєтся на три главні, изь конх'ь по- 
слвдняя посвящена приложеніямт». 


Вь главв Ї изложена по методу РійсКег'а теорія век- 
торовь и линейнаго комплекса 1-го порядка. Туть-же дано 
понятіє о винтБв, его коордннатахь. координатахь его оси, 
обь относительномь моментів двухь винтовь и о связи, су: 
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ществующей между двумя системами векторовь, опредБляю- 
щихь два взаймньхь винта "). 

Глава Ш посвящена группамь винтовь, причемь 6 21, 
составляющій какь-бь введеніе, указнваєть на связь сь о01- 
ной сторонь: между группами винтовь и сложенієм»ь єпстемь 
векторовт, є» другой сторонь между группой винтов» и группой 
компаексовь; адфсь же дано условіє независимости п винтов. 
Вь теорін группь винтовь мь остановились болбе детально на 
групиБ трехчленной и разобрали нвкоторне частнье случан, 
еще не раземотр5ннье; группь четирехчленная п пятичленная, 
овущеннья РІйсКег'ом»ь, изслвдовань єго методом»ь. Указавь 
на связь между двумя группами взанмньхь винтов», мм пе- 
реходимь шкь косьмь координатам» и доказьваємь затбиь 
свойства шести совзаймньх»ь винтовь, указаннья Кіеіп'омь 
я Вай'ємь. Остальнне 66 зтой глави посвященн п-членной 
груштв; здвеь дане условіє независимости п, винтов» групп 
вь косьхь координатахь и указано, какимь образомь низь 
п-членной группь можно вьбрать т совзаймньх»ь винтов'», 

При изложеній приложеній теорій винтовь, Вь главБ 
ШІ, предпологались извбстинми лишь самня злементарння тео- 
реми, какови напр. правила паралтелограмма силь й вра- 
щеній, значеніе парьм вращеній вь кинематикв й проч. Вь 
96 49 и 50 указано значеніє групиь винтовь вь кинематикб 
несвободнаго твла и доказань извбстнья теоремь ЄПазівз'а и 
Мапобеішт'я; вь остальнихь 86 изложена теорія Ваї'я, при- 
чемь мно ограничились разсмотрбніємь лишь общаго случая 
тла, обладающаго свободой тп-ой степени. 

Теорема обь т главинхь винтахь инерцій вь 5 53 
доказана нначе чвмь у ВаЙ'я по слвдуюшим'ь причинам». Ваї! 
доказьваєть єє два раза: вь первьй разь вь 8 57, второй 
разь--вь 86 143. Первое изь зтихь доказательств», осно- 
ваяное на разесчетів числа условій, которьімь должнь удовле- 
творять т. главіьх»ь винтовь инерцій (они должн біїть со- 


1) то свясь веноєредственно вьтеваєть изь работь Сомова. 





о ТТГ У 
.« Сто й о 
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взапинь: и сопраженіь), можно єчитать только приблизитедь- 
ньмь, такь какь легко могло-бь случиться, что только мни- 
мне винть способин удовлетворить поставленньм'ь условіям», 
между твмь вопрось идеть о дБйствительности таких" внн- 
товь. Что касаєтся до доказательства 8 143, то є одной 
сторонь опо показало-бн, что такіє внять существують, но 
существешиня Пхь свойства совзаймности и сопряженности 
не били-бь доказань, сь другой сторонь само доказательство 
страдаєть вь двухь отношеніях». Бо первьхь, послБ умно- 
женія основньхь уравненій на а,ь 2. ,.. .. и сложенія нс- 
чезновеніе членовь Ум, ї, Уа» --- Обьясняєтся взания- 
ностью винтовь а и 3, а й и, между тьмь какть условіа 
взанмности отихь внитовь суть: 


У р.а, х, ях 0, У р. апиьте0,.... 


во вторьмх», вопрось приводится кь уравненію лі-ой єтешени 
относительно / вида 


че 


но ре0, (11) 
Аа 9 А, 929 9» А --РЙ 


вещественность корпей котораго требусть доказательства. У рав: 
неніє такого вида встрвчаются у ВаП'я швеколько раз» (58 71, 
5 75, 5 35, 8 143) п, можно сказать, есть основноє урав- 
неніс весії его теорій, между твиз обь условіях»ь веществей- 
носги корней его п о внполненін зтих»ь условій в» каждомь 
дацномь случав ше говорится ни слова. На стр. 68, гаБ 
зто уравненіє ветрвчаєтси в» первьй разь, ВаН вь вьмоскб 
замьчаєть, что корни его веБв дбБиствительнь., и ссьлаєтся 
при втомь на 5 44 Баїшоп'з Нісбег Дісерга, гав ндеть речь 

" только о частномь видБ такого уравненія, пменно обь урав- 
пенік ввковомь, корни котораго всегда двійствительньи, меж- 
ду твмь достаточно взять уравненіе 





«р! 
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2-4,2 | 
2  ,1-4АГ 


чобюоубвлиться, что корни уравненія вида (14) могуть 
бить и мнимь. 

Вь теорій алгебранческихь уравненій нам не прихо- 
шось встрвчать оусловій, при которьхь уревненіє (14) 
ніеть вещественнье корни, но нам'ь изввстна одна теоре- 
ча Кгопескег'а "), касающанся пучка квадратичньхь Форм», 
івь которой зти условія непосредственно витекають. 

Какую-либо квадратичную форму о т перемінних: 


Кана о УА аия, (15) 


вазувають опредбленной, если она можеть бить представле- 
на вь виДБ 


ЕХ... ЕХ, 


по 2.....б,--вев одпнаковьхь знаковь, а Х. .....Х, ли- 
ння о независимня между собою функцій перембнньх»ь 


ло...» Если Ди? суть двб квадратичньй Формь однбхь 


ї тБхь-же перемБиннх'ь, то 


Її оз, 


 ПЕи й о нринимають воБ дбйствительнья значенія, состав- 
оїють пучекь квадраточньхт Формт. 





Обозначимь черезь А инварьянть пучка; тогда 
д те 0 


єть уравненіе п-ой єтепепи относительно отношенія Ф:и. 
Теорема Кгопескега говорить, что если зто уравненіє имбеть 
хотя одинь мнимьй корень, то нт» ни одної опредбленной 
рим вь пучкв м/о. 


') Кгопескег, Даг ТПеогіо йег Шпеагеп цпі диадгабізспеп Когтеп. 


 Уеваізіегісьів йфег Асад. фег УУізвепзсрабіеп ги Вегійп 7. 1888, р. 339. 
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Принявь за / еорму (15), а за р еорму 
Кая 


ф я ) рива 
Кз 1 
получимь пучекь: 


цІ-роразі( А 22 )22-324 ис : 
в обозначивь "є, п уравнявь нулю инварьянть пучка, 
и 


получим» ур. (15). Допустимь теперь, что опредбантель 


У РИДААИНУ М 
УЛИДИАИНУ 1 
и веб его главнне минорн 
Аноно о 
урни рр 
ЛАДУ М 


положительнь; тогда, такь какь Форма / можеть бить пред- 


ставлена вь видб') і 


Лаз ри Х,-. аж ХХ, 
1 





то вь пучкБ есть одна опредбленная Форма, сооствітствую- 
щая юе-0, а елбдовательно корни ур. (14) всв должни 
бить двйствительнь. ти условія всегда вьшолняются вь тео- 
рій ВаП'я, а потому результать, полученние им, остают- 
ся вь Силб. 


И. Занчевсскій. | 
Одесса, 15-го марта 1889 г. 





1) Зеггеі, Сопагв Ф'вірьбге зарбгіецге. Рагіз 1333. Т. І, р. 561. 








Глава Ї. 
Теорія векторовь. Линейньй комілекнсь. 


Винть. 





8 1. Вь вектор различають его величину, направленів, 
Положеніє и знакь. Направленіє вектора есть направленів пря- 
чой, на которой онь лежить; положенів его опредбляєтся по- 
локенівмь зтой прямой вт пространствів и положенівнь его на 
зой прямої, звакь --- стрвлкой, ведущей оть начала его кт 
юнцу. Вектори АВ и ВА--противнихь знаков». 

Два вектора, ниВющів одикаковне величини й знаки и ле- 
защів на параллельнихь прамнхв, назнваются геометрически 
звиний; есля парадлельння прямня совпадають, то векторні 
счтаются однозначущими, или зквивалентними. 

Два вектора, лежащів на пересвкающихся прямихь, мо- 
гуть бить сложенн в» одинь по правилу параллелограмиа, От- 
сюда витекаєть правило сложенія двухь параллельньхь век- 
тровь, правило, веприхбнимов лишь вв томь случабй, когда 
два параллельних» вектора равни по величині, но противни по 
зву. Таків два вектора составляють неприводимую пару. Со- 
спвивь пронзведенів изь общей велячинн векторовь, входя- 
цяхь вь пару, на ихь взаймнов разстоянів, отложимь 9то про- 
тведенів вт» виді отрізка ка нормали кь плоскости парн, по 
тб вя єторон'в, сь которой наблюдателю, стоящему ногами у по- 


1 


ій 
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дотви нормали й опирающенуся на зту нормаль, направленіє 
стрвлокь векторов», составляющихь пару, кажется йдущимг по 
движенію часовой стрілки. Такой отрізокь назнваєтся момен- 
томі пари. Дві парьм., нибющія геометрически равине момен- 
тн, зквивалентни. Дві парн могуть бить сложенн в одну, мо- 
хенть которой получаєтся сложеніємь даннихь моментов'ь по 
правилу параялелограмиа. 

Все, изложенноє до бихь порь, представляєть отчаєти 
опреділенія, отчасти теоремн; над» доказательством'ь послід- 
них» мн останавливаться не будем 1). 

8 2. Возьмемь гдб нибудь в» пространстві систему трехь 
взанино перпендикулярннхь осей координать Оху (фнг. 1) 
и разсмотримь какой либо векторь А,4А; координати точекь 
А, и А пусть будуть (г, у, 2,) и (ту2). Разложивь вектор» 
по трем'ь направженіямь, параллельннм»ь осям координать, по- 
лучимь слагающія 2, У 2»- Разсмотримь одну низь них, 
напр. 2,. Отложивь на оси 02, оть точки О, два вектора, 
равнихь по величині 2,, НО прямо противуположнихь, полу- 
чим» виїсто вектора 2,, приложеннаго кь точкв А, єму гео- 
метрически равний, но приложенний кь точкв О, и пару мо- 
мента 2,.ОВ. дтоть моменть лежить вт плоскости 2Оу й на- 
правлень перпендикулярно кь Об вь сторону, указанную на 
чертежів стрвлкой. Косинусни угловь, образувинхь 8тимь на- 
правленівмь сь осями О2 и Оу. суть: 


а потому слагающія момента по тіиз-же осямь будуть: 
Ул Зо» З біо 
точно также вивсто вокторовь 2, й У, приложениихь кь точ- 


1) См. ХУ. Зсїеі. ТЬеогів дег Возуесипє ипд Чвг Кгйбе, Ї, еіргіс. 
1519. ВА, І. Саг. І. 
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кВ ОА, получийь векторн 2, и У, геометрическая равнне пер- 
вим, но придоженннио кь точкв О, я дві парн. Слагающія 
овента первой парм на осяхь Оу и Ог суть: 


3 То» У о: 
сагающія момента второй парн на осяхь 02 и Ох равнн: 
З Ус» "2105: 
(кладнвал моменти, лежащів на тіВхт-же осяхь, получавуг: 
іуз-У,2ро ЗУ з ПТО о ПотТ рт о (1) 


Пара, номенть которой имбеть свойми слагающими по осям» 
координать внраженія (1), и векторь, геометрически равний 
вектору А, 4, но проходящій черезь точку О, зквивалентни век- 
тору 4,4. Если вибїсто прозкцій г, У, 25 ВВОедежь разности 
соотвітствующихь координать конца и начала вектора, то бу- 
день киїть такихь шесть внраженій: 


зо і КН Лк ди. ПЛ (9) 


Между 9тими шестью величинами существуєть тождествен- 
нов соотнотенів: 


і Фо Етодо  Погогт0, (3) 


означающее, что моменть пари перпендикулярень кь вектору. 
Обратно, нифя тівсть величин: 


205 Урз 20» Їоз То То (4) 


(язь котормхь три первихь не весв нули), удовлетворяющих со- 
отношенію (3), ин можемь постройть векторь, которнй по 0т- 


ХХІХ И. ЗАНЧЕВСКІЙ 


винт» (С), вить мгиовенньхь силь, способньхь вт теченіє 
злемента времени «І сообщить тблу, находящемуєй вь 1ю- 
коб, то переміщеніе, которьмь оно обладаєт»ь. Вь таб. об. 
ладающемь свободой 2-ой гтепени, есть п винтовь, обладаю- 
ощихь тБм', свойствомь, что перемвщенію вокругь каждаго 
изь них» соботвбтетвуєть винть мгновенньхь сна» тож/е- 
ственньй сь виптом'ь перемвщенія. Такіе винть назьтваются 
главньми винтами инерціи. Вь случав тбла вполиб свободнаго, | 
шесть главньхь винтовь инерцій лежать на осях зллипсома 
инерцій и имбють параметрь ба, Ж. фс, если а, В. с: 
главньє радіусм инерцій. Шринявь главнье винть инерцін за 
координатнье винть (С, ).....(С,), мь представимь кинетиче- | 
скую знергію какого-либо перем'бщенія вь видв суммь п кад 
ратовт. 





Переходя затбмь кь двиствію непрерьвнихь силь, Ваї! 
останавливаєтся на случав системь консервативной и; пред 
полагая, что тло исходить низь положеній устойчиваго рав- 
новьсія, представляєть потенціальную знергію в видБ квад- 
ратной Функцін оть координать перембщенія. Каждому пе- 
ремвщенію изь положеніа устойчиваго равновБсія соотебт 
ствуєть кромв винта (/) перем'бщенія еще два вінта: винть 
(С) мгновенньхь силь и винть ((") непрерьвньхь єведен- 
ньх»ь силь. Вь тБаБ, обладающем'ь євободой лі-ой степені, 
есть т, винтоОвь такого свойства. что, принявь их» за вті- 
ть перемвщенія, мь получаємь ймь соотвбтетвующіє винть 
непрерьвньх»ь силь сь ними тождественньми. Фто--главнье 
винть потенціала; принявь главнья винть потенціала за ко- 
ординатнье винть, Ва! представляєть потенціальную знергію 
перемвщенія вт видБ суммь 2 квадратовт. 


Кромб зтой группь винтовь єєть еще другая-- такого 
свойства, что, принявь какой-либо изь вя винтовь за винть 
перемвщенія, мь получим'ь для винтовь силь непрерьівньшжх'ь п 
мгновенньх»ь одинь и тоть-же винть; зто--винтіи гармонич- 
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ньо. Диведем'ь трло шуь положенін устоячиваго равновесія, 
собщивь ему нбкоторую ампантулу «зо вокругт одного 
уз гармоничньхоь винтовь. Равновбфсіє нарушится, п явят- 
гя непреривнья (силь. которья (овидопамьнять  сообщеннос 
тьзлу движевніє. Но такь какь виніь зтихь непрерьвньхь 
силь тождествень сь вивтомь силь мгновенньхь, то онб 
будуть вліять лишь на амплитуду, но никакь не на самьй 
вить лерем'бщенія, такь что тбло будеть продолжать вра- 
щоться вокругь гармопичнаго винта. совершая вокругь не- 
го малня колебанія. 


Пользуясь свойствами гармоничньхт винтов», Ва! строит»ь 
ії витегрируєть общія диФФеренціальнья уравненія движенія 
тва. виходящаго изь положенія устойчиваго равновбсія, за- 
дача, рвіленнав вь нномь видБ еще Ідосгапав'ємь вь его 
Месапідне апаїубідте. 

Било-бь неумбетно вь зтом' краткомь обозртнін сооб- 
щать болве подробно содержаніє работь ВаП'я; нам'ь остаєт- 
«я тозько отослать читателя нли кь сочиненію ТІів ТТПоогів 
ої Устетж8, или кт» прекрасно написанному мемуару !) КівіЇег'а 
5 зто сочиненіе нзлагаєтся болбе детально. 

Что касаєтся метода, которьим»ь пользуєтся Ваії, то 
нужно сказать, что ничего общаго сь методом'ь РІйсКог'а 
об не нмбеть; существенную роль у него играєть цилин- 
ірондь и понятіє о взаймньхь винтахт. 


ою а нн ам 10 а 





1) Кієдівг. УУ. Сеотоеїгіз шип беотеспопік. Кіпе Бефетвісі! цг 
Кеплагієнопоє їбгев Дахаттепбапдев 0(пясії оввіпег  керермуйтіїцеп Епі- 
тіткеїшор. Уіегіефяабтасігігь дег 7йгіспег Хаїагіогзср. Сезейсраї, Зате, 
і)6, Си. также Ріоцхійе, Фойгпа. З-те хегіє 6. ЇМ. апо 1878. гді зта статья 
икщена вь переводів на еранцузекій язнік»ь. 

Неаяпболбе сущестяеннья черть теорій Вай'я изложенм также вт книгБ 
угоей'я: ТЬєогіе дег Веметипс пп дег Кгібіє, Івіргіс. 1880, ТЬ. ПІ, Сау. 
Х, Ть. ЇЇ, Сар. Х.ІЩ. 
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В» форнулахв (2) ділаємь сявдующія подетановки: 


п не а'с05ф-- У вто 
у се а'зіпф-р у'совф 


шаг , 
тогда получимь: 
І І г 
пото 08 Ф--У тт, 
! г ї 
Уртбобт У бор, 


297-770 з 


ЙИзиїняя в»ь круговомь порядкб 


із я Й дбозф--т'озт р 
тот ф-т (9) 


І 


СУКВНОоХо Уду 20» Їо» Но» По» 


получаємь формули преобразованія при вращеній вокругь осей 
Ох я Оу. Такь, если повернень оси вокругь Оу на уголь-, 
то будем иибть: 


іс се ЇЙ софт от 
тут-то (10) 


у ? . 
Хотоб бо8ф-Р2ятф , 
урччУ о з 


ниві Фр г'со8ф, поет ф рт" со8 ф 


84. Подь относительньма моментома Фдеу.сь векторові 
мн будень подразум'Ввать тесть разь взятий обьемь пирамидн, 
построенной на зтихь векторахь, какь на  противуположнихь 
ребрах», обьемь, взятий сь надлежащимь знакомь. Если обо- 
значить черезь "и г, величинн векторовь, черезь а--кратчай- 
плісе разстоянів, черезь фр -- уголь между кими, то получим» 
для момента внраженіе: 


"т Ф.зто, 


(11) 


знакь котораго опреділяєть знакт момента. Сь другой сторони, 
если обозначить черезь (х, У, 2) о (Я У, са) координатн 
' ро 
конца и начала одного йзь векторовь, а черезь (х", У, 21) 
| 
я (2":У 2 з)--ТО-Же для второго, то, какь язвістно Г), тесть 


:) За шоп --Рівдїізг. Апаїубізепе Сзотогів дев Каашаз, Івіргіг. 1819. 5 31 
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разь взятий обвемь пирамидн, имібющей зти точки своими вер- 
тивани, равень опреділителю: 


то У з 2 » 1 
ха з Уз з 2 » 1 
1 
1 


- 


І І 
Та У1з 


! ! 
с. Уа 2 


17 
І 
2 5 


дтоть опред'влитель можно написать вь иномь виді: 


Ого У Уа 2 ба а" ої у-ту 24-7ба 
лего ЕЛЬ Ся ЛЬКИ ЛЬ ЕЛ | 
хг уз 2", т, Уз 22 
Расеривая каждний язь полученнихь опредВлителей по злемен- 
такь первой горизонтали, получимь для момента внражонів; 


тої о КуУрт'ь Барто Кіото то (12) 


в (хо Уь-- -.) й (25 о - - - -)- -КООрдинатн двух векторовт. 

Вь вираженій (11) множитель І .8ітр зависить только оть 
относятельнаго положенія прямнхт», на которнхь лежать век- 
тору, и вазнваєтся отеносительньима моментомо двуг5 тоямиьха. 
Оєь получаєтся слідовательно изь момента двухть векторов, 
раздбленіємь послідняго на произведенів величинь векторовт. 
Обратно, если данн дві5 пряння АВ и С, то для полученія 
Яхь момента нужно представить себб на нихь отложенними 
(вь направленій АВ я СД) два вектора, оба равнне единиці, 
я составить относительний моменть зтихь векторовь. Цодь мо- 
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т 


ментом» вектора у относительно прямой АБ подразужваєтся 
относительний моменть векторовь т и другого, равнаго едини- 
ці, лежащаго на 48 вь направленій оть А кь 0. 
Внраженів (віт р можеть бить только тогда нулем», когда 
двв прячня пересфкаются или параллельнь. Такимь образом» 
мн нмбфемь таков условів пересіченія (вь конечной или без- 
конечно удаленной точкВ) двухь прямнхь, координати которнхт 


суть (9.5 оз: 2) Н (Х'оу Уве--»); 
іо ЕТОЇ'о Того о УСТ оо ото 0 (13) 


8 5. Пусть имфень вь пространствв безчисленнов мно- 
жество вектороввь. Каждий язь нихь можеть бить зам'внень 
теометрически равннизь вму векторомь, но приложенннмь єкт 
точкв О, начал коордипать, и парой опреділеннаго момента. 
Окладнвая затьмь векторн, приложеннне кь точків 0, по пра- 
вилу мноїюуюльника, получить одянь, такь казьваємній, алав- 
ньй вектора относительно точки 0; складнвая моменти пар» 
по тому-же правилу, получаємь одинь моменть, назьваємній 
злавньма моментом» относительно точки О. Главний вектор» 
и главний моменть суть злементрьй приведенія системні векто- 
ровь кь точкв О. Коли обозначимь черезь а,» Удо Є0з Їдо ох По 
координати одного какого-либо йзь них», то 


Хазбао РенХуд Де аФ 


гдв суммированье распространяєтся по вебиь вектора», бу- 
дуть прозкцій на осяхь координать главнаго вектора; величи- 
на его равна 





веру жи, 15) 
а косинусь углов, образувинхь ям сь осями координать, суть: 
ХО у 2 


В'В'В? 
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точно также прозкцій Ілавнаго жомента на о0сяхь коордикать 
а: | 
Іе 51, , Ме-Уту» МезУту; (16) 


величина главнаго момента 


аорта ма ма, ат) 


а косинусм угховь, образувинхь имь сь координатньмй осями, 
равин : 


Такимь образомь мн будемь нивть в» точкв О два от- 
убзка, изь конхт одинь--гтлавний векторь, другой - главний 
нокенть, наклоненнне другь кь другу подь угломт, опреді- 
пеки уравненісм»: 


Шесть суши 
ХУІДГИм (19) 


ногуть бить казвани координатами системь векторовз. 

Дві системн векторовь, икБющія тв-же коордипатн, другь 
дріту зввиваленть. 

Очевидно, какь главний швекторр, такь и главний мо- 
Хенть ке мфнають свойхь значеній при изиїненій направленія 
сеї; оставтся поотому посмотрівть, какь нзміняются зти вели- 
чннн при изибненій начала координатт, но при сохраненій на- 
правленія осей. Обозначивь черезь (а, ф., с) координати новаго 
начала, а черезь Х), У'..... вовня координати системи век- 
Торовь, будень ямійть по формулань (14), (16) и (8): 
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еХ, Ре, Де 
ІхаІ/ЗЬК'--ої, мам адек, Ме М'-раї'-ьХ) 


отсюда: 

При переходів оть одной точки приведенія кь другой 
главний векторь остаєтся себі гвомотрически равнимь; глав- 
"ній моменть вообще мбняєть свою величину, однако при двя- 
жоній начала по прямой 


а: б: с яз Х: ТУ: 4, 


на которой лежить главний вектор», главньий моменть остаєтся 
также себі5 геометрически равини». 
Кромі того им'бем»: 


ІХ--МУ МАМ ХО М'У МО, 


т. 6. внраженіє (18) не м'бняєтся при изибвненік начала; 
а такь какь оно, будучи равно проязведенію ВС соз (В С), ке 
м'івняєтся также при изийненій направленія осей, то назнваєтся 
позтому «нварьянтома системи векторов». 

8 6. Случай, когда инварьянть равень нулю, могуть бить 
слвдующимь образомь классифицированн : 

1) Коли: Хаз Усе Й ее Іс Маз Мас, то говорять, что 
данная система векторовь зквивалентна нулю, что равносильно 
полному отсутствію векторовт». 


2) Хе У що 2 ще 0, ко низь координать І, М. М не 


вс нули; в» 9том'ь случаї система векторов'ь зквивалентна па- 


рі опреділеннаго момента. 


3) Сюда входять ве остальнив случан, при которнхь ./. 


есть нуль. Такь какь координати системн векторовь удовле- 
творяють тому-же соотношенію (3), каков имбеть м'всто между 
поордянатами вектора, то можно найти такой векторь, коор- 
динати котораго равнн: 
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а Х, у, 22 ін, тн М, п У; 


ханная система векторовь азквивалентна зтому одному вектору. 
Ур. (18) показнваєть, что при зтомь или 


Се б, 


ни главний векторь перпендикулярень кь главному моменту, 
что биваєть, напр., тогда, когда веб векторн лежать вь одной 
шоскости. Ото-же иміеть шфсто вт систем параллельннх век- 
торовь, когда главний векторь отличень оть нуля. Вь самомь 
двлф, направивь ось О2 параллельно общему направленію век- 
торовь, будень нибть: 


Хо 0, Усе 0, Має 0, 
а сябдовательно й 
ІХ- МТ У2-- 0. 


8 7. Если взять сумиу моментов»ь векторовь систем от- 
носительно одного и того-же вектора, то получнизь внраженіе 


Іхо Р Му, М2а ЕХ, т, ту (20) 


назнваєнов моментома системи относительно вектора (25 Уду----) 
(унха трехь первнхь бслагаємнхь єсть моменть главнаго мо- 
лента, 8 сунма трехь посліднихь слагавинхь есть моменть 
главнаго вектора относительно одного и того-же вектора. Цоло- 
хикь вь уравненій (20): 


то-Х, у,-ТЇ, 2,124, істоту); 


тогда получямь инварьянть ./ инварьянть системн равень мо 
ченту системн векторов» относительно тлавнаго вектора. Коли 
предположим», что вв внраженій (20) координати (а, У, 2) 
"довлетворяють уравненію | 


п РУ Раз 1, (21) 


12 и. ЗАНЧЕВСКІЙ. 


т. 6. величина вектора равна единиці, то оно представить мо- 


менть системн ютносбительно прямой, на которой лежить век. 


тор. 

Для того чтобн система векторов била зквивахентна нулю, 
необходимо и достаточно, чтобни моменть систем относительно 
всякой прямой пространства биль нуль. 


Дбйствительно, если пря вебхь зкаченіяхь ор Уду 2 


удовлетворяющихь уравненію (21), и при всякихь і, то її 
нифеть місто уравненів: 


Іл, Му, Ма Хі, т, т, 0, 


ТО ПОЛОЖИМ'Ь; 


тогда получим»: 


Точно также убідиися, что 
«0, Мо-б, 


а затіиь, что и остальнне козффицівнти суть нули (8 6). 


5 8. Если инварьянть отличень оть нуля, то система 
векторовь не зквивалентна одному вектору. Но в» такомь слу- 
чаЗ можно найтя два вектора, которне вміст ей зквивалентин. 

- ! І 
Обозначая координати яхь через (у оо - - ) Я (Ж'дз Ю'оуо - --)- 
будень ймйть такихь 8 уравненій между тими 12-ю перем'н- 
ННМи: 


асо Х, у» ТУ» -Ї, 25 Кб от Й, 


22 
ії "Йо , тут М, пп, У; 22) 


і обо ЕтаУрКтоботтй 5 Йод'о ту о уг'оттд. (23) 
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Посхіднее уравненів, на основанія уравненія (22), кожно на- 
шкать: 


ка 2) ОР мо СМ то) (2 М тоже б, 
и. 


іх. Му, Ма Хі, т, пу; 1) (24) 


пкону-же уравненію будуть очевидно удовлетворять и коорди- 
кати втораго вектора. Таків два вектора, которне вийсті зкви- 
валентии данной систем векторовт, названн сопряженньми 
вектораин. Сопраженнихь векторовь безчисденноє «шножество. 
Уравненів (24) вкражаєть, что жоженть систем относительно 
заждато низь сопряженнихь векторовь постоянень, именно ра- 
вень ниварьянту. 


Подставнит в уравненів (24) вифсто І, М..... якхь 
значенія по формулам» (22); тогда получни»: 


Ї го то НТ обо Ко РУ То пото (25) 


ї. вс. ОТНОСИТеЛЬьннЙ моменть каждой парн сопряженних»ь век- 
горовь равень также икварьянту, или: обьєм»ь тетравдра, по- 
стоеннаго на каждой парів сопряженньхь векторовт, какь на 
противуположньхь ребрахь, равень 1/, диварьянта, т. е. по- 
стоявень (теорема Шалл); и такь какь вв разсматряваємомь 
сучав ./ отлично оть нуля, то (85 4) пара сопряженньхь век- 
торювь лежить на непересвкающихся и внецараллельнихь пря- 
НІВ, 

Вс вектори пространства, координати которнихь удовле- 
опорлють уравненію (24), составляють комплексь векторовь, 
гратожь мервато порядка, такь какь уравненів (25) длнпейно 
спосительно координать вектора. 


| 1) 1. Рійскег. Кипдатевіл! Уісм'в гесагфіпо МесПпопісз. РЬі. Ггапз- 
о абізпз. 1866. Усі. 155. р. 959. 


1 и. ЗАНЧЕВСКІЙ. 


8 9. Прежде чім» заняться изученівмь распреділенія в» 
пространстві векторов»ь, входящихь в» комплекс, преобразуємь 
вето уравненів кь боліе простому виду, воспользовавштись форму - 
лани (9), (10) и (8) преобразованія коордвнать 1). Однако 
ми будень сначала предполагать, что хотя один из кооффиціен- 
товь Х, У,  отлнчень оть нуля, отложив»ь разборь того слу- 
чая, когда главний векторь равень нулю, до 8 18. Цовер- 
нем» координатння оси вокругь оси 02 на угогь о. Чтобн полу- 
чить уравненів комплекса, отнесеннов кь новнив осямь, нужно- 
вь уравненій (24) подставить вибїсто координать вектора ях» 
значенія по формулі (9); тогда получнии», отбрасьвая значки (/): 


( І соз'р-Ь М зіт фуд Н(--Ї зп М сов р) у Ма 
НК Х сов ж-НТ зп фу Н(--Х іп У сов о)т, пс. (26) 


Опредівлимь уголь р такь, чтоби козффицієнть при т, обра» 
тился вь нуль; для чего положим": 


ї. | 
іуфез Х? (27) 
тогда уравкенів (24) прійметь вид: 


І'я Р Му, Ма, пу, (28) 
тд: | 








ЦІХЬМІ у МХ-ІЇ о 


І!  М'ча 
Ухьра рок 








Ха, Лад. 


Повернемь опять новня оси вокругь новой оси Ом на уголь 





1) Рійскег. Хеце Свогаеігів дез Ваціаев. Івіргір. 1868. р. 10 
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» н воспользувися уравненіями (10); тогда, отбросивз значки (7) 
при координатах»ь прямой, получим": 
(Ї"соз'р---М'зіт фуд "К( Ї. зт Фр М"со8 а МУ, р 
НО Х сов 9 -Д'зтф) ОХ зт фр Й созф)п,-- (29) 
Угогь Ф вибираємь такь, чтоби: 


" 


ідфезт? (30) 


тогда уравнекнів (24) принимаєть виде: 


М'яз Му Мо па 1, (31) 
га8: 
і 1 7" -- М'Х" и "ГІ "т 2 М 


ІЛ'я патч а што У 
о ухараз 0 вухари 
мем МХУЇКО кн ХУУХ 7 


ухазьуя Уха да В 


Доза Ваз Хазррар 2 , 


Первов кзь сдбланннхь преобразованій невозможно, всли нифень 
одковременно : 
Х -- Ї - 0, 


но тогда уравненів (24) нмбеть уже вид уравненія (31). 
Затьмь перенесемь начало координать вь точку (а, 0, 0), 
для чего воспользувися формулами (8); тогда получии»: 


(1-2 5)2 ОМ Гауса па; (32) 


ПОЛОЖЯМИЬ . 


16 и. ЗАНЧЕВОКІЙ. 


М" | МХАІЇ 
вухаруа 
о Дам, 
У ПО ні 
взухачруз 


тогда уравненів (32) обратится вт таков: 





о пото. В (33) 
Формулн, связующія новня координати (25 У о-- - - ) Ба- 
кой либо прямой со старими, будуть схВдующія: 
5171 (8'о от фа", соз ф)соз ф -- У вт Ф 
«-( 2". біт Ф За", 05 ФузітФ -Ь у" СозФф 
29 1525008 віп ф 
і оба" убозф-НТИ она" оба" о віп. ФІсоз ф-т оо -ас", зт Ф 
то(т'оо-ах' о )с08ФНІ ня", )с080--(п ау" Фа", зі яіто 
позе(п'о "Р ау'о ва", )с08 ФУ", ЧР в" зт ф. 
8 10. Для полученія старихь координать новой оси 02 
нужно вь зтихь формулахь положить: 
п і т т отет',те; 


что касаєтся до координати 2',, То ей можло приписать лю- 
бов, отличноє оть нуля, значенів, напр. 

! . 

2 Б , 
тогда получиит: 
чоти зі ф сов чез Х , Ї,--(5 соз ф со8 р-на зт р)г' я І-рХ 
Ус 70 оп Ф зп фе У, тео (асд8 р--Ь сов фзїп ф)г'дт М-рУ (34) 
УО|41 то ши 0 заиь , г! т- рн 
при шо Й, пу те зо фятф.г, о Морі 
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раз 7 що РАМИ МА, (35) 
Б Х2-Ь 2-7 

Такь какь координати 2, й п, ке ибняются как при 
вращеній координатинхь осей вокругь оси 02, такь й при 
Перенесвній начала в какую-либо точку оси 02, то сть та- 
кихь преобразовавній не м'вняєть свовго вида я ур. (33), т. в: 
каждий вектерь комплекса останется таковнит, если комплексь 
векторовь будеть переміщень параллольно новой оси Ог или 
поворочень вокругь отой оси на нбкоторнй угол». 

Вибравь сообразно зтому оси координать, обозначим»ь че- 
резь ХХ, Її", /7.... новна коордннатк сястемн векторовт; 
тогда момепть системн относительно какого-либо изь сопряжен- 


нихь векторовт будеть: 
у Ле І а Му 2 ХУ т, ти; 


Но ур. (33) даєть при тіхв-же осях: 


/ | 
ан, 29 - К пої 


Сравнивая оба зкаченія йнварьянта, получавить: 


! ! І и | 
Роз 0, Моя 0, Мо 


Х 0, У с 9, 7 се В. 


«ти равенства показнвають, что какь главньй вектор», 
тавь й главньий моменть, направлени по ося 02. Обозкачив» 
черезь Й, й С, тлавннй векторь ни главньй моменть, соот- 
вітствующів новой ося 02, будень нийть по ур. (18): 


як Со. б, , 


н ур. (33) кожно написать: 


18 И. ЗАНЧЕВСКІЙ. 


(обо - Вт по Со: (36) 


Новая ось Ог назнваєтся центральною досью бйстемв векто- 
ровь, Я положенів ея относвтельно произвольннхь осей коордя- 
нать опреділявтся уравненіями (34). 

8 11. Переходя теперь кь вопросу о распред'вленій со- 
пряженнихь векторовь в» пространствб, зам'ьчаєм»ь, что если 
вь ур. (24) или вь ур. (36) подставимь вивсто коордивать 
вектора их» вкраженія (2), то получимь уравненія: 


Ща-ча )К Му - уд) М2--а)-НХ(У,2- су) 
З Ксеня) ху - у а) се, (37) 


Со з 2) азу Уа) Лу (35) 


линейнья относительно координать точки (а ус); тавкь- что, ес- 
ли, оставляя точку (х,у,2|) неподвижной, будем м'Бнять по- 
ложенів точкя (т у 2), то она опитеть нВкоторую плоєкость, 
которую назовемь буквою Р, и уравненів которой есть ур. (37) 
или ур. (38), если ось О2 направлена по центральной обся. 
Такимь образом, черезь каждую точку пространства проходить 
безчисленнов множество векторов»ь, которне могуть бить при- 
нять за одинь изь двухь бопряженнихь; конци ихь лежать 
вь одной плоскости. Найменьтимь изь зтихь векторов»ь, оче- 
видно, будеть тоть, которьй направлень по перпендикуляру 
изь точки А, (фит. 2) ка плоскость Р; длина его опреді- 
. лится легко изь ур. (38) и равна: 


С бо , 
. 2 2 2 
а уд) ОО 
Приравнявь зто ввраженіє какой-либо постоянной, полу- 
чинь геометрическов місто точекь А,, для которнхв зтоть 


векторь-- іп имбеть одно й то-же значенів: 9то прямжой 
круглий цилиндрь, ось котораго совпадаєть сь центральной осью. 
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Отищем» положенів вектора А, /),, сопряженнаго вектору А, В, 
проходящему  черезь точку А,. Обозначивь черезь 7, длину 
вектора А,В,- а черезв а, В; «ї; --угяМ 6го сь осями коор- 
хнать. получимь сльдующія значенія для его координать: 


т,соза, , т, С08 8, . ту Со8 Ти 


"(уз созу-- 2 с088, ) з Та (2, с08 а --2,С08 У, ) т (0088, --У, соз а, ). 
Координати вектора А,В, получимь по формуламь (22) 


Х--тсозар  Ї--тсо83, 2 со8 У, , 
І (у, с08 Ху - 2с038,) з Мт (2, со8 а, а СО у); 
М (2,со8 В, - - У; соз а, ). 


Уравненія прямой, на которой лежить зтоть вектор бу- 
дуть по формулань (5) сльдующія: 


ЦА--т, соз т яз, с08В,) 2 т (У, С08 у а созВ, ), 
АХ, сов а, (Д-т 08 т) Мт, (2, сов а а, С03 у), 
2(7--т, соз 8, я У( Х--т, сова, )-Н М--т (2, соз 3, -- у, соз о, ), 
ян 
гЇ --у 4 Іеет, сов (уд У) со В (2 -- 2), 
хЙ--хХ- Мет сова (2, 72)--т 008 (т 2), 
уХ--а 4 Мт, соз 8 (2, -2)--та соз а, (у, -- 9). 
Уиноживь зти уравненія посдфдовательно ст одной сто- 
роя она (2-72), (9р--у), (2р--є) й сложив, сь другой ето- 


ровн--на сова, С980,, С03 1, И опять СложЯвР. получимь иско- 
чую прямую, какь пересіченів двухь плоскостей: 


Ща-чя, ) КО М(у у, ) У М(2--а) У Худо у) 
Ха 2) ту т) 20, (39) 


20 И. ЗАНЧЕВСКІЙ. 


ч 


І, соз с К.М соз ВКМ соз Р (у соз у є со 8, 
-У(: сов а, -- є со8 у УР со88, -у сова) 0; (40) 


изь них» первая, проходящая черезь точку 4, й, как пока- 
знваєть сравненіє вя уравненія сь ур. (38), параллельния пло- 
скости Р, назнвавтся полярною птпаоскостью Точки А; ян 
обозначимь ее буквою Р,. Такь какь ур. (39) совершенно пе 
зависять оть угловр а,, З,» |, ТО МН МОЖемь сказать: вектори, 
сопряженние проходящимь черезь какую-либо точку, лежать в» 
одной палоскости, проходящей черезь зту точку. полярной  плю- 
скости отой точкп. 

Какь-бн дополняя зту теорему, ур. (40), зависящев толь- 
ко оть направленія вектора А, В, , но не оть координать его 
точекь, говорить: вектори, сопряженнне пучку параллельньх»ь 
векторовь лежать вв одной плоскости; и такь какь нибфемр 
тождественно : 


(2 соз В, -Ї соз у, ) соз а Я (Х соз у 2 соз а, ) со8 8, Р 
ЧНІ Ї соз а, --Х соз 8, ) соз у, -- 0, 


(2 соз В, -- Ї соз у, )Х-К(Х соз 1, - -2 сов а, )Г-Н 
(У соз а, -- Х сов В, 2 -- 0), 


то зта плоскость параллельна какь пучку параллєльнихь век- 
торовв, такь н центральной оси; она можеть бить позтому разсма- 
тривавема какь полярная плоскоєть безконечно удаленной точки 
вектора А, В,. Полярпня плоскости безконечно удаленнихь то- 
чекь "параллельнни центральной оби. 

8 12. Пусть 4, М, са В, (фит. 2)--- перпендикулярь на 
плоскость Р. и 4", М', «з Й, --векторь, сопряженньй вму. Прій- 
нень А, М, зк ось 02, перпендивулярь А,А",--за ось От; абс- 
циссу точки 4", кназовемь через 9: тогда, такь какь система 
векторовь еквивалентка векторамь А,М, и 4",М",, то 


Хм, Гн, еВ Їее0, Ма 0, Ма 4. 
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Подставивт зт значенія вв ур. (39) й (40) и поло- 
знвь вь них» кромв того: г,2-У,--2,720 М 2сее0, мм при- 
вдень ихь кь виду: 


яд, В. дсоз т, Ву є сот, КК (2 со8 8, --У соз а, )--0. (41) 


до суть уравненія прямой, но которой направлень векторь 
4,В,, сопряженний сь А,В,. Шусть А,8В, сохраняєть свою 
величину, т. с. перемівщаєтся по конусу, ось котораго 4,М,, 
з радіусь основанія равень 4, /3, , тогда прямая А, 0, будеть 
Переивщаться вь плоскости Р,, обертнвая коническов сбченів. 
Дак доказательства, приписавь кь ур. (41) состношенів: 


сов? а, Р со82В, ее зт? 1, , . (42) 


продяфференцируємь яхь, разснатривая а, й р,, Какь перенби- 
нне параметри : 


ут В, соз8, .Ф8, ЧК Ута, соз а, Фа, 0, 
--р от В, В, узтоа, Фа, ей; 
ноключивь отсюда Фа, Ж 48,, получаєнь уравненів: 


соз В,  СО8 С, 
У 


--0, (43) 


- 








котороє вибсті сь ур. (41) и (42) послужать для опредбле- 
йія искомой обертки. Ур. (41) и (43) даютт: 


ш В,.У(4- є)сов 5, 
Соз а. Я 7 В(а2-руї) з 





, -- В, «(9-2 )со8 у, 
СозВ, - Вари) | , 
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лодставивь зти значенія вт ур. (42), получим'ь : 
В, 2192, (23-ру2)--В,3(9-- Зав. (49) 


Такь какь 7, (91, есть радіуєь основанія конуса, то зто урав- 
венів представить зхляпсь или гиперболу, смотря по тому, ко- 
торое изь двух» неравенствь ямбіеть м'Всто: 


М,В,»Ї, или М, 8,4. 


Оба ряда кривьихь, соотвбтствующихь различнниз ",, разді- 
ляются параболой, для которой 


М, В Кіу т, К,. 1) 
Ур. (44) отнесено кь одному изь фокусовь, какь кь начал); 
То з 9 Й (45) 


есть уравнекнів полярм начала, т. е директрись, которая, как» 
видим»ь. совпадаєть сь векторомь Д,. Такимь "образом, ся- 
стема кривнхь втораго порядка (44), соотвівтєтвующихь раз- 
личННиь у, нибеть общую директрису и общій фокус». 

При у, -- 0 коническов сбВченів обращаєтся вь прямую (45), 
которую можно разсжатривать, какь преділь гиперболь; пря 


т 
Ле получаєм» начало координать, какь предль зллипсов». 


8 13. Пріймемь центральную ось за ось 02: тогда между 
координатами двухв сопряженнихь векторовь будуть существо- 
вать соотношенія : 


сота о У ВИТ, ат 


16) 
Рош т -ь ' 3 ( 
і, п і 0 --0 , трг'ут оте0 з "ГТ ожиСо 

1) 1. Егапке. ЮБег цеотеїгівсбе Еідепзсбаївп тор Кріїїе--ппд Воїл- 
бопзвувієтеп іп У егбіодипо штіб ІШіпіеп-соптрієхеп. Зіїгипувіегісрів дег 
Мафрето. сіавзв івг АКкайетіє Чег УУіззепвсп. УУіво. 1882. На. ІХХХІУ. П 
АРІ. р. 555. 
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Обозначявь черезь (а, б) я (а", б') координати точекь, 
пересвченія тВхь пряжнхь, на которнхь лежать векторні, сь 
плоскостью (о Оу), будем'ь нийть: 


од! ад! ! Ло, 
тут, Їа З бор 5 Я оет осо, І, і го 
Р ооо ! ро р 
урну - б, тро, ; Урту 0, тод; 
откуда: 
І 
аш----, фаз -9, 
20 20 
/ І 
асо По ус То 
Р у Р 7 
0 0 


к на оскованій ур. (46) 
а: се а, 


т. е. точки (а, 6) я (а, 5") лежать на одной прямой, прохо- 
лящей черезь начало координать. Но качало координать мо- 
веть лежать гдф-нибудь на оси 02, сльдовательно: всякая пло- 
скость, перпендикулярная кв, центральной оси, пересфкаєть оба 
сопряженних»ь вектора вт точкахь., лежащихь на прямой. пе- 
реевкающей зту ось. 


Йзь тьхр-же ур. (26) саїдуєть, что: 
Урі У Урід о» 


Т. в. прозкцій  сопряженнихт векторовь на плобскоєсть, пер- 
пендикулярную кь центральной оси, параллельни между собою; 
кратчайтев разстояніє между векторами параллельно сябдова- 
тельно зтой плоскости, а значить пересіфкаєть (по предриду- 
щей теорем) центральную ось подь прямнив угломе. 


Обозначимь черезь б и б, кратчайшія разстоянія, а че- 
езь фФ й р, Угян между центральною осью и кажднивь изь 
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сопряженнихь векторовь. Коли 7 и т, буть длинь 9тихь век- 
торов», то 


А т 
по зт" бтр б , 2, т созф, 


; пи, м 
п онетітор.б 0 8 


0 т,008 Ф, ; 


нзь.ур. (46) сяїдуєть: 





ню ана соч 


Тіз 
ИЮ (47) 
тзторачзул?, узуч- /а'3, ру", тя; 





и, разділяя второє равенство ка первов, получнит: 
8:д, з ідфіїдФ, , 


т. 6 кратчайшеє разстояніє между двумя сопряженньми век- 
торами  разділяєтся центральною осью на частя, пропорціо- 
нальння тангенсамь угловь наклоненія зтихь векторовт сь осью: 

8 14. Ми виділи, что черезь каждую точку .і, простран- 
ства проходить .безчисленнов множество отрізковь прямнхь, 
которнє могуть бить приняти за одинь низь двухь бсопряжен- 
ньхь векторовь, и что велячина какого-либо низь вихь равна 
отрізку, заключенному между точкою А, и плоскостью Р, па- 
раллельной полярной плоскости точки А,. Прямня, проходящія 
черезь точку А, и лежащія вь самой поляркой плоскостя зтой 
точки не могуть бить приняти за одинь низь сопряженньх» 
векторовь. Такь какь точка А, била взята совертшенно  про- 
извольно, То мі можем сказать: 

Черезь каждую точку пространства проходить безчислен- 
ное икожество прямнхь, на которюхь ке могуть лежать со- 
пряженнне  векторн; онб лежать вь полярнихь плоскостяхт 
отих точекр, образуя пучки лучей перваго порядка. Лучи. 
такь распреділеннне вь пространстві, составляють такь назн- 
ваємнй комплєксь лучей 1-го порядка. 
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Ун получимь уравненів комплекса, всли введем'ь в» ур. 
(39) координати прямой: 


іх, РО Му, - Ма, Я 2, В Їт, Б 2а, се 0. (48) 


дто уравненів ноказнваєть, что моменть системи векто- 
ровь отнобительно каждаго луча комплекса есть нуль. 

Такь какь между козффицієнтами зтого уравненія не суще- 
свуєть никакихь соотнокеній, то оно єсть самое общеє одно- 
родноє уравневіе первой степени относительно координать прямої; 
вь однородности заключаєтся его различів оть ур. (37), которое, 
будучи неоднородно относительно координать (о Йо». - - - )» СТЬ 
саноє общеє уравненів первой степени относятельно координать 
вектора. 

Такь какь ур. (49) йиїветь ті-же козффицівнтн при пе- 
реибнянхть, что й ур. (37), то, будучи одновременшо сь по- 
сібднимь преобразовано кь нентральной оси векторов», прійметь 
ВНД: 


бо ЯК Воло чо 0. | (49) 


Центральная ось векторовь по отношенію Кь комплексу лучей 
назнваєтся центральною осью комплекса, а дробь: 


РО 5 
в"? (50) 


-параметрома центральной оси нли параметром комплекса. 
Введя паражетрь вь ур. (49), нолучаємь єго вь виді: 


по ЯР ра, о 0,1) - (51) 


") Такой вадь йимбеть ур. комплекса вь предподоженій, что ось Оз на- 
правлена по центр, оси; если-бм сь центр. осью совпадала ке ось 03, а ось 
Чі нля Оу, то мьі ймбвли-бь одну иаь савдующихь ори: 

і коре, се 0 
т, -Р РУ, се 0 
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ЛИ: 
2--маЧрО--а 0. (52) 


Ми знавиз, что черезь каждую точку пространства про- 
ходить пучекь лучей 1-го порядка, принадлежащій комплексу 
и лежащій вь цолярной плоскости зтой точка. Можно показать, 
что и обратно: вь каждой плоскости пространства лежить цу- 
чекь 1-го порядка лучей комплекса. В самомь ділі, уравне- 
нів всякой плоскости 


Ах -Ь Ву С2- Р --0, 
можно представить в» виді: 


В -р.А 2 УРА а. 
рсУ7|о с | Тї?"|: (-2) о 





сравнивая 9т0 уравненів о» ур. (53), получаєм'ь координатні 
центра пучка: 

т. те В у шо А 2. сл Р 

1 р ' С 9 «1 р - С 7 1 7 С 


центрь пучка назнваєтся полюсоміа ПЛОСКОСТИ; ОНЬ безконечно 


удалекь, если козффицівнть С равбнь нулю, т. е. если пло- 


скость параллельна центральной оси комплекса. 


Такимь образожь, линейний комплексь перваго 4 порядка 


устанавливавть между точками и плоскостями пространства, Та- 


ков соотв'Втствів, что каждой точків (полюсу) соствівтетвуєть 


проходящая черезь неє шлобкость (полярная), и каждой пло- 


скости (полярной)--лежащая на ней точка (полюсь). Простран- 


ственную систему, вь которой установлено таков соотв'Втетвів 


между точками и плоскостями, називають нуль-системой "). 


1) Ото названів даль Мобрбійз, впервье разематривавшій такую систему, 
и обьясннєтся 040 тім», что черевь каждую точку такой системи проходять п 
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Будемь пережбщать точку А, (фиг. 2) вдоль прямой А, В, ; 
долярная плоскость постоянно проходить черезь векторь А, В,, 
сопряженньй вектору 4,8,. Дві прямня, на которихь лежать 
зва сопряженнихь вектора, назнваются сопряженньими поля- 
рами комплекса. Йтакт»: 


Полярнмя плобкости точекь одной низь двухь сопряжен- 
янхь полярь проходять черезь вторую; а слфдовательно: по- 
їлюсн паоскостей. проходящихь черезь одну йзь сопряженнихь 
полярь, суть точки пересВченія йихь со второй. 

Ми знавизь кромі того, что если одна ять двухь сопряжен- 
них поляре вращаєтся вокоугь точки, то ей сопряженкая перем'- 
щаєтся в полярной плоскости етой точки. Легко доказать, что й 
обратио: если одна из» сопряженнихь полярь перем'івщаєтся в 
плоскостя, то другая проходить черезь полюсь отой плоскости. 
Ба самомь діл, пусть а й б--двв прямня, проходящія че- 

ь полюсь А, плоскостя Р, а а" и ф'--ймь сопряженння, 
дежащія в» плоскоски Р. Беремь вт плоскостя Р, произволь- 
ную прямую с", пересвкающую а" и ф' вь А" и 6", Так» как» 
4'лежить на а". то вя полярная плоскость проходить черезт 
а: точно также полярная плоскость точки Й" проходить через» 
. Зти дві плоєкости опредбляють євомйи» пересіченівмь пря- 
чую с, сопряженную сь с' и проходятщую черезь А. 

Каждая прямая, пересвкающая пару сопряженнихь поляут, 
єсть лучь комплекса, йбо точка пересіченія вто сь одной яз» 
нихь есть полюєь  плоскости, опредбляємой длучемь и второй 
полярой. 

Лучь комплекса, пересвкающій одну изь сопраженнихт по- 
лярь, пересВкаєть и вторую, ибо какь лучь. такь и вторая 
поляра лежать в» полярной плоскости точки пересіченія луча 
сь первой полярой. 


вь квждой плоскости лежать пучекь лучей 1-го порядка, относительно кото- 


рихь моменть системи векторов» всть нуль. Ср. Мбрбіцз. Іебгриеі 4ег Збайік. 
Ігіргід. 1837. П ТЬ. р. 145. 
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Принявь ося координать таклин-же, какь вь 8 12, по- 
лучииь для уравненія прямой, образующей сь осями коордн- 
нать угано ад, Ву, 0: 


2-0 гсозр, -- усоза --0; 


Такой-же видь прійжеть н ур. (41), прехставляюшев пра- 
хую сопряженную; східовательно: каждьй лучь комплекса мо- 
жеть бнть разсматриваємь какь пара совпадающихь поляр». 


Положимь вь ур. (40): 
а - В, з 909; 
стогда оно прійметь вид»: 
М- Ху--Ї хе-0; | | (53) 


и если предположим»ь, что ось О; направлена по центральной 
оси, то 


Х с Ї -- 0, 


и уравненів (583) представить безконечно удаленную плоскость, 
т. в. прямни», параллельннмь оси комплекса, сосотвітетвують. 
какь сопряжениня полярн, прямня безконечно "удахленння; ло- 
ляриня плоскости точекь такой прямой, пересбкаясь по сопра- 
женной поларів, должни представлять пучекь шпараллельнихь 
плоскостей. Прямня, параллельння оси комплекса, назнваются 
вто діаметрами, а поляриня плоскости точекь діаметра--діа- 
метральньми плоскостями, соотвітетвующими отому діаметру. 
Црямая, проходящая черезь полюєь какой-либо плобкостя Я 
параллельная центральной оси, есть діаметрь отой плоскости. 


Ур. (52) давть для угла ), образованнаго нормалью кь 
плоскости сь соотвітствующиямь ей діаметром Нли Сл цент- 
ральною обсью, вкраженів: 
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Сов а 





зтоть угодь равенть нулю только тогда, КОГДа 


ло 





т. 6. ось комплекса есть единственньй діаметрь, перпендику- 
лиряній Кк соств'втствующни діаметральнни в плоскостямь. Обоз- 
начивь через р разстоянів точки 4, оть оси комплекса, по- 
зучнит язь ур. (54) 


рес єв р, | (55) 


т. є. поляриня дшплоскости точекь, равноотстоящихь оть оси 
вожилекса, одинаково наклонень кь послідней; оп оберть- 
вають конуєв, вершина котораго лежить на дентральной оси, 
а утогь при вершині котораго увеличяваєтся сь приближенівиь 
точекь вь оси и равень 909 для точект, лежащихь на самой 
осн здісь конусь обращаєтся вт діаметральную плоскость. 

Уравненіє (39) даєть для подярной плоєкостя начала 
(пазу): 


Їж З Му р Мг о 0; (56) 


чта плоскость параллельна плоскости парн, получающойся пря 
приведенін системи векторовь кь началу координать; а такь 
такь начахо координать есть произвольная точка, то: при при- 
веденія системн векторовь кь какой-либо точкі--главньй век- 
юрь параллелень центральной оси, а главньй моменть парал- 
їмекь норжали кь полярной плоскости точки приведенія. 

8 15 Посжотрянт, какь напитется уравненіє комплекса, 
си принять какой-либо діаметуь за ось 02, а соствітствую- 
щую діаметральную плоскость--за плоскость ау. 
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Вь ур. (51) будемь считать ось Оу каправленной по крат- 
чайшему разстоянію 00" (фиг. 3) между осью и какимр-лябо 
діаметромь О"г'. Сохраняя направленіє осей, перевесем'ь кача: 
ло воординать йзь О вь О", обозначивь О0" черезь р и за: 
ибнявь вв ур. (51) координату т, на п -- раю, 25 НВ 2 
получимт: 


пд зо РА БО реа Зо 0) (57) 


оставляя оси Ог' и Оу" на свойхь містам», зажівнимь ось О/х 
осью О'х"", образующей сь О'а" уголь 3; тогда плоскость 
у'О'я"! будеть діаметральной для діаметра О0'г'. Новня коор- 
динати х, у, 2 будуть связанн со старюми помощью уравненій: 


Ф'якд 083 , г'єязг-раст) , у я-у; 
слвдовательно: 
! І 3 ' яит-- . 
ї отобо сок, 2 РТ т ат, С05Х; 


сти значені подставинь вь ур. (57), отчего оно прійжеть 
вид: 





ль -СО-о4 рід) а, - го 0 


со 
или, такь какь ур. (55) имбфеть место, то получимг: 


по о р'2 з 0, | (58) 
гаВ 
р' те рісозХ. | (59) 


Величину р' назнвають тараметромо діаметра и откладн- 
вають на нормали кь діаметральной шплоскости. Шо ур. (59) 
параметрь центральной оси есть прозкція на зту ось параметра 
окакого-либо діаметра. Шараметрь р центральной оси есть най 
меньтій низь вевхь шараметров». ШЦараметру діаметра можно 
дать нов внраженіє; по уравненію (18): 








ТЕОРІЯ ВИНТОВ. Зі 


В.С. Сов (В, СУ аа Вб, 
о: 
вен, /(В,буех, 


сібдовательно: 
С Ге 
р х шо 0 - 
К оо Кк Р5 


сравнявая зто уравненіє сь уравненіємь (59), находииь: 
рб:В, 


ць В и С елементи приведенія кь какой-либо точкв діаметра. 

8 16. Пусть ОС (фит. 4)--ось комплекса, А, С,--одянь 
юю» его лучей, 0--кратчайшев разстояніс, а гр--уголь между 
центральной осью я лучемь А,С,. Если отложимь на лучб 
АС, тд-нибудь отрівзокь, равньй еднниці, то координати 
л, я 2, луча могуть бить положень равкнин: 


тп, се дзіпф, 2, т- с03ф; 
подставивь ети значенія вв уравненіє коиплекса 
то Жора з 0, 
получнив его вт виді: | 
блдуфез--р. (60) 


Такинь образожь, всі лучи, отстоящів оть оси кожплекса на 
одянаковоюь разстояній 0, образують сь нею одннь и тоте- 
же угодь, -- бвойство, принадлежащев, какь язвівстно, ка- 
сательннигсь кь обнкновеннимь винтовииь линіям», начертан- 
янь на прямоюмь кругломь цилиндрі, осЕ котораго совпадаєть 
сь осью комплекса, а радіусь основанія равень 2. Йтакт: 
Всі лучй комплекса суть касательння кь винтовни» ли- 
віямь, нанесеннкит на прямне круглюе цилиндрн, ося кото- 
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рихь совпадають сь осью комплекса, а радіусн основані уве- 


. Тичиваются оть нуля до безконечности. і 


Вели вь ур. (60) р положительно для одного какого- 
либо луча, то оно будеть положительньмь дхя веївхь лучей: 
слідовательно: всв вннтовня ливій вьются вт» Одну й туже 
сторону: вправо при р«70 и--влвво при р». 

Коли обозначим» через /, висоту хода викта ка ЦцИЛИн- 
дрів. радіусь котораго равен»ь единиц, то: 


р оздт.соїдф ша й, | (61) 
р 


При р--0 ур. (60) даєте: 
б зе 0 | нли | ф сх 0, 
т. 6. лучи комплекса пересіВвкаютіь ось. Такь как» 
ря був; 


то главньий гмоменть на центральной оси равень нулю, такь 
что система векторовь зквивалентна одному вектору. Уравненіє 
комплекса, отнесенноє кь центральной оси, принимаєть видь: 


по т 0. (62) 


Йтакь, не только система векторовь опредфлявть комплексь 
лучей 1-го порядка, но и каждвй векторь вть отдільности; 
причем»ь вв посліднем'ь случай зтоть вектор» будеть вмісті сь 
тВиь центральною осью комплекса. Такого рода комплексн назн- 
ваются особенньми. Уравненів (62) показнваєть, что особкій 
комплексь состойть изь лучей, пересівкающихь его ось. 


5 17. Благодаря описанному вь предюдущемь 8 свойству 
центральной оси---служить осью вебиз винтовимь линіямь, ка- 
сательнна кь которниь суть лучн гомплекса, зту центральную 
ось сь нанесеннимь на ней отрізкомь, равнниь параметру 
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кожекса, назнвають винтомь 1) комплекса, нли просто вин- 
тов. Прямая, на которой лежить отрізокь, равньй паранет- 
М, єсть ось вянта, а отрізку на ней приписнвають то или 
друме направленів, внражаємов стрхкой, сиотря по знаку па- 
раетра. Когда параметрь равень нулю, То винть и его ось 
сль одно я тоже. Вянть вполні опредбляєть собою кожплексь 
щучей перваго порядка, центральная ось котораго совпладаєть сь 
пью винта, а паражетрь--равень параметру винта. 

Каждую систему векторовь мь будень опредблять цент- 
радою осью, сь которой будежт соєдянять опреділенннй глав- 
вій векторь БК, я тлавньй моменть С. Такь вакь централь- 
ная ось совпадаєть сь осью винта комплекса, опредівленняго 
зтой систежой векторовь, а параметрь винта 


раеб,!вВ,, 


то система векторовь будеть также опреділена, есля язвістень 
вЕть я главннй векторь /,; тогда 


С, тр. 


(общивь винту главньй вектор, равниій единяці, будень обо- 
значать координати опреділенной такимь образоюь системи 
векторовь через: , 

Хї4 1 ММ, (62) 
причемь: 

Хі, ре ХУ МУ МД; 

леєть величин (62) будежь назнвать координатами винта. 
Кююрдинать оси винта даются формулани (34): 


зеХ, уії , гос 2, 


ісеї-роХ, тра Морі, пу У-рб; (63) 


ки рез, то координати винта суть координати его оси. 





1) Ср. Ваїї, В. Тье Тієогу ої Зсгемв. Юаіїп. 1876. р. 1 
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Мк будем» обозначать винти разлячними знаками, вапр. 
винть (С), и тогда зтоть знакь будеть - сопровождать єго ко- 
ордикатн, параметрь и проч,.: Хс.... Ус, ре я проч. 

Координатн какой-либо системк ввекторовь будуть извб-, 
стен. если извістнк координатк винта, ею опредбленнато, й 
главньий векторь /. Ми будем» яміть для втихть координать: 


ВХ, В... В... Н.І, В.М, В.М (64) 


Систему векторовь, опред'вленную винтом»ь (С) и главинм век- 
торомь Б, ин будем» обозначать черезь (С. Із). 

8 18. До сихь порь ми предполагали, что при приведе- 
ній системи векторовь кь какой-либо точкв ЙО главньй век- 
торь Й бнл»ь отличень оть нуля. Останавливаясь на послід 
нем» случав, замВчаємь, что, каюь показнвають формулн пре- 
образованія координать вт 5 5. главньй векторь при приведе- 
ній ко всякой точкі будеть нуль, главний-же моменть остаєт 
ся себв геометрически равинм»ь. Центральная ось, совпадаю- 
щая сь главним» моментом», не имфеть опреділеннаго поло- 
женія вь пространствф. Коли принять какую-либо плоскость, 
перпендикулярную кь центральной оби, за плоскоєть Оу, то 
уравненів комплекса прійметь видь: 


Комплексь состонть низь лучей, лежащихт какь-нибудь в'ь пло- 
скостяхь, перпендикулярньхь кь центральной оси. Ось викта 
совпадаєть сь центральною осью., а его параметрь, равинй 
отношенію С": Д, безконечно вежикь. Наложивь ка ось винта 


мокенть, равньй единиці, назовень его прозкцій на пройзволь- 
ннхь осяхь координать через» 


І, М, М, 
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причень: 
11-р Мі М 1. 


Координати винта будуть: 
0, 0,0, 1, М, М, 


а координати системн векторовь, приводящейся кь парі мо- 
лента С, суть: 


0,0,0,с.1,6.м, С.М. 


8 19. Подь относительньма моментомь двудь винтобь 
(С) я (Г), нибющихь координати: 


подразуюїваєтся внраженіє: 
29, РЯМНУМ/-ХАЛ-УМоЯХХ. (65) 


Пусть р й т--параметри винтовь (С) и (Г), ф--уголь, д-- 
вратчайтеє разстоянів между нима. Принявт ось вянта (С) за 
ось Ог, а лянію кратчайтаго разстоянія --за ось Ол, получнит: 


Ін Ме Ха зо, Меєр, зі, 
Іеезсовр, Мі-т сов фра зітф, 


я относительний моменть будеть: 


20, я (рт) сов дзітпо; 5 (66) 


1) Е. Ківіп. Ріє віідетеіпе Шоевге Тгапвіогтвіїоп йег Ііпівпсоогдї- 
паієо. Мав. Аповієо В4. П. р. 348 Оравнивая вмряженія (66) и (65), ва- 
жіючаємз. что вюраженіє (65) независить оть начала и направеній осей ко- 
ординат, в потому относительньій моменть справедливо вазвань Кіеіп'омь 
совивстиюи январьянтомь двух комплексов». 
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при ресто-() относятельньй моменть двухвь винтовь обращаєт- 
ся в отвосительньй момевть ихь осей (ср. 5 4): 


4 зт р. 


Положивь вт ввкраженін (66): 


получим»ь относительний моменть двух» винтовт, оси которнхт 
совпадають, а параметри равян между собою : 


Же рр (67) 


т. в. он» равень двойному параметру. 

Откосительний моменть двухь вянтовф. низь которнх» 
один» безконечно большаго параметра, безконечно велик». 

Помноживь относительнкй моменть вянтовь (С) и (Г) ка 
произведенів  В.Р., получимь ввраженів, назнваєнов  относк- 
тельнимь моментом» Двухвь систем'ь векторовь (С, К)н (Г, Р); 
очевидно, ов равент суми моментовь первой системн  векто- 
ровь относительно веїхь векторовь второй систеин. 

8 20. Два винта, относительний моменть которнхь ра- 
вень нулю, назнваются взацминьми Т). 

а) На одинь лучь комплекса (С) наложимь отрізокь т, 
и обозначимт координати полученнаго вектора через»: 


г ч . 
ЗР Є б У Про Уре 


и такь какь векторь лежить на лучі комплекса (С), то нибеть 
місто уравненів: 


15,4 Мт МІХ Гру у00 (98) 


1) О комплексахь двух вваимньхя, винтовь Кієеїп говорить, что они 
находятся вв циволюціє; см. Е. Ківєіп. Диг ТЬвогіє Фег Ііпіепсогарівхе дев 
егвієп ціп гуувібер ОСгайеє, Маїб. Ап. В4. І. р. 201. 
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Еслн тоже санов сдблаємь для многих или Доже для вобхь 
щучой комплексь и просунмируємь вкраженія, подобння (717), 
то получимь: 7 


ЗМ Ул ВУХО ХХ ХХ мед. (69) 


Разділяюь хбвую часть отого уравненія на главннй векторь опре- 
дбаєнной такинь образом сястемн векторов», винть которой 
Фбозначнит черезь (Г); тогда ур. (69) обратитоя вь такое: 


дог 0, (10) 


т. 6. система векторовь, лежащая на лучахь комплекса, опре- 
іленнаго какиюь-либо винтоют, даєть винть, взайиньй сь дан- 
ЯН. й 

5) Обратно: каждьй винть (Г), взаниньй сь другинь-- 
(С), кожно считать опреділенаниь системой векторовь, лежа- 
щей на лучахь кожплекса (0. 

Дьйствительно, возьнемь лучь комплекса (С), не принад- 
звкащій виїств сь тбиз кь комплексу (1); его можно 
принять зт такою случай за одну изь сопряженнихь полярь 
послбдняго комплекса. Коли обозначимь черезь (Є, ть...) 
координати какого-либо вектора (т.), лежащаго на отомь лучі» 
То координати вектора (т,), сопряженнаго, опреділятся по фор- 
пулань (22): 


ві ж З, М; (71) 


а такь как координати вектора (",) удовлетворяють уравненію 
вида (68), то, воспользовавтись ур. (71), получинв: 


І8,4....4 М зоб, 


т. в. векторь (7,) ложить также на лучі комплекса (С) 1), 





1) 1. Сомовь. Реціональнай механико. Кинеметака, Петербургь. 1872 
стр. 315. 





Глава П. 


Группь винтовь. Носья координать винта. 


«араанннивькоючинм» 


8 21. Пусть нифень п « б винтовр: (1)... (т), ко- 
ординати которьх: 


нн нн нн (172) 
Х,.ї..2.,1.,М,, М, 


по 9 по 9 


сли нельзя подобрать п таких»ь ВОЛИЧИН». 
Вб... ЕК, (73) 


которня не веб били-бн нулями. чтоби. нивть тождественно : 
РР А ЧАН У (14) 


то п винтовь (1),.... (п) считаются независимьми 1). Для 
независимости п вянтовь (72) необходимо и достаточно, чтобн 
хотя ОДИнР опредлятель п-аго порядка йзь групим: 


РН РА у - м-- - 


5) Если вреди зтих»ь винтовь єсть винть безконечно бозльшаго пара- 
метра, то три первьх'ь координеть кжаждего ивь них» суть нули. и тогда 
соотвівтствующля постоянная Ві; замівняєтся черевь і. 
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і хТь2ьїьМ,,М,! 


. (75) 
КР ДМ, У; 


би отлячень оть нуля. 
Велячянно В. В, ,.... В, (можно разсматривать какь 
мавене вектори на вянтахь (1),....(п); тогда 


в.хь.ВеМ,, 


ВХ... В.М, 


будуть воординатн т снстемь векторовь: (1,8,), (2. В,).. 
-(п, В). Вь томь случаї когда п винтовт независнмкі, нель- 
я подобрать такт величини главнихь векторовр (не полагая 
як вевхь равними нуляюь), чтоби система векторовт, состоя- 
щая нав отихь п систем, бнла зквивалентна нулю. 

Сообщявь натим» п независижни винтамь главнне век- 
три Ві,.... В, я разснатривая 9ти п систем какь од- 
зу, результирующую., обозначимт єв черезь (п-К1,--Виц); 
кордннати вя опреділятся йзь уравненій : 


вух ВХ Вин Хо од 


(м, 





Оставивь без'ь нзи'ненія координати виптовт (1), (2)... (т), 
будоюь м'нять главнне векторн 8, .... Й,, тогда будеть 
вінаться система (п. 1, -- Ку), а виботі сь тив я ре- 
зультрующій вянть (2-61). Веб зтя вянти (п-Н1), соотвіт- 
"вующіє различнииь зкаченіямт величинь В, ,....В,, с0- 
гавляють п--членную руту винтовь, опредбленную т не- 
зависнимий винтаня (1),....(п.), которне називаются вв отомь 
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случав основньми; винтн-же (п--1) считаются влодящими в» 
п--чиєнную прутпу 1). Вь зтожь случаб всі опредблителн 
(п-Ь1)тго порядка язь группн 


Ху М | 
МИ | 
Ха ДО Ма М 


будуть нулями. 
Уноживь ур. (74,) послідовательно на /,., М, М,, 
Х,, Ї,, Й. тав К Є п-1, в сложивь, получимь 


ПАОЛО СРО Гб В ан -РРУіКЕ на В обо 
ВВР ДАНА ще 0) з 


и такихь уравненій всего п-Ь 1. Исключив»ь зв нихь В......Ку 
получни : 


он з хо РР фонове рада 


соотношенів между параметром всякаго винта (т»-Н1), входя- 
щаго в п-членную группу, и его моментами относительно вевхт» 
основкнхь винтовь группн 2). 


При пхеб ур. (74,) дають для каждаго седьмаго внита 


одну систему значеній отнотеній 15. --- --8; откуда слі- 


о 0 -аь т -- 





- -о 0 


1) Терминьш: незавнсимьте, основнье, входящіє вь грушту -- будуть 
относиться также кь комплексам», опредбвленньшь винтами. 

3) Вь частномь схучав, когда ппрвметрь вовхь винтовь нуди, полу: 
чаєм» опредванйтель Зуіуегівг'в. Ср. Зуїтуезівг. Моїв вцг Іїпуоіиіїоп Фе віх 
Пдпев Фапе Гєбрасе. Сопарієв гепаавз, Т. 52, р. 815. 
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деть. что 6сть только тесть нозависнинхт винтов», всякій-же 
седьной вить входить вт группу, ми образованную. 

Дая нзслідованія распредбленія вь пространстві винтовт,, 
сотавляющихь п-чяєнную грушпу, налищомт уравненів одного 
вонилекса | групин: 


вата Мат надо ЕХ но То то оного 0, 
пк: 
Во Во. В.О, об, (76) 


вонзсльдуєюь распреділенів винтовь кожплексовь (76), соот- 
вітствующихь различнниь значеніямь величинь Й... Й. 
Зхи наслфдованія, составляющія содержатів зтой главн, будуть 
звачительно упрощенн, если будеть доказано, что т основних» 
зжнтовь могуть бьть заміненн какими-либо другими т неза- 
ВНСНИНИН винтамн Язь входящихь в группу. 

При доказательствів будеюь пользоваться комплексами, опре- 
хмающиий вянти. Докажемь, что если виїсто комплексовь 


оо... 9-0 (т) 


возьмемь какихт-либо другихь п независнинхь из» входящихь 
вь группу, напр. комплекс: 


ру У (18) 


ї прійнень яхь за п ОСНОВНиХЬ комплексовт, то новай ті-член- 
ная группа будеть состоять низь тіхт-же комплексовь, что и 
труша (76). Умноживь ур. (78) на пронзвольння постоянння 
К/....В, и схоживь, получииь уравненіє новой п-членной 
трупин; если она тождественна сь груплой (76), то должин 
яибть шбфсто уравненія: 
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ви РЕзвба ої Во еВ, 


І В, З, ЕК, 5... . ер і, К,, и В, , 


и всегда можно подобрать постоянння А", .....Й,, удовав- 
творяющія зтимь уравненіямь, если только опредблитель: | 


отличень оть нуля. Остаєтся докажать, что он дЕйствительно 
отличеть оть нуля, если как комплекен (77), такь й кожплексь 
(78) независяин. Бсли комплекск (78) независимн, то не веб 
опредВлители п-аго порядка изь групин: 


вУХУЯНаХя ЯНВ, Х,,... ВВ МВВ, У, 


| 
вах РВ,Х, «АВ, Х, зно Кк, МУ з М... ЛЕ, У, "| 


суть нули. Но каждьй опредфлвтель п-аго порядка изь зтой 
групп можеть бить представлень вь ваді произведенія йз»ь 
опредблителя б но соотвВтетвующій опреділитель изь групнин 
(75); я такь какь послбднів опредфлители не веб нули, то 
опредфлитель 5 будеть тогда и только тогда отличеюь ость ну- 
ля, когда не вев опреділители п-аго порядка изь группн (70) 


суть нули, т. е. когда комплексн (75) кезависимн 


Двучленная шрутпа. 


5 22. Пусть нифемь два винта (а) я (Р) сь комплек- 
сами 


о, - 0 9, ж 0. (80) 


ТЕОРІЯ ВИНТОВ'. 43 


Сюбщявь низ главнне векторн Б, и І, ньйдежь результирую- 
цій виять сь комплексожь 


В, 9, - ВО, «0. (81) 
Положенів н параметрь р зтого винта 


- ВВ, Х, ВИХ НОВ, Ман В МВ ДНВ, 2 
СХ НОВ, ДАВ, 2) (82) 





наодатся в зависимости ть величинь В, и /,. Решивь 
травненів : 


рад (83) 


оносительно отношенія /,:К,, получимт, вообще товоря, два 
1бйствительнихь и различнихь корня, которье послі подста- 
ковки в ур. (51) дадуть уравненія особнхь комплексов грушпи- 

Шусть А,/д я АВ, (фит. 5) оси етихь комилексовь, 
кибне винть групшь; 4, Ацо- 24 -- кратчайшее | разетояніс, 0 
-ею среднна, 22 -- уголь между прямкни АВ, и 4,0, 
20у--плоекость, перпендикулярная кв А,4,. 

Спроектируємь прямня 4, В, я А, /, на плоскость «Оу 
ї наїравимь ось Ох по биссектору оєтраго угла между про- 
зкіяхн зтихь прямнхь. Координати осей особнхь винтовть суть: 

сф, яп, ОО, --Дзіпр,  ДАсов, 0,1) 
- . 39 

р, -ттр, 0, --Азітр , -- й сор, 0, 

") Йвь всахь возможньхо опредвлителей 2-го порядка грушиь: 


сво. нар, 0, -знар ас. 0 1 





еру-нарц 0 о -аниро аеро | 





буть только четьщре, но равиьіхсь тождественно пулю; они им'ють значенія: 


мар -Фасойр, дат; , днлдр, 
.- 
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а уравненія особнхть комплексовг : 


зітретатЬ З воз'р удо ФЇдайир. тот, ау 


--"Дято. т, - А с08 2. УР с03Ф. іп р.т ей. 


Помноживь зти уравненія соботвівтственно на Б, , ПЛ, ин 


сложивь, получимь уравненіє двучленной группн комплексовь 
в» виді: 


-- ді99Ф(В, Я К,) 2, 5 (В, -- В) у (В, ЧК) і 
-ідФ( 8 - -Ва) т зз0, 





или: 
-- Му лі (З у, -НІ9 9. то) 0, (86) 
гав: | 
ха ії --Е, 
ві 


Параметрь какого-либо викта : 


-- Дідф-РХ9і9Ф.Д 1-2 


п 1 що др нн 
Р 1-22: Р Ру (87) | 


а координать его оси пропорціональни величинам» (63): 


297-1 Ус ""Кі9Ф »о чт» 


іте--0і99-р , тутіА-рііуф о, п,--0, 


или, подставляя вийсто р его значенів изь (87): 


откуда видно, что Особме винть будуть независимь, если не имбВем'ь одно. 
временно: 


т. в. когда 0бв особьіхь винта, не лежать не одной прямой. . 
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ті, устМі9Ф, арт, 
мч, ато М , 
о тунио ПНО , тара ПО?» тт 0. 


Воспользовавтись наконець ур. (Б), получаємь уравненів оси 
винта : 

заідр.я, 

Й ха . (85) 

сво 

(Яр адЧв)сов' 

Второє зв тих уравненій показнваєть, что всі винть, входя- 
щіє вт группу, пересфкають ось 02 подь прямьин углами. Вь 
плоскости жОу лежать два винта, нбо 22-00 при Хе-0 и при 
Зазор; соствітственно зтинт значеніямь Ж имент из перва- 
го уравнелія: 


зти два винта направленн по нашямь осяюмь координать Ох 
я Оу. сяВд. взанино перпендякулярнь; нхь параметрн, р, яр, 
сотвітетвующіє, какт легко видіть изь ур. (87), шахітит'у 
шіпішат'у р, найдутся изь ур. (87), полагая вь некь Х--() 
и ішео0: 


рот, рута (89) 

Пеключивь 2 яз» ур. (88), получимь поверхноєть 3-го порядка: 
и 4 .лу 

- зіп р с08 р (22--у?)! (90) 


которую бауїву назваль щилиндроидома, представляющую (гео- 
зетрическов мїсто всхь вйнтовь, входящихь вь двучленную 
трушпу 7). 

зу Рійекег. М. беошеігів 4. Ваптаєв 55 81, 82, 86, 89. 
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Такь какь изт ур. (89) схбдуєть, что: 


ню (зт) 


зіп'р сор! 





Ру Різ 
то уравненію поверхности можно еще дать видь: 


г о (Ресорі)ду (92) 
а?-ру? 
8 23. Для нзслідованія поверхностя и закона распреці- 
ленія по внятамь параметровь представляєтся полезньит вве- 
сти уголь ф наклоненія образующей сь осью Ох: 





уацфомуех У -Р ; 
Ра 


откуда 








козу , еч- Р 5 


дае нибемт: 





дя у РР: 
Шодставляя вої отя значенія вь ур. (87) и (92), получниз: 
р яз рубовф Я рьзіп?ф, (93) 
- 1 - 
воР з 5 (розряду. 0 (94) 


"Зубра | З 


Ур. (94) дать для каждаго значенія "о разстоянів образую- 
щей, т. в. винта, отв плоскости тОу, а ур. (93)--паражетрь 
зтого вянта. 

При фе-0 нибень ге-), чему соотвітетвуєть винть, ле- 
жищій на ося Ох, сь параметрожь у,; при увеляченін Ф оть () 
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др ахс. зУ - ордяната г мвняєтея оть нуля до 3-- У Таз 
з 
п внять, соотвітствующій посліднему значелію 2, йиветь па- 
; , т 
уаметрь, равиній нулю. Махішим'у г соотвітствуєть ф яз ро 
аре ; (річкра). При дальн'ійтшемь возрастаній ф ордината 


1 убнваєть, образующая прибляжаєтся кв плоскости Оу, пе- 
ребкая подь прямний угламя ось 02 в прежнихь точкахт, 
но образуя сь своний прежними положеніями вт нихв угль, 
чіняющівся оть точки кт точкі, Ур. (94) показмваєть, что 2 
тохраняєть прежнєє значонів, когда г увеличиваєтся на уголь 


3 
чующима, пересбкающими ось О: вь одной и той-же точкб; 
величяна его зависить оть наклоненія первой образующей ст 





34; вто н 6сть слбдовательно уголь между двумя обра- 


сю Охон равна 5 при фе- і); соотвівтствующій винть направ- 


швит по оси Оу, и его параметрь равень р,. Два винта, зт 
тоторнхь один лежить на оси Ох, другой -- на оси Оу, на- 
знваются зааєнькми винтами, а нхь параметрн---ізлавньми па- 
раметрами. 


При дальнійшемт возрастанія р сть 5 ордината 2 мб- 


меть знакь, образующая переходить по Аругую сторону пло- 


єкти ту. При Фезатс. 0 -У/ -б ордината г равна --2, 
образующая совпадаєть ств осью втораго особаго винта й т. д., 
вообще, как показиваєть ур. (94), углань ф н 5 ф со- 
отвітствують равння шо абсолютной величанф, но противупо- 
жжння по знаку ордпнатн. 


Законь распреділенія параметровть по образующимт ло- 
верхности представится особенто легко, если постройть копиче- 





48 И. ЗАНЧЕВОКІЙ. 


сков сбченів, оси котораго лежали-бн на осяхь Ох я Оу я 


вок Ул 


Обозначивт  черезт ук козффицієнть прошорціональности, по» 
лучаєжь уравненів коническаго січенія в» видв: - 


биля-би обратно пропорціональнь вехичиннм 





ри Р ру зк. (95) 


Длина радіуса вектора р, образующато сь осью Ох уголь у. 
опреділяєтся уравненіви: 


РИХ З 
русовіфУррувіфо р? 
откуда: 


Е 
Ра 7) 


й 
т. в. параметрь какой-либо образующей поверхности обратно 
пропорціоналень квадрату параллельнаго ей радіуса вектора Бо- 
вическато свченія. Прямая 02, пересікавмая всвин образующи- 
ня, назвваєтся директрисой  поверхности. Она есть двойная 
линія поверхностя и  ямфеть сь ней общій отрізокт, равний 
раз Рі 

8 24. Івміз указаль на сльдующев кинематическов про- 
нсхожденів циляндронда "): 

Представии себі кікоторую плоскость, равном'рно вра- 
щающуюся вокругь оси Ос; вь зтой плоскости лежить кругь 





1) Всі, 8 90. Для представлевія закона распредьіенія парвметровь 
Рійскег откладмваєть на каждой производящей цихинкровда оть точки пере" 
свченія ея ст даректрисой отрвзокь, равньій параметру; полученная криває 
(характеристичная кривая кокіруенцій) можеть бьіь равсматриваєма кокь 
свченіє цианикровдв нвкоторьмь цилиндромт, 6-го порядка. 

3) Івмів. Т. С Оп їе Суїїодгоїд. Мезчепдег ої Маїешкісв. То. 
АХ, р. 1. 
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(фиг. б) радіуса сРе (ра - Рі), центрь котораго отстонть 


за разстоянін осеа (ра-рю,) оть оси вращенія. Вь то врена 


вакь плоскость равном'врно вращаєтся вокругь оси 02, нікото- 
мя точка Родвижется также равном'іврно по окружности круга, но 
ср удвовнною угловою скоростью. Если язь каждаго положенія 
точки Р будем опускать перпендикулярм ні ось вращенія, то 
поь геометрическоє м'всто й есть цилиндроидь. В самомь ді- 
їв, пусть плоскость повернулась на уголь ф оть нікотораго на- 
чинаго свовго положенія 202, а точка Р подвинулась по 
окружности вт сторону, указанную ка фигурв стрілкой, на 
Зпу АР; тогда / РСА-еф и 


08-РМ ач Р. 83 25 (ретр знай , 


"уідазідф. 


Даліе, какь видно язь фигурн, 
. 1 1 
Гоа МО яз 00 См (Р Ж р)-5(р Рв драз 


терумфо рт фаєр, 


1. є. разстоянів движущейся точки оть оси вращенія равно па- 
раметру. 

8 25. 1) тогь р шежду особний винтами можеть рав- 
наться нулю; тогда ур. (88) принимають видь: 


уч , 2 ха, 


й цнляндрондь обращаєтся в пучекь пряннхь, лежащикь вь 
шосвости 202 и параллєльнихь ося Ох. Уравненів (86) дву- 
чіенной групим, принажающеє форму: 
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іду, 0, (96) 


показмваєть, что параметри вевхь винтовь суть нули, за нес- 
влюченівмь того, которьій соотв'втствуєть значенію Ж шо 00 в» 
ур. (96); зто один» нзь главньхь винтовь; онь имфеть без- 
конечно-большой параметрт, й его ось параллельна ося Оу. 


Изь втого слвдуєть, что случай втоть возможень ли тог- 
да, когда оба основине винта (а) я (В) параллельни и ниють 
паражетри, равнне нулю, нли когда параметрь одного из» них 
равень нулю, а другаго--безконечно-великь, й оба винта вза- 
жино перпендявуларнн. Й 


2) При Д--0 цуляндрондь обращаєтся в плоскость «Оу, 
а его образующія суть лучи, виходящіє изь начала коордянати; 
параметри всбхт винтовь суть нули. 

дтоть случай возножент лишь тогда, когда оба даннне 
винта пересфкаются й нивють параметри, равине нулю. 

8 26. Разснотриюь теперь, какь нзивнятся полученние 
результати вь тоюь случаб, когда корни ур. (83) мниин. Тог- 
Да пара внимьхь, но сопряженннхь корней отого уравненія, 
будучи подотавлена вв ур. (82), дасть пару мнимнхь и сопря- 
женнихь особнхь конплексовь; координать центральних осей 
посліднихь будуть также мниннин и сопряженньми. Уравненія 
ливія кратчайшато разстоянія между парой мнимнхь й сопря- 
женнихь прякнхь дійствительнн, ослідовательно координати 
точекь пересіченія вя сь осями особнхь комплексовь будуть 
нинин Я сопряженнь. Средина кратчайтато разстоянія, точка 
0, ниїеть свонмя координатами дійствительння количества ; а 
сао кратчайшеє разстоянів есть величина чисто-инимая. 


Дьйствительнник будуть также прямня, проходящія че- 
резь точку О и дблящія пополам угль нежду парой мнимьхь 
и сопряженньхь прямих, осей особнхь комплексовь. Ми смо- 
жемт, слбдовательно, принять точку О за начало координат», 
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ати биссевторь--за оси Ох и Оу, вишеупонянутоє кратчай- 
тев разстоянів--за ось 02. Такь какь тантенсь угла между 
шарой ивимнхь и сопраженнихь прямнхь єсть величина чисто- 
лнимая, то мч вправі заключить, что я в» зтожь сдучав ур. (86) 
представить уравненіє двухчленной группн, осли только будень 
хавать произвольной постоянной Х чисто-мнимня значенія. Ур. 
(89) ж (92) показмвають, что какт гхавнне параметру, такь 
я цилиндрондь діійствительнн. 

5 27. Если обозначимь черезь р, и р, параметри основ- 
яигь конплексовь групин (81), то уравнонів (83) ж ножеть 
бить написано вь фориї: 


(і 'чнаюм (2) че роб» 


я ово нибеть равнне корни, вогда 


9 яз рири- 07) 


Предположив, что втоть случай нюфеть істо, будежь нийть 
ВЬ ЧИС винтовь хвучленної групин только одянь особнй, и 
четодь, приватний вт 5 22, прижбнень бнть не можеть. Не 
трудно доказать однако, что всі результатн, полученнне рань- 
ше, остаются в снів, сь тою только разницей, что одинь 
Язь главинхь ВИНТОВЬ Ба циливдрояді есть именно винть сь 
параметроюь равнниз нулю, т. в. особиій "). 

Прійшень втоть особній винть н другой какой-либо (с) за 
обвовннів вивть групиь; тогда ур. (97) праведется кь виду: 


р.совр -К Фзіпо аз 0, 


т. в. веб винтн, входящіє вт группу, взанинк сь особниь ви- 
тожь, Сравнавая ето уравневіє сь ур. (60), заключаємь, что 





1) Рішекег, М. 6. 4. В. 5 67. 
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особиій винть есть общій лучь вебхь комплексовь, входящахь 
вь группу. Принявь єго ось за ось Ох, а кратчайшев раз- 
стоянів между нають я винтомь (с)--зь ось 02, будеюь нубть 
координат винтовь Ол и (с) 1): 


1,0 ,0, 0, 0, 0, 
созе, --вто, 0, р,созф Ра зітирезд, -р,зіп рН соврез - Ре, 0, 
ту 





и уравненія ихь комплексовь: 
іте0 5 реур--віп р сов фі, іп т, --0. 


Укноживь первоє изь отяхь уравненій на зп рсов и при- 
давь ко второму, каходижь уравненів еще одного кожплевса 
грушик: 

РеУрчнвіті фтуте , 
показнвающео, что вв групп єсть одинь винть, лежащій на 
ося Оу сь параметрожь р, г р. 2-. Уравненіє двучленной 
трупшиь будеть: зт 

Мт ЕРа Уа 770 ; 


отсюда найдемь параметрь винта, 





Ра 
м 





РР 
а затбиз и уравненія его оси: 


дану, 2 





1) Координать винта будуть бреться вт порпдкв: Х, У, 2, 1, М, Х, 


в координати осп винта--вь порядкв: г, У о 25 Іо т у пу. 
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8 28. Ми только отиїтим». остальнне случан, какіє мо- 
ть ветрвтиться пря рішенія ур. (83) я которне могуть бить 
1егко взслідованн отдільно: 

а) Знаменатель лбвой частя можеть бить тождественно 
равекь нулю; тогда оба винта (а) и (Б) безконечно-большато, 
параметра. 

Всв винть группн виють параметри безконечно-большів 
к лежать какт-нибудь вь плоскостяхь, парахлельникь винтань 
(4) я (5. - 

5) Параметрь одного язь даннихь винтовь,: напр. р,, 
безконечно-велякь, жежду тіжь какь параметрь другаго йибветь 
ковечноє значенів. Вь групий й есть только одинь винть (а) 
сь паражетромь безконечно-большимь; вообще-же вь трупив 
ложно найти винть любаго параметра; всі винтю конечнихь 
паражетровь параллєльнь винту (Р) я лежать вь одной пло- 
свости, проходящей черезь ототь винть и перпендикулярной кь 
шоскости вивтов» (5) и (а). 

с) Знаженатель ур. (83) можеть обращаться в нуль при 
тожь-ке значенін отнотенія В,: В,, пря которомь обращаєтся 
вь нуль я числятель, Если 9то значенів дійствительно, то: 


ХХ, У, о 2,2, 


т. в. основине винти между собою парадлельнн. 

Всі винтю конечникь параметровь лежать вь плоскости 
винтовь (а) й (5) я параллельнм посліднимь; среди паранет- 
ровь єсть одняь, равньй нулю, и другой  безкопечно-больтой, 
зекащій на оси, перпендикулярной кь плоскости винтов» (а) я 
(5); вообще-же вь групив можно найти винть любаго пара- 
четра. 

Ф) Числитель можеть обратяться в нуль при двухь мни- 
чихь значеніяхь, при которихь обращаєтся вт нуль и знаме- 
натель. В'ь отошь случаб числитель пропорціоналень знамена- 
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телю. Обозначивь черезь а кратчайшее разстоянів между ося- 
ни (а) н (Б), черезь ф уголь между ними, черезь К козф- 
фицієнть пропорціональностя, будем нибть: 


резвеерачерь , (реа) со8 ф-на зп реч 9 сов; 


откуда получаєжь Фе-0, т. в. основне внять пересікаются, я 
параметри яхь равни нежду собою. Вс внять групию, якбя 
равнне параметри, проходять через точку пересіченія винтовь 
(а) я (5). 

8 29. Изь предндущаго слідуєть, что когда оба даннне 
винта нибють конечнне параметри, не параллельнн, а в слу- 
чай яхт взайннаго пересіченія нивють разнне параметрь, зн 
получаєнь цилиндроядь, какь геометрическов місто винтовь 
трупив. Очень важно повтому ум'ть стронть вту поверхность 
непосредственно по двумь данини» винтам». 


Очевидно, что главннми винтами поверхность виолий опре- 
дбляєтоя; посиотримь, каким'- образоюь, нифя каків-либо два 
винта, построить оба главинхв. Пусть р, и р,--паражетрни ка- 
вихз-либо двухь винтовь, й, кратчайшее разстоянів, с уголь 
нежду ними, 2, н 2, разстоянія их оть точки пересіченія глав" 
нхь винтов, Х и р углн, образованнке ими св главниюь вик- 
тожь параметра р,. По формулань (93) и (94) якфень: 


РазерусозЖ розі , зрурі чіт 21,3 - рана! 
птерубив'рррзіліи. , груд яд з гато. 
Изь зтихь уравненій получаєнь: 


іа рег ра (віп) -зіпди А р-р, соз( Р іт) 
(тро Ева о; 
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ау е урор он найдуі ву тру ок дай) 
зе ретурі ДА рисова ; 


резриз(рі ра) сові соз'рь) 29 ра ой най чи) 
(р, радо нг ; 


ванве (ру Чері) ЯК 5 (ру о Р) (во з одне 
жеріЗРа НОРІ радсов(й -р)сов( кро) 
теру ЕРачн (Роб) с05 (2-Нр) сова ; 

откуда: 

регреезіну (хнвує «Аа; раеретреЕРа А сіда у 

резрезчч(вчеокдао у ВАН регорь)Зен( ру гра)? зіпда ; 

ж дае: 


ро зно вій й ке |етеч ово) ; 
зарано (регурь) 099 ; 


риРрузреЕРу- і сідо ; 


зяайоча , 2,отонаій. 1) 


Изь отикь форшуль легко уже опредбляєтся разстоянів 
точки пересічевія двух» главинхь винтОовЬ 0ть обонхь дан- 
пигь, углн, образованнне посліднями сь каждниь низь глав- 
ВИХ ВИНТОВР, 8 тавже главнне параметри, 

Цнляндроидь удобно прижіняєтся кь опреділенію резуль- 
тирующей систешк двухь данньхь системь векторовь. Пусть 


1) Зти еорвузм взять нами шо яниги Зсбей'я: Тієогіє Фег Веже- 
вшир цай дес Кийбіє. Ві. Ш Іеіргід 1880. р. 290. 
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дань систенк: (а, К,) н (б, В,); внять результирующей ся 
стекн, (с, В,), должень лежать на цилиндронді (а, 0). На- 
правленів оси (с) опредбляєтся уравненіяни : 


В, В, В, 


зта,б) | зоб) | япа, с)? 
Вл ВА ВАЗОВ, Ву сок (а). 


Через ось цилиндройда (а,5) проводемь плоскость, ділящую 
уголь между осями (а) я (Б) на тавія дві части, чтобн яхь 
синусь удовлетворяли витенаписанному 0|условію. Такь как» 
зта плоскость проходить черезь двойпую линію цилиндровла- 
то можеть пересічь послідній еше только по одной проязво- 
дящей. дта производящая сь ол параметронь я будеть резуль- 
тирующій винть (с). Такь какь главньй векторь Й, и пара- 
жетрь р, извістин, то будень знать й главньй моменть ре 
зультирующей системн. 7 

Такить образожь мн видинь, что помощью цилиндропла 
ножно сложить дві систенн векторовь точно также, какь по- 
нощью параллелограмна складнваются на плоскости два про- 
стьх вектора. 

8 30. Прежде чіюь закончить разборь двучленной групли 
ВИНТОВь, бкажемт нісколько слов 0 гебметрической форжб, на- 
звваємой коніруенцієй и представляющей собою общіє лучи 
всвхь комплексовь двучленной группн. 

Ур. (81) будеть удовлетворено независямо оть тіхь зва- 
ченій, какія нлибють величинн В, й К,, воординатами пря 
мьхт, удовлетворяющими уравнініямь обойхь основних» кох- 
плексовт; другими словами, общіє лучи двухь основних» кох- 
плоксовь суть вмийсті сь тив общів лучи вевхь комплексов» 
грушив. Прійнемь за два ОснОвинХь комплекса два особна». 
Такь кавь особне комплексн сботоять пуь дучей, пересбкаю- 
щихь ихь оси, то общіє лучи должнн пересікать оба особнх» 
винта грушпв, назюваємнхь поотому директрисажи  конгруеп- 
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ція. Линія кратчайтато разстоянія между даректрисами назн- 
ваєТСЯ алавноїй осью, а плоскость, кь нему перпендвкулярная и 
проходящає черезь его средину, -- центральной плоскостью 
коніруенція; послідняя содержить оси главннхь винтов, по- 
бочния оси конгруенція, пересбкающіяся вф центрі кон- 
тренція. Очевидно, что черезь каждую точку пространства про- 
ходить вообще только один лучь конгруенція и только черезь 
точкя, лежащія на одной изь директрись, яхь проходить пу- 
чекь 1-го порядка (опреділенньй взятой точкой, какь цент- 
ромь, и точками другой директриск ). Такь какь директрисн 
переськаются общими лучами, то представляють пару сопря- 
женнихь полярь всбхь комплексовь групию. Оні когуть бить 
лннин, хотя-Он сама конгрувнція состояла зв дійствитель- 
НХР прямнхт; наконець, ок могуть совладать вт одну, В 
кавовою случай она есть общій лучь всбхь комплексовь грушин. 


Трехчлаєнная зруппа. 
5 31. Трехчленная группа опредбляєтся тремя основнний 
винтани: (а), (5) и (с); воли 


9-0, 90, 9-0 (98) 


--уравненія яхт кожплексовь, то уравненів трехчленной группь 
комплексовь будеть 


В.О, ВО, Во, 0, (99) 


тав К,, В, я В, ногуть принимать вс дійствительння зна- 
ченія. Каждая пара кожплексовь трехчленной группи даєть на- 
чадо групі" двучленной, входящей также в трехчленную. 06- 
щів лучи всвхт комплексовь групль должнь удовлетворять урав- 
неніямь трехь основинхь, конплексовь (98). Если кь отимт, 
уравненіямь добавимь три уравненія прямой (5) й ясключнит 


1) Рійскег. М. С. 2. В. ро 12. 
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поординати (лозУд» ---) язь полученньхь шести уравненій, 
то получимь 
і. м, У, Х, ї, 2 
і, М, М, Х, », Р, 2, 
о М, М, З, ї, 4, 
0, 2 ,-у ,. 1. 0 , 0 
-2, 0, с,0,1,0 
у ,-х , 0 , 0 , 0 , 1 


н такь как зто єсть уравненів второй степени относительно 
коордянать (хуг), то теометрическов сто общихь лучей 
есть вообще нбкоторая линейчатая поверхность втораго порядка. 
Что касаєтся до того, какого вида зта поверхность, то схї- 
Дующев разсужденів обнаружить, что сь зтой сторонь кожно 
ожидать большаго разнообразія. 

Разомотрикь три конгруенція изь трехь попарно п взятнх» 
основних комплексовь. Такь какь общів лучи вебхь трохь 
комплексовь суть виїсті сь ти лучи каждой йзь 9тахь кон- 
трувнцій, то они должнн пересічь всі шесть директряст зтихть кон" 
труенцій. Отсюда слідуеть, что, принявь три кавія-либо язь 
зтихь директрись за направляющія, мм получиюь некомую по- 
верхность, как геометрическов мбсто прямнхь, пересфкающихь 
три направляющія. Такижь образом, видь нскомой поверхностя 
находится вт» прямой зависямости оть относительнаго положе- 
кія трехь взятихь директряст. Он могут», вов три, не пере: 
сфкаясь, бить яли не бить парахлельнний одной плоскости, 
дві изь нихт могуть пересікаться и т. д. Но за три основ- 
нБхь комплекса мн можень принять любне три независякнх» 
изь входящихь вь трехчленную группу, а потому общів лучи 
доджин шересікать директрисн вста конгруенцій, входящихь 
вь трехчленную группу. 
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9 32. Сажнй общій случай будеть тоть, когда три дарек- 
траси не пересікаются и не параллельнн одної плоскости; вь 
тиожь случай поверхность 2-го лорядка єсть однопольй ти- 
перболондь производящими, скажеюь, шерваго рода будуть об- 
ців лучи, пронзводящимн-же втораго рода -- директрись, т. в. 
ос всбхь особнхт винтовь трехчленной группн. 

Обозначимь черезь 2а, 25 н 2с длинн осей гиперболов- 
за(нзь нихь Ос-иннигя), чн пусть (фяг. 7) ДА! я ВБ'--об- 
раующія втораго рода, проходящія черезь точки А и З пере- 
січенія оси Ох ось поверхностью. Ось Ох перпендикулярна Кь 
оббинь образующиянь и 


РТРУЛО ВИМИ Ра 5 


Такь какь 02 я Оу суть оси главнихь винтовь двучлен- 
ной групи, опредблясмой особнми винтамн ДА" и ВВ", то для 
лолученія главнихь пираметровь ра й р, двучленной группн 
вужно вь формулахь (39) положить: 


че, А за; (100) 
тогдя получии: 
» 
Р -г , ве (101) 


Точно также, образующія втераго рода, проходящія черезь точ- 
ка пересіченів оси: Оу сь поверхностью, суть особве винть 
Двучленной групп, главнне винть которой лежать на осяхь 
02 я Ох; и такь какь 


1 (00 зн (Рилуд)жя 





1) Си. Бріо и Буке, Анвлнтаческая геоматрія, Переводь В. Сшнцова. 
Петербургь 1868. Стр. 453. 
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то главнне параметрь будуть: 
, аб сь 
ртуттю РУТ" (102) 


Три винта, оси воторихь совпадають сь координативми осяни, 
називаются центральними, й уравненія нхь кожплексовть суть: 


іУКрудучод, тоКраддстт0ь | поКРа 2о770. (103) 
Вставииз вв уравненів гиперболонда: 


2 1 28 

р р НИ 

а а Р - 
вифсто величниь а, б, с--Яхь значенія яз ур. (101) и (102); 
тогда уравненів поверхности прійметь вид: 


ру кра УЗН; 29-РЮ, Ра Ра 0. (104) 


Можеть случиться, что особне винтн ДА" и ВВ" ининн, 
тогда (ср. 8 26) для осей да, 2Ь киїемт вкраженія чисто- 
мнимня, Формули (101) и (102) показнвають, что централь- 
нне винть остаются в» зтомь случав ДдбИствительнний, з Па 
раметри яхь--вов одинаковнхь знаковь. Однопольй гипербо- 
лоядь обращаєтся вь нижній едлипсондв. Такяюь образонь ян 
виднив, что будуть-ли особе винтн составлять дійствитель- 
ную или мнимую поверхноєть, во всякомь случаї в'ь трехчлен- 
ной, групи есть три центральнихь винта, ося которнх, Пе- 
ресбкаясь в одной точкі, взаймно перпендикулярнн. Такь как» 
всф винтн двучленной групин, образованной двумя кавнин-лн- 
бо язь трехь центральнихь винтовь, пересфкають третій, то 
послідній не входить вт двучленную групиу, образованную дву- 
мя первнмн; вти три винта, слідовательно, независним ж мо- 
гуть бить прянятн, взажінь данних, за основнне. 
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5 33. Ужноживь ур. (103) на произвольння дійствитель- 
вия количества В., ГП, я Б, и сложивь, получимь уравне- 
вів трехенной групин вь виді: 


Вічню, же) НВ, (т Ера У2) ЧК Вт Ерагодеєд. | (105) 
По коордянатамь оси етого вонплекса: 
В 7 В, з В. з 
В(рр-р). Вірус Р), (Ра -Р), 
ці 
ребрі Ва ра Ву ру 
Гр А А 
вайдемь ея уравненія: 


уВр тав, Ве Р), 
сВр нав, В ра р), 
аВр с ув, Ж, (да -- р). 


Пеключивь отсюда Б, В,, В,, получниз уравненів геожетря- 
чекаго міста винтов» даннаго параметра р: 


р-р, 2 , У 
-є ,РруР, х |-б0, 
у 5-5 , ор 
М 
(ри ст ва? ЯК (р, -- 2)9" Я (ра -- р)г-ь 
Зв РУС Ра Р(Раг- в) 20. (106) 


При р, большемть нанбольліаго й меньшемь нанменьтаго изь 
параметровть. р, з Ю, з Ра» Поверхность ота мнина; при р, равномь 
одному изь центральнихь параметровт, напр. р, , гиперболоядь 
Фбащаєтся в» дві плосвости, проходащія черезь ось 02; во 
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вебхь остальнихь случаяхь--ото однопольй гиперболондт; при 
ред получаємь гиперболоядь (104). 

Давши вь ур. (106) коордянатамь (хуг) какія-лябо 
опреділеннья значенія, получимь уравненів, кубичнос относя- 
тельно р; олкуда слбдуєть, что черезь каждую точку прострая- 
ства проходить по крайной мірі одянь викть трехчленной груп- 
ши; во всякомь-же случаї ихь не будеть больше трехь 1). 

8 34. Черезь начало координать проведень прямня, па- 
радлельння образующимь гиперболонда (106); получаєюь ко- 
нусь: 


(вуччрдайчН( ресори (рас-руавноо. || (107) 


Разстоянів г точкя (ху2) пересіченія какой-либо образующей 
зтого конуса сь гиперболондоюь особнхь винтовь опреділяєтся 
совокупностью уравненій (104), (107) и 


т азаз ру г; 
правая часть етого уравненія по (107) равна 


рад" УЕРре У?-Еру 2? ; 
р 








1) Что кисаєтся До остальньіхь двух корней ур. (106). то они могуть 
бить двйствительтьі мли мнимьі, смотря по значеніямьь координата. (хуз). 
Тижь напр. дан точект, ложащихь на ося Оз, ур (106) превращаєтся вт такос. 


СретріЇ а? Б СР, -- РУСРетв? Демо. 


Зто ур. ниветь двйствительньй корень ру-ор, остазьнье-же деа будуть дв: 
ствительньх, если ел«С(р, --ра)' я мниміа, ссли фа?2»(р,--р,)?. Преобразовавь ур. 
(106) кь виду: х"-ртачрвахй, получим двйствительние корни при 472--21а7»0 
и маимме при 4г! р 2159470. Зти два случая раздванются тамь, кода 
акратаоо, 

Жак г, така й з суть нвпотормя Функцій оть (тує), и зто уравненіє 
есть уравненіє поверхности, отдванющей тв точки пространства, черезь кото- 
рми проходить только одянь винт: трехчленной групові, оть тах, черель 
котормя яхт прожодить три. Вмсчитовь еункціп г в з, найдем'ь Что зта пог 
вержность шестаго порндка (ср. Ва!. 5 112). 
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к, воспользовавтись ур. (104), получяиь: 





та-Ріа?Я Ра У?-РРа йо р Рафз, (108) 
Р Р 
Откуда сквдуєть, что параметрь какого-либо винта обратно про- 
порціоналень квадрату параллельнато ему діаметра типербо- 
зонда особихь винтов». 

8 35. Икфя три винта (а), (5) м (с) конечньхь пара- 
хетровь, всегда можно узнать, есть-ли вт групп винтн безко- 
нечно большаго параметра й сколько ихь. Для втого нуж- 
но валожить ва виктн (а), (5) и (с) главнне векторні 
у, В,, В, я стараться подобрать величянь послідних так, 
зобу при приведевій яхь кь какой-либо точкі получить резуль- 
терующій векторь, равньй нулю. Если ни одна пара осей дан- 
лись винтовь не параллельни, то указанньй случай возиожень 
жить тогда, когда вев три оси параллєльни одной плоскости. 
Вь случав одной парн параллельнихь осей вь групи найдет- 
ся одинь винть безконечно-большаго параметра, наконець, есля 
нифеюь дві парн параллельнихь осей, то нокомнхв винта-- два, 

Предположимь сначала, что вв групп веб винть конеч 
янхь параметровь, и что р, »рьо»р.; строниь на винтахь (а) 
я (с) цилиндрондь и находниь на немь два винта параметра 
р.» Мтакь, вь етомь случаї всегда можно три данних вин- 
та зажфнить тремя другяжн (С), (С") я (С"")--вс одного и 
того-же паражетра р-р. 

Екли изь нихь ни одна пара не пересікаєтся, то опи 
опреділяють собою гиперболондт вянтовь параметра р. По- 
стронвь его, найдя его оси, мн схожежь написать уравневів 
теперболонда винтовь любаго параметра. Но можеть случиться, 
что два яз» отихь вянтовь (С), (С") пересфкаются, напр. вт 
точкв А|; вь такой 0 случав, какь било показано в» 
3 28, они опредбляють собою пучекь Ї-го порядка винтовт 
тавого-же паражетра р, центрь котораго вв А,; всб'вти винтн 
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входять вт трехчленную группу. Крожб зтого пучка вь група 
есть другой, также 1-го порядка, винтовь такого-же параметра. 

Пусть, вь самоюь дблф, А,Р,А, (фиг. 5) есть плоскость 
перваго пучка, а А, -- точка пересбченія сь отой плоєкостью | 
третьяго вията (С"). Такь какь прямая А, А,, какь лучь пер- 
ваго пучка, есть также винть параметра р, входящій в груп 
пу,  такь какь онь пересікаєтся сь винтомо ( С"), то дать 
вифсті сь посліднимь начало новому пучку 1-го порядка вни- 
товь, иибющену вершину вь А, и лежащену вь плоскостя 
АВ, А, опредбляєной прянник А, А, и (С"). ОСредняу 
А 4зч--24 прійнемь за начало координать, линію А, А,--за 
ось 02, а плоскость, двлящую пополажь уголь 29 между пло- 
плоскостяня АР,А, й АР, А,,--3а плоскость 202. Внять, ось 
котораго совцадаєть сь осью 02, а параметрь равень р, при- 
нимаємь за ОДИНЖ ИЗьЬ ОСНОВнНХЬ винтов; чтоби получить 
винть, ось коего совпадала-бн сь осью Од, бережь вь пучкахь 
Ан А, два луча,, 4, Я А, В; парадлельньхь прямнить ОБ, я 
ОЇ, по котормжь пдоскости А,0, А, я 40,4, пересбкають п0- 
скость аОу. Зти лучи суть оси двухь винтовь одннаковнихь 
паражетровь р. Сообщивь посліднимь главине векторн, рав- 
вне едяниці, найдемь координати полученнихь такимь обра- 
зом» двухь систем векторовь: 


созф, зіпф, 0, реовф--Дзіпф, ряїтф-йсовф, 0, 
созф ,--зіпф, 0, рсоз ф--Д зітф -рзіпф-д со ф, 0; 
координати результирующей системи будуть: 
сф, 0, 0, 2(рсозФ--Д зіпф), 1, 0, 0. 


Зти формуль показнвають, что результирующій винть лежить 
ка оси Ох я нибеть свойнь параметром'ь величину: 


-розфо-дзіпф 


2, 
" соз У 
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(юобщивь-же первому винту главньй векторь (--1), а вто- 
рожу главньй векторь (--1) и сложнивт, получнивь вить ни 
ся Оу сь параметромт 


шраті еф 
Фан " 
зтф 


Такичь образоюь опреділенн  центральнье вянть трехчаенной 
трупом, а слВдовательно кожеть бить построєнь гипербодондь 
винтовь какого угодно параметра. 

Вь частномь случай, когда Д--0, всв центральнне па- 
ражстрь равнь между собою. Но в зтомь случаф ним оланп- 
сндь (104) обращаєтся вь мниинй шарь, слвдовательно 
(334) равнн между собою параметри всвхь винтовь группк. 

8 36. Предположивь, что вь трехчленной групи єсть 
только один винть (а) безконечно-большаго параметра, стро- 
и» цилиндроидь на какихь-либо двухь другихт вантахь груп- 
пн в находимь на нема винть (2), перпендикулярний кь (а), 
я ваєть (1), перпендикулярньй кь (2) (фиг. 8). Направивь 
сь Ох по директрисв циляндрояда, ось 02--по вявту (1), 
подучниз ось Оу параллельной вяяту (2). Пусть А єсть точ- 
ка пересіченія винта (2) сь Ох. Есля-бм начало координать 
бнло вь А, то уравненів комилекса (2) било-бн 


то Я Рабо с 05 


хь данномь-же случай, означивь черезь Д разстоянів ОД, по- 
1уччиз для Того-же комплекса уравненіє: 


т, зо да РУ яз 0. 
Уравненія вомплексовь (1) я (а) будуть: 


по Кріс 0, 
іх Ж Ма - 0, 
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тд І, и М--постоянння, опредбляющія уголь ф наклокенія 
вннта (а) кь ося 02: 


19ф ча 1:М. 


Такинь образою» получаємь уравненів трехчленной групи ком- 
плексовт: 


В (І Мед) Вт 32 радо) В (по риса) є. 
Паражетрь какого-либо винта и урівненія вя оси будуть: 


ВАРЕНА (В ВВА Вуру) 





Р Ро , 
2Вз-уВа-ВІ-О, 
28, (ра--р)є 0, 


в, ВАВ (р-р) а В, 0. 


Йсключивь изь посліднихь трехь уравненій пережбниня В. 
В,, Ву, получимь геонетрическов м'всто внитовь данлаго па- 


ражетра р: 
Ц( ру Р Ра 2)-к(2к 8))- М (22-нуС ра 7 9-0. (109) 


При Мо-б, т. в. когда винть (а) направлень по директрисі 
цилиндронда, ето уравненів представляєть пару шлоскостей, па- 
радлельньхь двумь винтамь (1) и (2); есля-же при зтомь 
ррочерз я 2 з- 0, то веб винть труппь н»бють одинаковис 
царажетрь, за ноключеніємь того, которожу вь уравненія трех- 
члонной групим соотвітствуєть : 


В. з В, о; 


параметрь зтого винта безконечно-великь ни оп» параллелень 
оси Ох. Всі остальнье винти лежать вь плоскости сОу. 
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Если М отлично оть нуля, то, заябнивь вв ур. (109) 
1:Х черезь ідф, поверножь ось Ого вь плоскостя 202 на 
уоть--ф; тогда получниь: 


згаву-р ж дзіл у У УС ре Ру РУ ву р) 0; 


зто єсть уравнеків гиперболическаго параболонда, направляющія 
шоскостя котораго параллельни плоскостямь 2Оу и хОу. Итакь: 
Вь тожь случав когда вь трехчленной групи есть только 
одн» вить безконечно-больтаго параметра, геометрическов нб- 
сто винтов Одного и того-же параметра єсть гиперболическій 
параболондь. Параболонди, соствітствующів различннивь пара- 
жетрашь, нийбють общія направляющія плоскости; язь них» од- 
ча параллельна всвиь винтамь групин, нибющимь конечний 
параметрь, а другая перпендикулярна кт винту безконечно-боль- 
шаго параметра. 


Перенеся начало координать вт, точку (0),- (9 ( р-р), -4і9Ф), 
поїучавмь уравненіє парабодояда, отнесєннов кь вершинв: 


2.2 со8 Ф-РУ( рае--р) 0. 


Вершинь различнихь параболоядовь лежать вь шлоскости у02 
ва прямой, параллельной оси Оу. 


Отийтимь еще тоть случай, когда вь трехчленной группб 
єсть два о независйинхть винта безконечно-большаго параметра. 
Всі внять (С) конечнаго параметра, входящіє вь группу, па- 
рахлельньи между собой; війт одинаковато параметра лежать 
вь одной плоскостя, параллельной винтамь (С) и перпендиву- 
зярной кт плоскости винтовь безконечно-больтаго параметра. 
Наконецт, вь том» случаї когда вь групи есть три незави- 
сичихь винта безконечно-большаго параметра, таковнми-же бу- 
дуть но веб винть группю. 
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Четьргачленная группа. 


8 31. Координати прямнхь, удовлетвориющія уравненіяиз 
четнрехь основних» конплексовь : 


о-0,...9-0 
удовлетворяють и уравненію любато комплекса группн: 
В ов ЖЕ, жа СА же. 


Рішая зти уравненія относительно отноптеній четкрехь каких»- 
либо коордянать кь шестой вв функцій отношенія оставшейся 
пятой кь шестой и подставляя полученння рішенія вв уравненіє 


Іо В то У Б пого У 0, 


получаєвь квадратноє  уравненів, что показнваєть, что єсть ке 
бохіе двухь дійствительнихь нля шмнимнхь прямнхь, общих» 
воїить комплексамь групин. Пусть 4, В, и 4,3, (фиг. 5)- 
зти прамня. Принявь оси координать, какь в» 5 22, напишень 
условія того, чтобн какой-либо комплексь: 


12,-К Му, Ма БІ, т, п об, (110) 


содержаль вти прання свокни лучани. Для зтой ціли подста- 
вниз вь ур. (110) вийсто координать прямой нхь значенія 
(84); тогда получимт: 


1 соз -н М зп р--Х Й віжНЇ А со 0, 
1 с089--М зт ф--Х А зіт о У Й со фан 0; 
Откуда: 
іАТье СМ Хууз, 
1--Т4 че (Мр ХА) 5; 
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обозначивь : 
4 
ручдіуф , ри ід! ам) 
позучниг: 
І-Хр,, МечтТу,. (12 


Подставивь вти значенія вь ур. (110), приведеюь єго кь виду 
Хр, а) У т, кра Ус) пу Ра га) 0, (13) 
і: 


Рач- 


ми 


Кь такому виду можеть бить приведено уравненів любаго ком- 
шекса, иивющаго свойми лучцми данння дві діИствительння 
лін жнимна прякня, значить между прочимь и уравнеків лю- 
баго комплекса четьрехчленной групин. Разница между урав- 
вевіями вида (113), соствітствующими двуюь какииз-либо ком- 
шексаюь группн, будеть заключаться вь постоянннхь Х, У, 
Й я ру. Отсюда слідуєть, что нн получимь всі конплевсн 
гришн, если вь ур. (113) будежь давать зтинь постояннни» 
всевозможиня дійствительння значенія. Сравнивая зто уравне- 
нів сь ур. (105), пряходнив кь заключенію, что если в» 
уравненій трехчленной групик (105) припитемь одному изь 
центральних» паражетровь перем'внноє зваченів, то получимь 
сахов общеє уравненіє четнрехчленной групп. 

Состнощекіянь (112) между координатами винта соот- 
вітствують соотношенія между координатами его оси. Ми нолу- 
чавизь, нненно, яз ур. (63): 


Хо, Уззу,; Да, (14) 
Інзідрра, . | Мвт, руд 0 Мееп роді 


РРО. паанісьой Зло Льв НИ 
.- Мк -- М 


;! 
ї М 
' 
І : 
: У 
. ' 
. « 
, 
" - 
3 
«У- 
. 
. боби 
. . 
. Й 
Г .. 
, У 
: 
, 
П і 
з , 
і) я 
"Ж 
. 
. " й - 
зн 
рю 


-- 


М що 
о-ви, ле у Вубрь су» ЗИ? " -й 
- , то» -- "4, 
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подстанявт зти значенія вв ур. (112), получимг: 


НС ру ) яуее, то ЕК (Р--ра) Ус 0. (115) 


При данномь р каждоєв изь зтихь уравненій представляєть ли- 
нейний комплексь, такь что оси винтовь четкрехчленной груп- 
пн, ямфющихтв тотт-же параметрь р, суть общів лучи двух» 
їлинейньхь комплексовь и представляють єлідовательно кон- 
грувнцію. 

Главине параметри двучленной групин комплексов», нмБо- 
щихт зту конгруєнцію свойми общими лучами, суть: 


р'яр-р, И р'ачере- Ра . 


а уравненів соствітствующаго цилиндронда (Ср. (92)) 


га - раз | (116) 


Зто уравненів совершенно не зависить оть перем'вннаго пара: 
метра р, слідовательно : 


Вефиь конгруенціямь, представляющим»ь  гвометрическос 
місто винтовь различньихь параметров» в» четнрехчленной груп- 
ПВ, соотвіВтствуєть одинь и тоть-же пилиндроид». 


Разница будеть заключаться только вв распредіфленін па: 
раметровь по образующимь цилиндрояда. В'ь циляндронді, со- 
отвівтствующемь значенію ро-(), раєпреділенів параметров'ь бу- 
деть внражаться формулой 


р'яв-- (ру сові рр, вілаф). 


Директрись зтого цилиндройда буть прямня, проходящія че- 
резв точки А, й ДА, ки соствітетвенно паралельння прямни» 
А,В, п А,В,. Вь цялиндройді, соствіітствующем» какому- 
либо значенів р, распред'ленів параметровт вкражаєтся формулої: 
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в'я (реч, ) сон Ср- ра) віта фезр'-рр. 


Таков'ь параметр образующихв, наклоненнихь кь оси Ох подь 
узвин р я 180--Ф; разсматривавиня образующія буть дирек- 
траси конгруенцін винтовь паражетра р----р'. Йтакь: 

Проведя черезь точки А, я А, пересбченія общяхт лу- 
чей сь яхь кратчайшимь разстоянівиь прямня, соотвітотвенно 
парвалельння прянниь А,В, и А,В,, стройиз на зтихь пра- 
зн», какь на особнхь винтахт, целяндрондь винтовз. Оси 
ВАНТОВБ параметра р зтого циляндрояда буть даректрисн 
зонтрувяцій винтовь параметра-- р, входящихь вт четкрехчлен- 
вую группу. Циляндроядь (116) можеть бить вазвань цилин- 
хрождоюь директрис». 

Йсключивь р изь ур. (115), получиюь уравненів, кото- 
рожу должин удовлетворять координати оси какого-лябо вянта че 
тирехчленной групин : 


1 Уртт ту Зоб, УР ра ет. 


Зжо есть однородноє уравненів второй степени относительно ко- 
ординать прямой, а потому лучи, ям опредбленнне, составляють 
ївнейньЙ комплексь 2-го порядка. Зам'внимь вт нем'ь коорди- 
нати прямой йхь функціями оть координать двухь ея точек», 
що форшулань (2), тогда получниз уравненів : 


(рутра)2-- я (0-9) 7 (9-9 Ху(2--2)- (уч в ЛАЗ 
На а (2 -а,) (ау Ле 0, 


показнвающее, что черезь каждую точку (2, У, 2,) пространства 
проходить конусь 2-го порядка винтовь, принадлежащихь кь 
четирехчленной групп. Существують однако точки (2,2), 
зав которнхь етоть конусь преобразувтся вт дв плоскости. 
Лія опреділенія геометрическаго яхь юфста, отищень условів, 
при котором'ь однородная функція второй стелени, 
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(и ва бор Мо о У обо убобо з 


пережіниихь а, У, Єр Обращаєтся вь произведенів двухь ли- 
нейньхь нножителей 1). Для отой ціля, положивь єв равной 
пронзведенію 


(ах, Рвуртрог (ауто УВУ)» 
тд аф,.... пока ноопреділеннне козффицієнть, сравнимь 
когффицієнти пря одинаковнхь степеняхь перемівнинхь; полу- 
чин» ряд уравненій: 
зад, , губі, Ожнсе,, 
різуфазтавучніа, , о ззУрятбонфі, (дуттасу са. 


"Третье язь атихь уравненій показнваєть, что ли с, ля 
сі сть нуль; пусть срєє 0, вь такомь случаб: 





ес 


ас 
5 1, фе 


ЕЛ 
ат 5 ате 
с - Я у 


з 


Подставляя зти (значенія вБ четвертовє изь внтенанисанньх» 
уравненій, получнив: 


2 -(а, - рази . 
і зу! 


Итакзь: гоометрическов м'сто точекь, для которихьконусь 2-го 
порядка винтовь четнрехчленной группм обращаєтся вь двб 
плоскости, есть цилиндроядт директрись. 

Цятичленная пруппа. 


8 38. ШПатичленная группа комплексовь, опредіьленная 
пятьЮ данними винтами, нифеть свойчь уравненівиз: 


1) Ор. Рійскег. Ж. 6. 4. В. 5 186. 
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во... ВО. ат 


Посиотринь, какая связь должна существовать между козффи- 
цієнтани уравненія любаго комплекса 


0-0, . (18) 


для того чтобн онь принадлежаль кь нашей пятичленной груп- 
пі. Сь етой цілью, помноживь ур. (118) на произвольнато 
нножатеня--.В, сравнимь его ковффицієнть сь козффяціентами 
ур. (117). Тогда получимь рядь уравнепій: 


вх ВХВХо, 


вм... АВМ ВМ, 


Йеключивз отсюда велячянн В. ,.. -.Ї,, получимть требув- 
хов соотнотенів: 


ХхьоноХ,Х 
пора зд. 
М. - М, У М 


Для полученія геометряческато жіста винтовь даннаго пара- 
четра р, зажінимь здісь координати Х, У,.... по формуламь (114): 


Х...5Х, то 


Моно Ук покра, 


Раскроеюь опреділитель по озлементамь послідней вертикаля, 
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обозначявь черезь А, /),.... постоянння, зависящія оть коор- 
динать пяти основньхт винтовь; тогда получимь: 


Аза Ву Са (і рао) Я Е( ту руд) 
-К(по ре) 0. (119) 


Такь какт 8то уравненів линейно относительно коордянать оси 
винта, то ми заключаємь, что оси винтовь даннаго парамет- 
ра р, входящихь вв пятичленную группу, представляють ли- 
нейньй комплексь 1-го порядка, оси-же всвхт вообще винтовь 
-з"двучленную группу комплексов». Одинь язь двухь основ- 
нихь комплексовь двучленной групин есть кожплексь: 


Аза Ву ОК Фі кВт, Епуе0, (120) 


представляютій м'їсто осей виктовь пятичленной групин, пара- 
метрь которехь равень нулю; другой основной кожплексь---без- 
конечно-большаго лараметра: 


рад Ву Вот, ам) 


представляєть мйсто винтовь, паражетрь котормхь безконечно- 
великь 

Обозначивь черезь р', параметрь комплекса (120), бу- 
декь нийть для параметра р' комплекса (119) внраженів: 


зна (ВРУ (В рЕУВУНОСрРув 
рере фі Рог р. 








Жоординатн оси комплекса (119) пропорціональня вехичи- 
на: 

Р, 

4-Фр'о | В-- ро | С-- Вр 


з 


он, какь видиит, не зависять ость р, т. 6.: оси вехь ком- 
плексовь, представляющихь гвометрическов місто винтовь рав- 
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знчнихь параметровь пятичленной группв, лежать на одной 
прямой; зти комплексь разнятся, слідовательно, только пара- 
хетранн. Принявь оту прямую за ось 02, нь должни будень 
якть: 





те! 


я ур. (119) прійжеть тогда видь: 
па Р'о-тр)є0. 


Такриь образою, черезь каждую точку пространства проходять 
бзчисленнов множество винтовв, входящихь вь пятичленную 
грипу; винтн одного я того-же параметра лежать вт» одной 
побвости, образуя пучекь лучей 1-го порядка; и такь какь 
каждая йзь оплоскостей содержить перпендикулярь яз раз- 
счатриваємой точки на ось соотвітствующаго комплекса, а 
оси вобхь комплексовь совпадають, то всі зти плоскости обер- 
тивають прамую, проведенную язь точки перпендикулярно кь 
певтральной оси. Какой-бн параметрь мн не сообщили зтой 
перпендикулярной прямої. полученньй винть будеть принадле- 
жать юь пятичленлой групі. 


О взацжньть пруппатоь винтовз. 


8 39. а) Ваять Г, взаниньій сь п независичний вякта- 
зи (С,),...(С.), взанмень со всяким» вантом'ь, входящимь вь 
леченную группу вянтовь (С,),.... (С,). 

Ужноживть ур. (74,) послдовательно на координати Л, 
М, М, Ж, Н, 72 вита (Г) и сложивь, получимь: 


Во Ват б) 


так какь 
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Гуарана 


9. 


гот 0. 


Отоюда слідуєть, что если параметрь винта (/) отличень оть 
нуля, то сажь онь не можєть принадлежать кь тчленной труп- 
пі винтовь (Є,),....(С,), ябо вь такожь случав онь биль-бн 
взаннень саюь сь собою, а нам язвістно (67) что 


ог тет, 


если т--паражетрь винта (17). 

Если-же параметрь т равень нулю, то (ГГ) есть общій 
лучь вевхь комплексовь группн, нбо мн виділя вь 8 27, что 
уоловів взаншности особато винта (Г) сь какимв-хибо винтомь 
"((С) указнваєть на принадлежность его оси кь лучан кон- 
плексв (С). 


Б) Есть только б--т независимхь винтовь, взанинихь 
сь п данний независииний винтами. 


Докажень теорему для случая по-3; тогда нифеют урав- 
ненія 


ВІДЕНМ,Ь....Нд, 0, 
ЗІДНМ Я... 0, (122) 
ІНН. КА о; 





и такь кавь 3 данних винта незавясиин, то вь групий ви- 
да (75) єсть хотя одниь опреділятоль 3-го порядка, отхичньй 
оть вуля; положиюь--ето опреділятель 


ЬМ,2 
ї,, М, |; 
і,,Мм,,2 
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вьотакожь случав, рішая уравненія (122) относительно З, Н, 
Х виразниь оти величин хинейннмй функціями оть остальних»: 
ХезАЛУВ, МС, 2, 
На АЛ-НВ, МНС, 7, 
Ка АЛ-НВ, МС, 7. 

Мтакь, изь координать винта (Г) три (Л, М, 7) совер- 
шенно пронзвольни, а три остальння суть яхь линейння функція. 
Виятами (Г') могуть бить таків, координать которвхь пропор- 
ціовальнь : 

454,0,1,0,4., 
Ва. 0,0,1, Ве, 
с, с,1,0,0,6С,5 


й трушив 
11,0,0,4,,4,,4, 


0,1,0,8,5 8,58, 
ї 0,0,1, С, с, С 
єсть один опредблятель 3-го порядка 
1,0,0 
0,1,0|, 
0,0,1 
отличньй оть нуля. Йтакь есть не меньше трехь независнинхь 


ВИНТОВ5, взанинихь сь тремя данними винтами. Но легко ви- 
діть, что ихь не будеть больше трехь. В самоюь ділі, если 


ль М, 2, Базі, 2, 3, 4. 


четире систем значеній произвольнихь Л, М, 7, то вс опре- 
хбантели 4-го порядка нязь грушшн 
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ПИ » М, » Я , АЛлВМ, -С, бай ВМС, і 
ї 








суть нули. 

Очевидно, что доказательство зто безразлично примбнявтся 
ко всякому числу п. 

Если есть только б--л независимнхь винтовт, взанинихь 
сь п данини, то вев винтн, взанинно сь послідними, со- 
ставляють (6--т)-членную группу. 

8 40. Мь уже знавмт, какь распредбляются в прострал- 
стві винти (6--п)-члвнной группн; нам остаєтся только ра- 
зобрать, вь какоюь отношевій стонть зта (6--п)-чяєнная груп- 
па винтовь (Г) кь п-членной групі винтовь ((), и такь 
какь роль виятовь (Г) н (С) взаниная, то достаточно оста- 
новиться на случаяхь посі, 2, З 

При па-1, напишемз уравненів кожиплекса (С, ) в форжб: 


і р о 0, (123) 
а уєловів взанмностя винтовь (С,) я (1): 
РЕЧНАЗ-й. (129 


Зажбнивь здісь величинн З и Л ихь функціями оть коордн- 
нать оси внята (Г) даннаго параметра тк по формулам (114). 
получимь уравнонів, 7 


1-0 ауд, (125) 


повазнвающее, что оси винтовь даннаго параметра пт пред- 
ставляють такой линейньй комплексь 1-го порядка, ось кото- 
»раго совпадаєть св осью винта (С,), а параметрь равекь сум- 
ні параметровь винтовь (С) я (Г). 

При по-- 2, вийсто двухь данньхь вяятовь (7",) я (С"») 
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бюрежь главние винти (С,) я (С,) двучленной группн, нини 
средлявной. Кромі уравненій (123) и (124) будень ниїть 
«ще два: 


та-КраУотод з 9 Н--М--0, (126) 


ж сотвітственно зтому для геометрическаго ста ввятовь (Г) 
даннаго параметра т кромі ур. (125) еще одно: 


та (рат) ут 0. а2т 


Форна ур. (123) и (127) показнваєть, что для полу- 
чені внятовь (1) даннаго параметра т, взаишнихь сь винта- 
н (С) я (С,), мн должни, сохранивь оби послідних», уве- 
зячить йхь параметри на т й отнокать общів лучи полу- 
ченнихь таклюь образом комплексов». Построймь цилин- 
дриль двучленной группь винтовь (С,) я (Є,) я найдень 
ві вихь два винта параметра--т; оби зтихь винтовь я бу- 
дуть директрисами конгруєнцій вянтовь (Г), нивющихь пара- 
хетрь-рт. 

Пра по-3,ин опять замбнявмь три данньхь винта (С",), 
(Сі) я (Су) центральними винтами образованной ями трехчлен- 
вой групи я тогда долянн кь ур. (123), (124), (126) п 
(127) добавить еще тавія: 


тору з Райз 0, 
МРГ Р а28 


Общіє лучи трехчленной группн кожплексовь (125), (127) и 
(128) суть ося винтовь (Г) даннаго параметра т; они ле- 
жать на гиперболонд5 


(в, Я ота? Я (р, Я ту? Я (ра В т) 
Ср, Я т) (р, Я я) (ра ЧК т) я- 0, 


т. є. на гипербодойді винтовь параметра (-- т) трехчленной 
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трупли винтовь (ЄС,), (С,) и (С,). Легко видбфть, что ося 
винтовь (С) и (Г) ке могуть бить на зтонь гиперболонді 
пройзводящими одного ни того-же рода. Дійствительно, так» 
какь параметри ях равнь по абсолютной величині, но про- 
тявнн по знаку, то условіє взайиности принямаєть видь: 


Філ яз 0, 


что возможно липіь тогда, когда обі образующія пересікаются. 


Косья координать винта. 


8. 41. Пусть нибемз тесть лезависимнхт вянтовь (1),....(6) 
и какой-либо седьной винть (С) сь координатами (Х,У,....). 
Ми знаємь, что такою» случаї всегда можно подобрать таких» 
шесть величинь В. ....В,, чтобн июля мїсто уравненія: 


ВХ Ве, 
рр (129) 
ВМ. Ме, 


т. в. всегда можно сообщить давнимь шести независимнигь вин- 
там таків главнне вектори В.,....Дв, чтобн система (С, 1) 
бьла результирующей систем (1, К,),....(6, Ве). Величини 
В.,....Ва не независиин между собою; между ними суще- 
ствуєть тождественноє собтношенів, которов получимь, возви- 
сивь три первнхь уравненія (129) вь квадрать и сложивь: 


Ва... Ва 3, Ву сов (1,2) 4.. 
..Р 28, В, соз (5, 6) -- 1; (130) 


оно означаєть, что, сложивь главнье векторм по правилу мно- 

тоугольника, ши должнь пожучить векторь равньй едяниці. 
Итакь, зная координати ванта (С), мн, рітявь систему 

ур. (129), опреділимь величини В,,....Ї, и пратоюь одно- 
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значно; обратно, зная шесть велячинь, удовлетворяющихь ур. 
(129), ям опредфлинь координати (Х,Р,....) внята (С). 
Велячнян В......В, назнваются косьми координатами винта, 
з тесть винтовь (1),....(6)--координатинми внятами. Йкба 
песть величинь, которнив тропорихональни косня координати 
знята, ин опредблнмь помощью ур. (130) коеффицівнть про- 
порціовальности и будень знать сами косня координатн. 

Ужноживь посліднія три изь уравненій (129) посхідо- 
вательно на отри первня я сложивв, подучимь параметрь р 
внята С: - , 


рова. вав, ВО... ЗВО, у (131) 


Бон ужножимь ур. (129) на какую нибудь велячину В и 
обозначикь : 


Во-В.В,, пезі,....в, (32) 


то В", (пе-1,....6) представять ті значенія, которня мн 
дояжнн дать главнниь векторамь на винтахь (1),....(6), 
чтобь результирующая система била еквивалентна сястекі (С, В), 
позтону величийм В", казмваются координатами системн (СБ). 
Гакь бнло показано вв 8 21, сястоюі уравненій (129) можно 
дать видь! 
ВриЕВОа Ва си 
РРО Пр Ру УР (133) 


воза Ва Вова св є 





8 49. Если три первихь изь коорданатньхь винтовь пр'й- 
межь лежащими соотвітственно на осяхь Ох, Оу, 02 сь па- 
раметрами. равяний нулям, а три остальннхь возьмемь на тфуь- 
же осях», но сь параметрани безконечно-большимя, то косня 
кюрдянати ВізДаз--- Обращаются вь Х,Ї,...., которня могуть 
бить названн прямоуюльньми. 
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Друтая изь простВійшихь систежь координатнихь винтовь 
єсть шесть винтовь нулевнхзь параметровь, лежащихь на ребрахз 
тетраздра АВС (фяг. 9), взатне вь поредкв АР, ДВ, СР, 
ВС, АС, АВ. Бь етокь случаї изь относятельнихь моментовь 
2.0, С Роб) только 2.9, ,--2.0, ,, 2.9,,2-2.0, з, 2.0, ,7-2.0,; 
отлячни оть нуля, я урявненія (133) дають: 


2 
Во ша шко, 134 
1 а з а 2 з їв о ( ) 


Если обозначимь черезь (АВС) взятьй сь надлежащимь зва- 
комь обьсмь пирамидн, построенной на ребрахь АВ я С, то 
знаменатели ввраженій (134) могуть бить зажіненн обьенани 
З(ВСАРу З(АСОВ) Й 

вс Ар ' АС во" 
раметрь винта (С) равень нулю, и жк обозначямь черезь М 
начало, а черезь 2 конець отрізка ММ-- 1, лежащато на оси 
винть (С), и числители вираженій (134) обращаются вв обьес- 
б з(муво), З(ММАС) 


-вь частноюь-же случаб, когда па- 


, й нн получаєнь: 


ВС ас 77 
- др. МУВСО) | в -рв ММС) | з 
ва (всАру ? В дор)" ) 


Система координативхь винтовь, расположеннихь по реб- 
ражь тетраздра, не нибеть такого значенія для приложеній, 
какь система совзацмньта винтовь, предложенная Ківіп'оюз. 


Винть (1) вибиравжь пройзвольно, винть (2) -- взани- 
нн сь винтомь (1), винть (3)--взаниньи сь винтаня (1) н 
(2) я т. д., наконець, винть (6)--взаниннив сь винтави 
(1), (2),....(5). Тавь какь вь такомь случав 


1) Мбьіше. Сіег діє Дазатшепввітлпу ппепдїїсь Кіеіпег Ргевипреп. 
Зошгпаї хоп Сгеїїв. Вд. 18; р. 207. 
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оо, п З туз 1, 3,...-6, 
з 9, ер.» 
1о ур. (138) дають: 
ке оон ОЖАНМІ ННЯ КІ НУМ ІМ, 
рні,,..в. (135) 


Зк формули показнвають, что для того чтобн можно бнло 
шесть совзаниннхь винтовь принать за координатнвів Ввянтн, 
йь параметри дояжнн отличаться оть нухей. 

Зная координати (Віз. ... Ва), опреділимь парвкетрь по 
форнутв (131), которая вв данноюь случаб обращаєтся вв 
такур: 


ре Вр. Во ре (136) 

ши, пользуясь ур. (135): 
а РУД 136.) 
р ГУ - ра (136,) 


Вирази вь новнхь координатах относятельний моменть 
хвуть винтовь (С) я (Г), координати которнхь (Б... ...Вв) 
я (Р,....Ра). Систежм вевторовь (С,1) и (Г.1) могуть бить 
кавдвя замвненн 6-ю системами: (1,В,),.. ..(6,Во) я (1,Р,)... 
..(1,Ра); східовательно шкв относительньй моменть равень 
сив номентовь каждой язь систем (1,В,)». - . - (6, Бе) отно- 
сительно систенз (1,Р,),....(1,Р,): 


99 гек9.5 В, В 9, 


п всан КО Ї, то О,ря-0, воли-же козі, то 0,,--р,, сів 
довательно: 
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ог В РРО Ва Ре ре: ат) 
Вянтк (С) и (Г') взанинн, всли | 
ВІР,ро В Рота 0. (138) 


Отсюда слідуєть, что если между коорданатани какого-либо 
винть (С) существуєть однородноє линейное уравненів: 


Ав Адвун, 


то винть (() взаниєнь сь винтоюь (І), коорданатн котораго 
пропорціональни отношенілиь: 


8... Ве 139 
р Р 38) 


Винть, координати котораго удовлетворяють п однородннюь ли- 
нейнни уравненіяюь, взаннень сь т винтами. 
8 43. Вь ур. (135) вставимь вивсто Х,Ї,.... нь 
ввраженія по формулань (114); тогда получниз: 
Вентиль Іьв Мі) 
рі). 
711 
Но, обовначивь черезь (туз. --Та) КОСНЯ вООРДИНатн обсобаго 
вита (хо зУдо-- -:)» ОСЬ вОТОраго СоВПадаєть сь осью вянта 
(С), будень нийть по ур. (135): 
па (ЖАН, то 
ру 


кроні того: 
Ха ЕТ У КА, ут сов(В, С), 
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міховательно , " - 
вт аоЬ СУ 

Нетрудно видіть, что вторня слагаєжня отихь вираженій про- 

порціовальнь косьиь координатань 9, ,.... 95 вИНТа безко- 


вечно-большаго параметра, ось котораго также совпадаєть сь 
ссью винта (С). Дійствательно, положяюь вь ур. (135): 


Хоч, Іо, Мезуд Меза, 
тогда получнив : 
дод (Кури а сокв С); 
др. о о (2 2р, ) » 


такюиь образом: 


Вуятт р, 


Рон спрозктируєюь вектор 4,,...-.Й, ка ось винта (С), 
то влтебранческая сумна проекцій должна бить нуль: 





соз3(1,С) 92.0) ф.. С С ЛРУ аю) 
| Д Ра Рв 


Зло уравненіє показнваєть, что изь паражетровь шестя совза 
тинихь координатньхь винтовь тря должнь бить положительни, 
з три отрицательнь; ябо, предположивв, что только р, я р, 
отрицательни, а остальнне пожожительнн, бережь за ось винта 
(С) прамую перпендикулярную кь винтань (5) и (6); тогда 
зв ур. (140) тівая часть будеть состоять изь одних подо- 
ЖНТельньх членов», что невозможно. 

Кромі отого свойства, паражетри шести совзвинннх внн- 
товь обладають другим», именно: сумна обратнихь шк» значе- 


вій равна нулю. , 


- 


- 
- 


г 
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Для доказательства 1), пользуясь ур. (136), опредбликь 
шахішиш р, параметра р, причент будежь ниїть вь виду, что 
дежду перешвнинин В.....Ї, существуєть тождественное со- 
отношеніє (ср. 130): 


ВХ 82-25 В, В, сог(Е, т) -- 1-50. 


Унноживр хіфвую часть зтого уравненія на р,. придадниь єе 
кь правой части ур. (136) и продяфференцируємь получен- 
ний результать по Б,.....Бо: 


гдв А. Г,.... суть нвкоторня постоянння. Но такь как» па- 
раметрь винта можеть приникать любня значенія, то единствен- 
но возможньй тахішц есть р,,--00, что требуєть равенства 
нулю вовхь коеффиціонтовь отого уравненія, за нсключеніви»ь 
извісткаго члена. Уравнявь нулю коеффицієнть при рФ. по- 
лучнив: 


піз. . - рю Раф .- «ФДегу. ее «0, 


1) Вії. 5 134. 


ТЕОРІЯ ВИНТОВ'Р. вт 


ши, такь какь р....Фа ОТЛИЧНЬ Оть нулей, то 


ЗЖАв.. возі. а42) 
т; їз Ре 
8 44. Часто приходятся производить операція надь вин- 
тами, прикадлежащими кт» одной и той-же груші; вв такомь 
случав очень важно нивть вь числь тести координатнихь 
винтОВЬ т, принадлежащить кь той-же групи, такь какь 
6-п координать винта, именно относящіяся Ж винтам, не 
входящимь швь группу, будуть нулями. Оти п новніь коор- 
джнатинхь  швинтОвь  должЖжнн бить независишн и кроні то- 
то, если возможно,  совзанинн.  Посмотряжь 0 предварятель- 
но, какому условію дояжни  удовлетворять косня координати 
т Независииьхь винтовв, а затіюь покажеюв, какиюь образою 
ложно из вебхь возможнихь систем по п независиинхь вин- 
товь, боставляющихь одну и ту-же группу, вибрать т совза- 
ячннхз. Пусть нифешь т гантовь, прямоугольння и кобна ко- 
ордянати воторнхь суть: 


8, Н., 7,, Л,, М,, М,, кез13, т, 





я 
Ви Бизоо Пи Резі,.т (143) 
такь что 
вВиХВ, Х....-Ви Хо, 
ПРА (149) 
ви МВ, М.В ММ. 
Обозначийь групив: 
Я,» Ви 
гла , Фе нон , (145) 
Е.М, В... В, 
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з черезь ) опредблятель системн уравненій (129): 


хоХ 








ре (б) 


мом, 


Если низь какого-либо опредблителя яли групиь А внпустямь 
тую, т,-ую,.... торизонтади я руую, регую,.... верти- 
кали, то получижь нли опреділитель, или группу, которне бу- 
день обозначать черезь Али. 

Если п взятих винтОв независЯмн, то хотя одянь яз» 
опреділятелей п-аго порадка Д"1"""в-» отлячень оть нуля. Но 





н такяхь равенствь будеть столько, скодько разь зв груш- 
пн Д ножно вьбраснвать по б--п различнихь вертикалей, 
скажемь К. Правая-же часть равенства (147) будеть состоять 
из столькихь олагавинхь, сколько разь нзь груплн 1) можно 
вибраєнвать по б--п различнихь вертикалей, т. в. также Б. 
При переході оть одного равенства кь другому будуть яб- 
няться только вторне множители зтихь слагаємнхь, первне-Же 
остаются однями и тіин-же. Отсюда видно, что всли не вев 
опреділители Д"о-"в-» суть нули, то не ногуть бить. нулями 
вев опредбантели ГОР-о?є-я; но легко доказать и обратное, что 
если всі первне опредівлители нули, то будуть нулями и всі 
вторне. Вь бсажоюь ділі, мн нифемь вь такоюь случаб ЕК 
уравненій 





однородньхь относительно Б величинь ШРо-о7в-о; если они удо- 
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ввтворяются такиий значеніями посябднихв, которня не во 
вулк, то дояжень равняться нулю опреділитель системн втихь 
уравненій. Зтоть-же опреділитель, будучи составлень низь ми- 
норовь б--т-аго порядка опреділителя Р, по извістной тео- 
рекбоахгебрь 1), равень ифкоторой степеня опредблителя Ю) 
ї равень нулю бить не можеть, такь какь 6 коорданатнихь 
ВЖЕТОВЬ независиин. 

Мтакь, для независимости т винтовь сь координатами 
(143), нвобходижо и достаточно, чтобі хотя одинь опроді- 
тель п-яго порядка язь групин |) биль отличень оть нуля. 

8 45, Пусть иибеть т независинихь винтовт (С,),... (С,) 
сь коордняатами (143) я еще одинь (С), координати кото- 
мо В,.-...Бо, и пусть возможно подобрать такт величи- 
и С,.-..С,, чтобю йибли місто уравневія : 


свв. -е СВ, з 
пана нн б (148) 
сан ЕО Во 


вь такою случайб веб опреділятеди (п-рІ)-аго порядка язь 
трупин 





суть пули; винть (С) входить вв группу винтовь (С)... .. (С,). 
Обратно, есля ванть (С) входить вь группу независпмнхт впн- 
товь (С,),....(С,), то нежду его координатами и координа- 
тами винтовь (С)... ..(С,) существують линейнья соотноте- 
їя вида (148). Цостоянння С,,....С, суть координати вин- 
та (0) относительно виятовь (С,),....(С,). Вт саноюь дітб, 





1) Ярошенко С. Теорія опредімителей. Одесев, 1812 г, стр. 88, ур. (14). 


»9 И. ЗАНЧЕВОКІЙ. 


сообщимь винту ((,) главньй векторь С,; координат получен- 
ной такниз образонь систеик (С, , С,) будуть: 


Вин Ви. 


Если сдіжаєюь то-же самов относительно всбхь винтовь (С,), 
то на воординатноюь винть (1) окажется п главньхт векто- 
ровь: 

сів. з СВ, 


которне по сложенік дадуть главний векторь 
весвивоОВ; 


точно такоє-же значенів нибють коордянатн В. ..-.- Во- 
Й такь какь систенн (І, 8) ,.... (6, Бе) опредбаяють 
винть (С), то я систекм (Є, , С,),....(С, , С.) опредбляють 
тоте-же винть. Парвиетрь винта (С) также виражаєтся вь 
функцій коордянать С,,....С,, параметровь и  относитель- 
нхь моментовь винтовь (С,),....(С,). Йквежь по фориуті 
(136): 


ГЕО ГЕО 


ре Уувиво- УурОви КО Вареа 
-иеооон Ми 
Урич. НОМУ Тр ва 
Е ря 
С 
зо а ВаВафо о 
Же 


ля, ния вь виду ур. (136) я (1317), 
ребра бро 
Я Се 2049, с,» (149) 
тАв Фер--- «Ре, Паражетри винтовь (С,),....(С,). 
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5 46. Давая вь ур. (148) постояннниз С,,,...С, раз- 
шичння дЬЙствительння значенія, ин будежь получать разїнч- 
ние винти (С) п-членной групам; нашь остаєтся еще пока- 
зать, что в числі разлячнихь систежь по п независяинк» 
вжнтовь групин можно найти сястен зв совзаннньхь вин- 
товз. Пусть (С,),....(С,)--т независиинхь винтов, и пред- 
положниз, что удалось ЕК первихь изь нихь подобрать такь, 
что они представляють группу А совзаниньхь винтовь; пока- 
жень, что винть ((, ) ножно замінить винтомь (Са) ва 
язиииь сь винтани (С,),....(С,). Координати вянта (С...) 
относятельно винтовт (С,),... .(С,) обозначинь через С,.....С,, 
тогда координати того-же винта относительно какой-жибо сяс- 
тежн шести совзанинихв вантовь будуть ввражаться форну- 
заня (148) 

Условія взаниности винта (С...) сь винтами (С,),....(С,) 
будуть: 


вВиві о ЕВоворет0, 





ви(СуВа нн ЕОВ Урич ВАО, Ва Вр | 
ж пользуась уравненіями (136) я (18): 
ГУРА -ь с,9, зеафоо 000 з 


з такь какь Е первихь винтовь совзанинн, то 
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Осс, 0), 
при 2 з-1,2,.. ..К; 
й мн будемь нибїть: 


С рес о» С. с, 0 5 
но нанні о (156) 


С, ре бьнідс сн Р обо СЯ с, 0 у, 


Воть какимь уравненіямь должян удовлєтверять коорди: 
нати С......С, винта (С, ), чтоби онь биль взаннен» 
сь винтами (С, ),....(С,). Девши вь зтихь уравненіяхь Бо- 
ординатамь ЄС, ,....С, бовершенно произвольння значенія, 
лиць-бн они не веб били нули, опредблямь изь отихь урав- 
неній остающіяся Й координать: С, ,....С,, и затімь мив» 
ур. (1489) и координати 5. ,....Бв. Отсюда схбдуєть, что 
для бсоставленія групин совзаниннхь винтовь нужно, взяв'ь нер- 
вий винть ((",) произвольно, положить вь ур. (150) К--1; 
полученноє уравненів будеть содержать тп перемінинхь Є... 
..С,., нзь койхь (п --1) будуть произвольни; давши нм» ка- 
кін-либо зкаченія, опредівлимь изь ур. (148) координати втораго 
винть ( С", ) относительно винтовт (1),....(6). Составимь затімь 
п. новихь независимнхь винтов» ((", ), ( С", ),....(С",), изь ко- 
ихь два первнхь уже будуть совзайинн, а затімь и систему 
двухь уравненій, подобинхь уравненіямоь (150), которня и по- 
служать кь опред'іьленію винта (""з, взайяннаго сь винтами ((",) 
и (С',); при виборів вннта ((""з) мн будемь нибїть вь своем» 
распоряженій (л - 2) произвольнихь постояннихь. Продолжая 
также далВе прійдемь кь искомой групи т совзаймнихь не- 
зависимнхь винтовь, при чемь мн будемь пить в сво- 
ень распоряженій (п -1)-К(п--2) -К.... 5 1- фа 


пройзвольннхь постоянннх». 
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9 47. Принавь п совзанмньхь винтовь групин вь число 
чести координатинхь винтовь, мн получимть для координать 
вавдато винта группн и его параметра форнуль, получающія- 
ча язь ур. (135), (136) я (136,) положенівиь 6--т коор- 
Хквать равнний нулямь: 


ве» їеі,....п, (151) 

5 

ревирооВВІрае т и (152) 
ої 


Относительний моменть двухт винтовь (С) и (Г), при- 
ладлежащихт кт групи, будеть: 


воза 


ос ЗВІР (153) 
Жозі 
ї тмовів их» взанмноСти: 
ГЕ 
УР -д. 54) 
: 





Отсюда опять слідуєть, что если между координатани 
винта, шринадлежащаго кь п-членной грушиф, существуєть од- 
зородноє хинейноє уравненів: 


АВ... А, Во, 


то зтоть винть взанмень сь другимь, т первнхь координать 
котораго пропорціовальни отношеніянь: 


4... кю, (155) 


а остальння пройзвольнн. 


«ДО "7 - 


. М 
фо 
В 


я 


чрот» 
. Фь- 
2 - 
3 то, 
, 


Ж 


з жотядьдья? Ль'ерозіу 
ОТ 


ьо ЕР ЕРА 


ГОРУ ЛУ А 


Ко 


-оргчо' Фо » 
. анод - а 
.. У МА 


Я с-щ-б 
ПТ же - 
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, У АД, 
, 
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8 48. Ми виділя, что при виборі я» совзадиннхь вин- 


товь изь п-членной групин мн пихи вь распоряженін а 


произвольнихь  постоянннхь. Параметри озтихь винтовь суть 
функцій етихь постоянних», однако можно показать, что сумка 
обративхь зкаченій параметровь сохраняєть одно й то-же значе- 
нів. В самомь дігі, мно можемь схвдующимь образоюь со- 
ставлять системн шести совзаимнихь винтовь: б--тп йзь нигь 
взять взайинний сь лп-членной группой и п--изь входящихь вв 
грушу. Тогда (142): 


Оставляя б6--п первихь винтов'ь без изивненія, будем м'інать 
п посхіднихь; тогда, хотя параметри йхь будуть міняться, 
но всегда 


Коза Р сз б 
511 п ч- 1 о (опеі 
ст Фе тр фі 


Принявь т совзанинііхь винтовь группн вь число шести 
воординатинхь винтов», ин получимь для координать Б. .,...Ви 
какого-либо викнта группн зкаченія, равння нухю, и изь веб 
возиожнихь опредфлителей группн /) только один», 


Би... 
она (156) 
В.В. | | 


не будеть тождественно равень нулю; откуда слідуєть, что 
неравенство зтого опредВлителя нулю есть необходимов и доста- 
точнов условів того, чтоби п винтовь группн били независнин. 











Глава ПІ. 


Приложенія теорій винтовь кь механикі. 


ШПридоженія ка кинематикь й статись. 


8 49. Если тіло получаєть безконочнов малоє вращеніе Т) 
Чо вокруть ося (С), то, вакь извістно, зто перем'щевів ха- 
рактеризуєтся безконечно-жальиь векторожь величини «о, отло- 
женннигь вь приличную сторону на оси (С). Каждов вращенів 
44, (фиг. 1) зквивалентно сововупности вращенія такой-же 
знплитудн, но вокругь оси, параллельной АА, и проходящей 
черезь точку О, и поступательнаго движенія, нзображающатося 
по вежичині, направленію и знаку можентомь парн вращенія, 
взатниь относительно точки О. Зта совокушность двухь дви: 
женій можеть бить вв свою очередь разбита ка три вращенія 
оз Уоз 2 ВОКРУГЬ Трохь взанино-перпендикулярнихь осей 
координать, проходящяхь черезь точку 0, и ка три поступа- 
тиьнихь дваженія Ї,, т,» По» ПАрахлельнихь втимь осям». 
Шесть велячинь (2) жогуть бить названн координатами вра- 
щенія «о» вокругь оси АД,, и между нини существуєть тож 
дественнов соотвошенів (3). 

Есля тіло претерпіваєть цілий рядь одновременнихт ли 
послвдовательнихь вращеній вокругь различнихь осей про- 





1) Вь дальнайшемь подь какинь-бм то ни бмло перем'щеніємь сав- 
дуєть подревумбвать перем'вщенів безконечно-мвлое. 
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странства, то такая систежа вращеній зквивалентна одному вра- 
шенію вокругь нікоторой оси, проходящей черезь пронзволь- 
лую точку О, я равному геометрической суми векторов, взь 
конхь каждьй изображаєть одно изь частннхь вращеній, с20- 
женному сь поступательнниз движенісиь, равньюь геожетраче- 
ской суми коментовь парь, получающихся при зам'бн'Б кажда- 
го изь даннихт вращеній вращенівмь такой-же анплитудн, но во- 
кругь оси, проходящей через точку О. Зта совокупность двухь 
движеній являєтся результатом трехь вращеній Х, У. 2 во- 
кругь осей координать, проходящихь черезь точку 0, я трехь 
поступательнихь движеній І, М, М, параллельнихь втниз 
осямь. При втожь замітиит, что такт какл, всякоє переж'іще- 
ків вквивалентно совокупности нікотораго поступательнаго дви- 
женія и вращенія вокругь оси, проходящей черезь точку 0, то 
нн можем сказать, что тесть ведичинь (19) характеризують 
всякое вообще перем'щенів и шогуть бить позтожу названн его 
координатами. 

Между шестью координатами какого-либо перем'вщенія но- 
жеть существовать связь вида (3); тогда вт общемь случаб 
зто показнвало-бн, что пережщенів зквивалентло вращенію во- 
кругь нікоторой ося  пространства, вь частинхв-же случаяхь-- 
та отсутствід перемфщенія или на єго зквивалентность нікото- 
рому поступательному дваженію (5 6). Если-же такого состно- 
шенія между координатами не буществуєть, то можно всегда 
цодобрать два вращенія вокругь не пересбкающихся и не па- 
радлельнихь осей, которня в своей совокупности били-бь зБ- 
вивалентнь данному перем'вщенію. "акія два вращенія вазн- 
ваются сопряженньми |8 8). Ось одного нзь них, вообще го- 
воря, пронзвольна, однако есть безчисленнов иножество прямих, 
которня не могуть бить принять за ось одного изь сопряжен- 
ннхь вращеній; зти прямня составляють лйнейньй комплексь 
10 порядка (8 14). Ось комплекса обладаєть тімь кннена- 
тическвиь свойствомь, что даннос переніщеніє зквивалентно 
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вращенію «о вокругь втой оси, сложенному сь поступатель- 
чну движенівнь «с параллельнниз єй (8 10), другими сло- 
вамя, нкоторому вяктовому движенію вокругь оси комплекса. 
Висота хода Н винта євязана сь паражетрожь р комплекса 
простниь уравненівиь 


ах 
Не тні дтр. (157) 


Представимь себі наблюдателя, опирающатося на центральную 
сь так, что поступательноє движеніє ат направлено оть 6го 
ногькЬ голові; сли такому наблюдателю вращенів Фк» кажется 
пронсходящимь по движенію часовой стрілки, то р считають поло- 
жптельннигь, вь противпомгь случабв- -отрицательнии; если р--0, 
19 ссад, я винть обращаєтся в» ось вращенія. Йзь зтого 
сідуєть, что винть, какимь он являєтся вт теорій векторов», 
зпожв опредіжяєть собой тоть винть, вокругь котораго вра- 
щаєтся тіло пря данномь перем'вщеній "). Для полнато опре- 
дізенія пережбщенія нужно знать єще или величину посту- 
пательнаго движенія, или ахплитуду Фо» вращенія, Ми будень вь 
дальнфітемь важдов безконечно-малов перем'вщенів характеризо- 
вать нікоторнь винтомь (Г) и амплитудой 4 й вь такомь 
сінслб употреблять ввраженіє: амплитуда «с на мгновенномь 
вивті (Г). 

Пусть тіло не свободно; тогда оно не можеть вращаться 
вокругь каждаго винта пространства; мн  предположань, что 
то можеть вращаться вокругь двухь вянтовь (Г,) я (Г,). 
Роли нь двйствительно сообщим тілу вращеніє вокругь 9тихь 
зйЯтовь сь анплитудани Іо, й Фо,, то результирующее пере- 
хщенів можеть бить опять разсматриваємо киікь винтовов 
движенів вокругь ніфкотораго третьяго винта, положенів и па- 
ражетрь котораго будуть находиться вт зависижости не только 
сть положеній я параметровь винтовь (Г,) и (Г,), но также 





1) місоте хода одного я другаго винта розличик ) ср. ур. (61) (157). 
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и оть ажплятудь Фо, й дощ. Міняя посліднія, шк получнив 
цілую группу нових винтовь, вокругь которихь тіло можеть 
также вращаться. Ми знавиь, что они лежать ка цилиндрон- 
ді, которнй можеть бить постровнь шо двумь данньиь Ввнв- 
таж», й что в числі ях єсть два сь параметрами равнниї 
нулю (зти винти суть оси, вокругь которихь тло можеть вра- 
щаться). Коли кром'ї виптов'ь, лежащихь на цилиндронді, ніть 
другихь, вокругь которехь тіло могло-бн вращаться, то гово- 
рать, что оно обладаєть свободой 2-й степени. Два какіє- 
либо винта ка цилиндройдф, какь опреділяющіє группу, юо- 
туть сь одянаковимь прахомь служить для характеристикя тіхь 
шереж'щеній, которвя можеть получать тіло. Такіє два ван- 
та назнваются независямнин. 

Пусть тіло можеть вращаться вокругь п вянтов» (Г,),.. 
..ОЩ,); возьнемь какіс-нябудь т изь нихь й, вибрав ка- 
кимь-либо образоюь ажплятудн 4о,,...-Фо,, бообщивь тілу 
зп внитовихь движеній сть зтими анплитудани. Результирующеє 
пережіщенів опять зквивалентно винтовому движенію вокругь 
нівотораго новаго винта (Г'), положеніє и винтовой ходь ко- 
торато завясять оть числа т, оть того, каків т ЯЗь винтовЬ 
(г.),....(Г.) вибрани, я оть амллитудь «ко». . «Чо, - Пред- 
положимь теперь, что какт-бн ми не міняли етя условія, ре- 
зультирующій винть всегда отличень ОТь п--т оСтальних 
ВИНТОВЬ, в такомь случав т винтовь (Г,),....(Г.) незави- 
симн. Боли тіло можеть вращаться только вокругь тп, незави- 
синнхь винтов, то говорять, что оно обладаєть свободой п-ой 
степени. Й 

Изслбдованів геометрическаго распреділенія всїхь вян- 
тов», вокругь которихь можеть вращаться тіло, обладающеє 
свободой т-ой степени, сводится, слідовательно, на нзучевіє 
распреділенія вевхь ВИНТОВ»Ь, ВХОДЯЩИХФ ВР т-членную груп- 
пу. Зтимь изслідованіямь посвящена глава Й. Оказнваєтся, 
наприм'рь, что винтв, вокругь которьх'ь можоть вращаться 
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тіло, обхадающеє свободой 3-ей степени, распредбляются по 
тпорбохондант, при чень ва каждомь изь нихь лежать вин- 
т сь одинаковниь вянтовниь ходомь (параметром). Среди 
вись есть гчперболондь виятовь нудеваго параметра, т. 6. тя- 
перболондь осей, вокругь которихь тіло можеть вращаться. 
Зная втоть гипербодоядт, мн легко можеюь построять веб ос- 
тальнно. Й т. д. 7 

Затіиь в дальнійшихь 86 показано, что если дано шесть 
незавнснинхь винтов5, то каждьй новьй винть входить вь 
трупу, яжи образованную; другими словами, если тіло мо- 
жеть вращаться вокругь б-ти винтовф, то оно можеть вра- 
щаться вокругь всякаго 7-го винта: тіло, обладающев свободой 
боой степени, вполий свободно. Косня координати Р. ,.... Р, 
пропорціональнь шести. амплятудань шу... Фов ВИНТОВЬХЬ 
движеній ка шести координатньхь винтахв, которня в5 своєй 
совокупности дають анплитуду Фо на Ч-иь винть (132): 


Фе, еза. Р,, пез1,....6; (158) 


такь что, вибравь какь-нибудь 6 независиинхь винтовт, мн мо- 
декь ажплитуду на какоиз-либо винті опредізлить отими півстью 
зжплнтудами «оо у.о 5 ов. 

Если тло совершенно свободно, то зти б безконечно- 
залнхь велячинь могуть принимать совершенно  произвольння 
незавасящія другь оть друга значенія. Если-же тіло стіснено 
в Свонхь движеніяхь, то между сказаннини величинами долж- 
ян существовать соотношенія вида 


Л (Чо, 5 - . Фо) 0, Бее1,....6. (159) 
Лівня части тях уравненій не могуть содержать постоянна- 


то члена, такь какь уравневія дояжав удовлетворяться поло- 
жевіснь Іоре-дорео....4оряеб; й такь какь оти перемби- 
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ння безконечно-маль, то можно ограничиться только их пер- 
вний степенями и представить ур. (159) вь виді: 


В ро Во рейовсе 0, 
или, нибя в» виду (158): 


ВрР ЕВ веРото0» (160) 


тав В... .. В, --квкоторья постояни ва, удовлетворающія соот- 
ношенію вида (130). 

Цять таких однородньхв уравненій вполив опредбляють 
собою переж'ізщенів, и ето есть нанбольшеє число, при которожь 
вообще перем'вщенів возможно. 

Постоянння В, ,.... Кв ножно считать за кобня Бо- 
ординати нікотораго новаго вянта (С), а ур. (160) за усло- 
вів взаниностя винтовь (Г) я (С); оно показнваєть, что ті- 
10 ножеть вращаться только вокругь винтовь (ЛГ), взаннннх 
сь (С). Коли такихь уравненій б--п: 


Вир РАК Ви рад, вес1,...6-чт, (161) 


н они не зависять другь оть друга, то тло можеть вращать- 
ся вокругь винтов5, взаниннхь сь б--л винтами, координати 
которнхь суть: 


Види Їа, Рез1,....6-т. 
Зти б--т винтовь будуть независимк, єсли независимн б--п 


уравненій (161), ябо тогда не всі опредблители 6--п поряд- 
ка изь груплн 
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равин нулю. Ми знаєм, что єсть только п независимихь вин- 
тов», взаниннхь сь 6-- п винтами, слідовательно, тіло обла. 
даєть вь зтомь случаї свободой п-ой степени. 

8 50. До сихь порь шк обращали вниманів только на 
кянематическоє зпаченів винта комплекса; посмотримь теперь, 
каков значенів нифють его лучи. 

Лучи комплекса, опреділявнато какимь-либо перекіще- 
нівиь (винтожь), проходящів черезь кавую-либо точку, суть 
норивли кт травкторін втой точки, т. е. полярная плоскость 
какой-либо точки нормальна кь тразкторій отой точки. При- 
вижаєнь за ось 02 ось винта я разлагаєюь перемщенів на 
его слатающія а й ах; тогда косинуск угловв, образувинкь 
касательной кь травкторій какой-либо точки 4, (х, У, 21) 
сь осяви координать, пропорціональни величинамт: 


--У Фо, дій, т, 


а уравненів плоскости, проходящей черезь А, я нориальной 
кь втому направленію, будеть: 


- на ча Фора (у- у, Фо (2-х є са 0, 


ши у аа УР(чча) як 0, 


а зто н есть уравненів полярной плоскости точкя А,. 

Если тіло обладаєть свободой 1-ой степени, то перені- 
щенів его вподніф опреділено: точки описнвають злененть опре- 
дбаенньхь винтовихь линій. Норжали кь травкторіяюь различ- 
ННХь точекь, кавь лучи комплекса, опреділеннаго винтов», 
характеризующимь свободу, нийють распредбленів посліднихь; 
й такь какь лучь комплекса есть лучь для всвхь его точекв, 
то вв такожь переч'іщеній прямая, норжальная кь тразкторін 
ОднОЙ изь свонхь точекь, нормальна кь травкторіянь всбхь ел 
точекь. 
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Будемь разсиатривать точки тіла, ложащія в одной пло- 
свости; норжальная шлоскость кт травкторій одної «из ея то- 
чекь содержить лучь кожплекса, проходящій черезь оту точк; 
и лежащій в плоскості, нбо оп представляєть также одну кзь 
нормалей кт травкторія; но веб лучи комплекса, лежащів вь одної 
плоскости, проходять черезь вя полюсь, сяВдовательно: нормаль- 
ння плоскости кь тразкторіямь различнихв точекь, лежащихь вз 
одной плоскости, проходять черезь полюсь етой плоскости. 

Ми знавит, что существуєть безчисленноє множество парь 
праннхь такого рода, что пережіщенів зквивалентно  совокуп- 
тости двухь вращевій вокругь зтихь прякнхь; зто суть сопря- 
женння полярм комплекса. Из свойствь етихь прямніхь, изл0- 
женнихь вь 8 14, слбдуєть: Нормаля кь тразкторіянь разляч- 
нвхь точокь, пересбкающія какую-либо прямую, пересіфкають 
ей сопряженную, и обратло, прямал, пересбкающая дві сопря- 
женння прямня, нормальна кь тразкторіямь всбхь вя точект. 
Плоскости, нормальння кь тразкторіянь точекь одной прякой, 
проходять черезь прямую ой сопряженную, и обратно: точкя 
плоскостей, проходящихь черезь одну и ту-же прямую, пере- 
ивщающіяся по нормаляюь кь зтииь плоскостяМ, суть Точки 
пересіченія зтихь плоскостей сь прямой сопряженной. 

Геожетрическія свойства движенія тіла, обладающаго сво- 
бодой 1-ой степени, относятся и кь движенію тіла, обладаю- 
щаго свободой какой угодно степени, такь какь всяков безко- 
нечно-малов перем'вщонів оквивалентно п нбкоторому. влитовомг 
движенію, и разница можеть заключаться только в больтей 
яли меньшей опреділенности винта перем'вщенія. 

Если тіло обладаєть свободой 2-ой степеня, то єсть два 
пезависихнхь между собой винта, вокругь которихь тіло мо- 
жеть вращаться, веї-же вообще таків винти лежать на ци- 
линдронді; вь чнслв нхь есть два, ) и 2, вокругь кото- 
рихь тЬло можеть вращаться, какь около осей. Они суть со- 
праженння полярн комплексовь, опреділяєннхь вовин возмож- 
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нижя переж'вщеніями, и пересвкаются общини лучами веїхь отихь 
коншексовь. Такь какь лучи каждаго низь зтихть конплексовь 
суль нориали соотвітствующихь травкторій, то, сябдовательно, 
через каждую точку А проходять одинь лучь, норжальний ко 
коиь возможннив тразкторіямь точки А; от есть нормаль 
кь поверхноєти, описанной точкой А. Йтакт, вс точки тіла опи- 
сивають поверхности, за ноключеніємт однако точекь пряннхт 1 
5 4. Через каждую точку одной зт етихт прямнхт проходить ці- 
лий пучекь 1-го порядка общихт норжалей, опреділяємни разсиа- 
триваємой точкой, какт центромь, я другой изв зтихь прямнхь; 
зтя точки описьвають, слідовательно, влементн кривнхт линій. 
Если будем разсматривать точки А кбкоторой прямой «1, то 
норивли кь поверхностямь, описанньиь точками зтой пряжой, 
как пересікающія три прямня а, Ї н 4, лежать на гипер- 
болонді, постровнномь на посліднихг, 

Вь тілі, обладающень свободой 3-6й степени, точкй мо- 
туть перем'вщаться по совершенно пронзвольному направленію 
только лежащія на нікоторомь гиперболойді описнвають по- 
верхности. Построймь гиперболондь общяхь лучей трехь комп- 
1ексовь, опредфленнихь тремя независиинин винтами, вокругь 
воторьхь тіло ножеть вращаться, я черезь какую-нибудь точку 
М, вив его лежащую, проведемь прямую, пересфкающую ги- 
Перболондь вт точкахь А и /3. Через зти точки проходить па- 
ма директряєз Р й Д одной низь конгруенцій, входящихь вь 
трехчленную группу комплексовт; другими словами, существуєть 
цілая система возможньхь перем'вщеній, котормя зквивалентиь 
двуть вращеніямь вокругь прямихь ) ня Д. Й, такь какь пря- 
зая МАВ пересікаєть оти дві пряжня, то она єсть нормаль 
Бь поверхности, описанной точкой при вевхь такихт перем'ще - 
чіяхь. Шусть теперь Мт есть то направленів, по которому мн 
жезаєчь пережістить точку; тогда нужно только прямую МАВ 
провести перпендикулярно кБ Мп, и ми найдемь направленів 
нормали кт одной нзь возножньхь поверхностей, касательнан 


194 и. ЗАНЧЕВСКІЙ. 


плоскость кь которой вь точкв М содержить прямую Ми 
Есля-же точка М лежать йа самою гиперболояхі, то чере 
нев проходять одянь лучь, общій всбит возножнимь комплек 
сам, входящинь вт трехчленную группу, т. в. одна пряма? 
норжальная ко вебит возможнииь перем'щеніянь точки; зті 
прямая есть нормаль кт поверхности, описанной точкой М. 

Тькь болфе свободин точки тіла, обладающаго свободої 
4-ой степени; но и здісь есть в» общень случав дві прямня, 
точкн которнхь движутся по поверхностям'ь; ок суть общіє лучи 
вефхь четкрехь комплексовт, опредблявньхь четнрьмя кезавя- 
сикния винтами, характеризующими свободу движенія тіла. 

Такь какь пять комплексовь пе иибють вообще общихь 
лучей, то вв тіл, обладающемь свободой 5-ой степети, віть 
точок, которня перемфщались-бн по опреділеннниь поверхно- 
стям», - 
8 51. Ми не будень долго останавливаться на статиче- 
соком толкованін язложенной вв первихь двухь главахь те0- 
рія, такь какь изь каждой творемк теорій винтовь получаєт- 
ся теорема статики заміной слова вектора словом сила. Об- 
ратимь вниманів лишь на то, что, какь сяфдуєть зв сказая- 
наго вь гл. ПІ, для того чтобн п системь силь (С,, К,). 
«с, В). .-(С,, В.) находились вь равновбсія, необходнию, 
чтобн какой-лябо зв т винтовь (С,),....(С,) принадлежаль 
кь групиф, опреділяємой (п--1) остальньми; и в частностя: 

Дві системи силь одинаковнхь параметров могуть лить 
тогда  уравновізтиваться, когда ихь випть лежать на одной 
прамой. | 

Три системн силь одинаковнхь параметровь могуть лить 
тогда находиться в равнов'сій, когда ихв винть пересфкаются вь 
одной точкб. 7 

Четире системн силь могуть лить тогда находиться в» 
равновісін, когда их» винтЬ ложать на Оодномь й томр-же ги- 
перболовді. 
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Вь случав пяти виктовь сь одянаковний параметрами яхь 
зняти доджни лежать на лучахь одной я той-же конгруенція. 

Вь случай шести такяхь спстем», ихь винть долин лежать 
на лучахт одного и того-же комплекса, 

Наконец», в» случаб больтаго числа такихь систем, нн 
не получаємь никакого необходимаго условія для равнов'сія. 

Само собою понятно, что все ато имфетьибйсто по отнотенію 
гь тблу совертенно свободному. Для внвода условій равнові- 
сія сил, приложеннихь кь несвободному тілу, а также для 
внясненія той роди, какую играєть вв механакі условів вза- 
ячности двухь винтовь, опредлимь злементарную работу сить 
пря безконечно-маломь переквщеній. 

Пусть на тло, «обладающев безконечно-малим» перемі 
Щенієн», координати кобго суть: 45, ФоН,.... дійствуєть 
систежа сижь сь координатами БХ, ВУ,....; опреділянь зле- 
нентарную работу силь, соотв'ітствующую данному первивщенію. 
Переміщеніє тіла ослагаєтся нзь тавихь шести перемщеній: 
трехь вращеній 42, ФоН, а, вокругь осей координать и 
трехь поступательнихь движеній ФоЛ, ФоМ, фо, параллель- 
викь втинь осям. Опреділимь риботу силь при каждоюь изь 
зтихь перем'щеній н,сложивт частяня работн, получимлолную 
злежептарную работу. Нашу систему сяль можно считать со- 
стоящею: 1) язь силь (Х-- У)В, (7-38, (2-Ь М), прало- 
женнихь вь точкв 0 (фяг, 10), началу координать, и направ- 
ленньхь соотвітственно параллельно осякь Ох, Оу, 02 и 
2) язь силь - ВМ, -- ВІ я --ВМ, ноправленнихь парад- 
зельно тіюь-же осям, но дійствующихь вь точкахь В, С, 4, 
19жащахь на осяхь Оу, 02 и Ох вь разстояніяхь равннхь 
единиці оть начала 0. 

Точка О обладаєть тремя поступательничи движеніями аоЛ, 
Чо, де; пра зтожь работа силь (Х-- У )В єсть Вао(Х-НМ А, 
остальння два пережбщенія «М и ХХ перпендикулярин кт 
направленію силь и соотвітственння работи суть нули; также 
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работь сять К(К-І) я В(2-- М) равин о Вао(У-НІМ в 
Ваь(2-М УМ. Полная работа сихь, приложеннихь Бь точкі 
0, есть сабдовательно: Й 


ВАБ(ХА-УМ-НАМУАМ-ЬМІАНХ МУ. 0 (160) 


Точка А обладаєть переж'вщеніями ІЛ, аоМ, «ІоХ, параллень- 
ннин осямь Ох, Оу, Ог и крожі того, вращеніями аа, Чо, 
вь вращенін-же ох точка А не участвуєть. Йтакь пережі- 
щенія точки А, параллельння осякь координать суть: фол, 
Че (М--7), Фо (Х--Н), а подвержена она дйствію одної 
сиян ВМ параллельной ося О2; работа отой єнль равна 
--ВАо(Х--Н)УМ; точно тавже работи силь, приложеннихь 
кь точкань В и С, будуть--Вао(Л -- 2)Ми --Вао(М--Х)1. 
Скхаднвая вс посхіднія работь, получни»: 


ва МН У2А18--ММ--МА--ІМУ. 04 (163) 


Сумиа вераженій (162) и (163) даєть похную олементарную 
работу 


Тез ВАТА М НАМ ХА-У МС), (п6р 
ная: дТе- Ві, 99 г. 


Таким» образожь работа скл В на вивть (С) при анплятуді 
Фо» на винті (1), пропорпіональна отиосительному моменту вяп- 
товь (С) я (Г), я есть вюраженів сичиетричноє относительно 
координать обонхь винтов». 

Если винть (С) я (Г) взанмнн, то влементарная работа 
силь равна нулю. Ми знаєм» (8 20), что в» зтоюь случаї систему 
сяль можно разскатривать как двйствующую по лучажь комплек- 
сь (Р), что и понятно, такт как посхіднів суть нормали кь 
траввторіямь, описанньмь точками зтихь лучей при безконечно- 
малоюь вращенін вокругь винта (/"). 
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Пусть ка тіло, обладающеє свободой п-ой степени, харак- 
теризуємой винтами (Г,).....(Г,), вокругь которвхь тіло можеть 
вращаться, дійствуєть сила Б ка винті (С). По качалу воз- 
ложеНхь переміщеній, для того чтобк тіло осталось в равно- 
всій, необходимо и достаточно, чтоби работа силь Два вин- 
ть (С) пря вевхь возможинхь перем'Вщеніях била равна нулю; 
друтими словами, откосительний моменть винтовь (С) я каждаго 
вивта (1), вокругь котораго твло можеть вращаться, должень 
бить равень нулю, что требуеть чтобн винти (С) я (Г) били 
взанини. Но всякій винть, взаниний сь (Г,),...-(Г,), будеть 
ваннень сь (ГГ); слВдовательно, если тіло можеть вращатьея 


только вокругь т независимнхь винтовь (Г,),....(Г,), то 


всякая сила Б ка винть (С), взавиномь сь винтами (ЛГ)... 
..(Г,), будеть находиться вт равновісін; она будеть уравно- 
вітиваться реакціями связей, которнм», слВдовательно. соств'вт- 
ствуєть винть, взаниньй сь винтами свободн. 


Приложенія ка динамикт. 


5 52. Каждому итгновенному винту (Г) сь амплитудой 
Фо соотв'втствуєть другой винть (С), винть мгновенньх» сил», 
способинхь в» теченів безконечно-малаго времени аЇ сообщить 
тілу то безконечно-малов перем'вщеніе, которни» оно обладаєть; 
вить (С) назнваєтся цшипульсивнькм». Для полнаго опред'вле- 
нія системи мгновенннхь силь нужно кромі винта (С) зкать 
вще величину равкодвіствующей сили Б. натряженіє цм- 
пульсивнао винта. Чтобн найти связь между координатами 
внатовь (С) и (ГГ), прійнемь главння оси янерцій тіла за 
ося коордипать й, сообщивь нипульсивному винту напряженіе 
В, обозначимт черезь «ш ампінтуду винта соотвітствующаго 


перемвщенія. Координати системи мгновенньихь силь й переомі- 


Щенія будуть 
В.Х, Б.У, В,4, В.І, В.М, К.М, 
Ча.3, Фо Н, дю. Фо.Л, Фо М, а. М; 
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и всли М, масса тіла, то пусть: 








М, оо М. (165) | 
Тогда, какь извістно 1), будеюмь нибть: 
Х У 7 
Фо 7 Іа МааВ Мо Фо Мав ; 
о о о (166) 
фоде во феНево МО медевоМ о, 
а? М", 52М", сом", 


гдф а?, Ь?, с? суть гаавнне радіуєм ікерцій тіла. 

Отсюда слбдуєть, что если прямоугольння коордиватн вин- 
та (С) суть: Х, У,...., то прямоугольння коордикать  ванта 
(Г ) будуть: | 

, М 
0 й, 


719 9 "То 9 "712 9 
а? 2 с? 


ох, 0.92. | авт 
гаф: 


2 2 2 
аа, вв) 


Затіьиь по формуламь (135), получаємь косня координатк 
Р. .---- Р, вянта (ГГ), относительно шести какихь-либо совза- 
линнх» виктов», внраженння вв функцій прямоугольньіхь ко- 
ординать винта (С): 








г зРре- (ХХІ, Рай па ПЛ) (169) 
й реі....6. 


Посмотримь, нельзя-ли сообщить тлу такое безконечно- 
малоє переміщенів, чтоби виятк (С) я (Г) били тождествен- 
ни какь по положенію, такь и по параметру. Такь какь в? 


со РР о ої 
на і! - 
- Р і -. ПЛ 
- 1 го,зеем 
-Мм 








«м 


1) МУ. Всбей. ТЬеогіє йег Вемеєипа пі йег Кгббїе, Геірзіс. 138 
П ВА. рр. 353, 361. 
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случаб трехоснаго зялипсойда главння оси янерцій суть един- 
ственння оси тіла, обладающія тім'ь свойством», что если тіло 
получить вокругь нихь безконечно-малов вращенів, то ось со- 
отвітствующей мгновенной парн будеть параллельна оси вращенія, 
то винть (1) доджень лежать на одной изь них». Обозначивь 
черезь р., ру, р. й т,, ту, ж, параметри обонхь винтовт, со- 
увтствующихь осямь Ох, Оу, 02. будень имЕть по форму- 
р 1акь (166): 


я, так какь ме должнн либть: р.еет,, руту, рол-т,; То 
рез жа, руя- Жф, р,я- фе. 

Нтакь : есть всего шесть винтовь, лежащиль на глав- 
яихь осях инерція, сь параметрами а, фф и Же, обла- 
хлющихь тбиь свойствомь, что если прянять ихь За винтн 
нипульсивнне, то винть соствівтствующих»ь перем'щеній сь ни- 
чи тождественнн. Зтя есть винтовь вазнваются плавньти 
звинтами шнерцій. Прямоугольння координати ихь суть: | 


,0.,0,р за, 0 з 0 
,0, 0 ,рре8, 0 


9 


Фо нтстФтг?' 
ме | Се С2 0 у» 

рі» 

Ф 

чф 

- 

8 

со 

с 


0,0,1. 0 , 0 рес 


п, такь как зти шесть винтовь совзанмнн, то мн будем» при- 
нихать яхт за шесть координатинхь винтовь, Формули (169) 
обратятся в'ь такія: 


ЗР рун (12,2), 28 ра Мр, 1), -; (171) 


но, обозначивь черезь Б, ,.... Б, координатн винта (С), бу- 
день нивть по ур. (135): 
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Вир (І-кр, Х), ЗВ, рун (1-рьЇ ноз 0 (179) 


откуда: 
Р, | 
-1 рр зт Сопзі. «се 0. |: (173) | 
ЕК, | 
8 58. Теорему о главньхь винтахь нинерцій можно сів- 
дующим»ь образом распространить ва случай тіла, обладающа- 
го свободой: п-ой степени. 
Изь п-членной группн винтовф, вокругь которнхь тіло 
можеть вращаться, всегда можно вибрать т, обладающих»ь 
тфи» свойствомь, что кажднй низь нихь есть одновременно я 
нипульосявньй и МмГгновенній винть. 
Пусть (Є, ),. - -(С,)-- п совзанинихь винтов», характерн- 
зующих свободу тіла, а (С, ),.. ..(С,) вянти нив взанмине; 








Вичооо виз к-1,....6. 


--коордянатн ихь относительно главннхь винтовь инерцій: 
С.ь.---0(, коордичати какого-либо импульсивнаго винта (С) 
п-члвнной групин относительно винтовь (С,),....(С,); воор- 
динатн его относительно вннтовь (1),....(6) будуть: 


сви 3....ЯСК,,, о Ка-і.....6. 


Соствітствуюшій мгновенний винть будеть отличень оть того, 
какой получился-би, всли-бн тіло бнло совершенно свободно, 
такь какь кромі ницульса на винть (С) ми должян еще при- 
нять во вниманіє нмпульсь на винті (С"), соствітствующемь 
реакціямь связей. Ототь послідній принадлежить кь группі 
винтовь (Су), " (Со), и пусть его координати относитель- 
но послвднихь будуть Сі. ..-Св. Введя реакцій, ми мо- 
жень разсматривать тіло, какь совершенно євободнов и под- 
верженнов дійствію импульса сь координатами : 


з й й , У 
Л.Т Ф'п . - 
-то- 


ть 
. . 


а 
б 
Щі 
'. 
Й 
и! 


ль 


С у» 
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са ооо О Мово Кее1,....6. 
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По ур. (173) координать соотвітетвующаго мгновеннаго винта 
кожно положить равньия: 


(сви... ува, разі.....6. 
ї 


П такь как» 9тоть вянть доджень бнть тождоствень 6 вин- 
ль (С), то и должим нибть: 


С Ва з ЕС, В, я О(О, Ва. НС, Вус), (174) 


Каі-1.....6. 
Обозначивь 
Ба-б 
ШУ Рав, ВитеА (175) 
Бо-і 
понифя в виду. что 
фе 
У». К, К,, Ото (176) 


фіз 


унножимь спстему ур. (174) соствівтственно на Р; Вт чн. Ре Й'ви 
и сложим»: 


СА РО А СО ооо и) 


но такь какь винть (С, ) взанмень со всбия винами (су); 
..(С,), шсключая его самаго, то: 


С,АакНо-ОзкО А ОС, ре,; || тее15.-.п. 
Такимь образом» шк будем нмбть такую систему уравненій: 


С (А Одре, )О АВС Аж 0, 


САС, А... С, (4, Ор, сб. 


Йеключив'ь отсюда перемівниня С, .....0(7", получимь уравне- 
ніе п-ой степени относительно 0): 





ов 
к 
р 
й 
ГО 
и 
роя 

о 
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Ан Зре, А, збо Ал 


0. (178) 


Такь какь веб опредблители 


А. ее Ал 


А 


суть величини положительння, то вев корня зтого уравненія 
дьУЄствительни. Ми имбемь именно: 


Ав і рівно о Ре Йо | риб оо Фе Пів 


і 
б с о 68 о о о м « о ге, в | ве о ь о 6 6 о 9 о о о в «м В 


Аг . А, рій . Фо Їівк рій ом . - Ре ЇЇ, 


т. ве. кажднй опреділитель можеть бить представлен», вь виб: 
квадрата вкоторой групин, а зкачить вт виді сумин квадра- 
тов» веВх» опредфлителей (1---/С-Н 1)-ато порядка, которне могут» 
бить полученн йзь группн вняущенівмь 6--(п--К-Н1) вертя- 
калей. Каждому корню 0 ур. (178) соотвітствуєть одна систежа 
значеній С, .....С,., а значить-- одинь импульсивньй винть 
(С ), обладающій тімь свойством»ь, что соствітотвующій «єм; 
нгновенний винть сь нимь тождествень. Такихь винтовь м. 
и назнваются они главннми винтами инерцій тіла, обладающа- 
го свободой п-ой степеня. 


Легко доказать, что параметри т главнихь винтов'ь инер- 
цій веб отличнн оть нуля. Д'йствительно, по ур. (152) па- 
раметрь какого-либо изь нихь равенгь: 


Сірет бо С, ре, : 
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Но, учноживть ур. (1717) послідовательно на С 5 Сі... С, 
ї сложив», получимь: 


оС ре, Среда У А. Сб, 


Вь правой части зтого равенства мн нибфемь крадратичную 
форму, внварьяєть которой со всбинй его главнними минорами 
положительнви. Такая форма можеть обратиться вь нуль только 
вь томь случабй, если веб перембнння С,.....С, нули 1), что 
не нибеть міста, такь какь равень нулю опреділитель систе- 
хи уравненій (177). 

Докажень, что тп главннгь винтовь йнерцій представ- 
ляють группу п совзаниннхь винтовь, т. е. что между каки- 
ни-лябо двумя сястемами нензвістннхь С,,....С,, я Суду - 
..С,», бботвівтствующими двумь различнниз корнямь (), и 0), 
ур. (178), и коеффицієнтами рес... ре, буществуєть связь 
(ср. 154): 

Ржеси 

У, Си С" рез. (179) 

5 наз 1 
Такь какь параметри тп тлавньихь винтовь ннерцій отлични 
оть нулей, то одянь изь нихвь можеть бить принять за винть 
(С) в групп независимнхвь винтов» (С,),....(С,), причень 
остальньв Должин бить взяти такь, чтоби били взанинн как» 
сь ним, такь и между собою. Вт такомь случав, давши в» 
тр. (177) величинв (2 значенів О,, соствітетвующеє винту 
(С,), мн дояжни получить такую систему значеній: 


Сун РР ееС,е-0, 


а для С, должно пожучиться зкаченів совершенно произвольнов. 
Зто требуєть, чтобн 


1) Ср. Звтгев. Сопгв д'вісдете виарбгівиге. Т. І. 6 247, откуда непо- 
средственно вмтеваєть сказаннов в» текств. 
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у рррну праву В (180) 


Аз Ре, КО. Аа 
-0 с (178, ) 


не удовлетворялось при Ф--0О,. Вь самомь дблв, когда ра- 
венства (180) нивють місто, то ур. (177) сводатся кь таким": 


СА, ре) 0, 
С, (Аза ра) Р.. . ФР САаа0, (191) 


С, А, р. р ї, КА реа се 0, 


и они могуть лишь тогда дать для (,,....С, равння нулямь 
значенія, есля при 0 -- 0, ур. (1789,) ке удовавтворяєтся. 
Остальнне (л--1) винтовь инерцій найдутся рішенієм'ь ур. 
(178,) и подстановкой вго корней в» ур. (181). Й, такь какь 
сейчась бнло показано, что корни ур. (178, ) отлични оть (|, 
то множитель А,;--( Ре, будеть всегда отличень оть нуля, т. 
6. всвиь остальнниь значеніямь () будеть соствівтствовать 
Су-0, а зто и єсть условів того, чтоби винть, соотвітетву ющіе 
тим корням, принадлежали кь групив винтов» (С,), ..-(С,), 
взаймнихь сь винтомь (С), 8 значить и сами били-бн вза- 
нинн сь посліднимь. Принявь одинь изь нихь за вянть С... 
ин опять получим»: 


урурву Пр ПР 
дна "Фе, 


и убідимся, что п--2 оставшихся главнихь вянтовь ннерція 
взанини сь двума первнми (С,) я (С,). Продолжая также да- 
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гіо, увидиюь, что дВйствительно веВ п тлавнихь ВвИнтов 
инерцій представляють группу совзаниннх» винтовт и что, при- 
нявь ихь за винтн (С.),....(С,), будень имбть: 


Ам ті, пре 13 тної. | (182) 


д-4, р.» Кееі,.......т. (183) 


5 54. Пусть (С) какой-либо импульсивньй винть сь Ко- 
ординатами С, .....С, относительно главньихь винтовь инерцім, 
а (Г)-- ему соствітствующій мгновевний сь координатами 
Гь».«.-Г, откосительно тЕхт-же осей. Введя реакція, мм по- 
зучимь, такія соотношенія между координатами обонхт винтовт: 


(С, Ви РРО ЕС Вод в о» г, Е,,). 


я, произведя над» зтой системой уравненій такія-же дійствія, 
какь надь системой (174), получимь: 


ОС ре АВ: у РР А те2і,....п, 


яли, такь какь винте (Є,).,.... (С,) суть п главнихь вин- 
товь инерцій, то нибвють місто ур. (182), и мн получимз: 


ГРУ У У те-і,.. . «ТП. 


Откуда слбїбдуєть, что если координати мгновеннаго винта от- 
носятельно главнихь винтовь инерцій пропорціональни величи- 
намь Го ---Г,, то координати соотвітствующаго импульсив- 
наго винта пропорціональни величинам»: 


жи БУ СЛ (184) 
. | 
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Если теперь предположииь, что нюфень яшпульсь на со- 
вершенно пройзнольномь винті, то его всегда ножно разложить 
на два, явь конх5 один лежить на винті ( (), принадлежащень 
кь груші п винтовь, характеризующихь свободу, другой--на 
винті взаниномь (("). Йипульсь на винть ((") увичтожаєтся 
реакціяни, а остаєтся нипульсь на винть ((), принадлежа- 
щень кь винтань свободи, такь назнваєннй сведенньй шм- 
тульсь; по предидущежу, его координать относительно п глав- 
ннхь винтовь янерцій будуть пропорціональни внраженілнь 
(184), вь которюхь Г,,....Г, сан пропорціональни ко- 
ординатамь внзваннаго зтимь нипульсомь шгновеннаго винта. Та- 
кинь образом», если нзвістин координати не сведеннаго йи- 
пульса, то координатн мгновеннаго винта будуть вполий опре- 
діленн; если-же, обратно, дань координати мгновеннаго винта, 
то будеть опредівлень только сведенньй нипульсь, но никакь 
не тоть, которий биль фактически сообщень тілу, бо коор- 
динатн винта мгновеннаго останутся ті-же, есля ин Ж сведев- 
ному нипульсу добавимь какой-либо другой, хежащій на винть, 
взанином сь винтами, характеризующими свободу движенія тіха. 

8 55. Сообщинь тілу анплитуду Фо на винті (Г) н вв" 
считаєюь кинетическую енергію Т переж'бщенія, отнесенную кь 
единиці времени. Если Р.,....Р,--кординати винта (ГГ) от- 
носительно шести главннхь винтовь инерція, то тіло будеть 
обладать такими движеніями: поступательньми (Р. р, Р, ро) до, 
(Род, Ру рь) Чо, (Рудь УР РуРе) фо, параляельннмй осянь 
Ох, Оу, Ог, н вращательними (Р. -КР,) Фо, (Р, Р,) Фо, 
(Р-Н Р) Фо вокругь тіхв-же осей. Кинетическая рнергія Т 
винтоваго движенія будеть опреділяться уравненівиь "): 


зп ((РРеЕРРОУ (Рур, -НРуре)?-Н СРурь ера ЗЕ 
ЯНОРАКРУЧАНОВ РУК НВ, 


1) Зсрей. ТЬвогів Фег Веугедапд шой ег Кгібіе. В4. П, ТЬ. ГУ, Сер 
1558 9. 


ТЕОРІЯ ВИНТОВЬ. мт 


нім, кибя вь виду значенія паражетровь (170): 


Тряз но рі Вр КР ре) з 


із 7 
-м, а 0, (185) 
пі: 0 За Ра Ру ра (186) 


(равнявая ето вкраженіє сь (175), видиюв, что корффицієнти 
Апзбо Ам ногуть бить заибненн черезь (/,1,... Пн 
вжісто вираженій (184), которнмь пропорціональни 1 коорди- 
нати нипульсивнаго винта, мні получаємь схвдующія : 


Да г, (84 


з 
парі 
Ра Фе, 





Обозначиюь черезь Г,,....Г, координати винта (17), принад- 
16жащаго кь групи т независиинхь винтовь (Г,),....(ЩГ,), 
относительно отих винтовв. Если Р.,,,.-.- Р, воординати вин- 
та (ГІ) относительно главньхь винтовт ннерцій, то кинетическая 
знергія, соотвітствующая амплитуді о на винті (1), будеть: 


а. зе Й 
Те - мая ДТ Раф, Р, ра 
Че ГЗ, гг0дукамніо могу в 
ол СГ Аве я га У У Рано 
аеї 
АЕС 
зт ЕТ М, РУ Ра Рава ... 187) 


Зто вираженів показвваєть, что кинетическая знергія резуль- 
тирующей амплятудн только вв томь случаї равна сумив ки- 
нетическихь енергій амплитудь слагающихь, когда послбднія 
ежать на винтахь, между координатами которнхь нивють мб- 
сто соотношенія : 
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й єзе 6 Кок б 


УР Равачно, У Ра Рено. 0 (188) 
фо-і Козі 
Лва винта, между координатами которіхь нмбеть мїсто одно 
из» такихь соотношеній, назнваются сопряженньми винтами 
шнерили. 

Два сопряженнихь винта икерція (Г,) к (Г,) обладають 
тім» свойствомь, что если пріймемь йихь за винтьи мгновеннне 
я обозначийь черезь (С,) я (С.,) соотвітствующіє ймь йипуль- 
сявнне винтн, то каждая пара винтовь (Г,) и (С,), (Г.) и (С) 
будутв взайинн. Д'йствительно, координати винтовь (С) я 
(С,) пропорціональни (173) величинажь 


РаФізнн нон Ра Фе» 
Р зріз РР 


а условів взайнности винтовь (Г,) я (С,) есть: 


Реж- б 
У Ра Р, ри; 
кота 1 
вто есть вийсті сь тив условів взанмности винтов» (Г,)к (С, ). 


Пріемомь, вполив аналогичнимь тому, какой биль употреб- 
лень вв 8 46, докажень, что изь группн п Ввинтовь можно 


безчисленнниь числомь способовь вибрать п таких, что каж- 


дне два зр нихь будуть сопряженнн; при отом» в» наліемгь распо- 
ряженій будеть оставаться дон произвольнихь  постояв- 
нихь. Пріймеюь какую-либо группу п сопряженинхь виктов'ь 35 
основино винти группь; тогда кинетическая знергія, пронсходя- 
щая оть змплитудн Фо на какомь-либо викть (Г) групи, 
будеть : 

Фо? 


кг 


С», (189) 
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Такова кинетическая знергія тіла, вращающагося сь т-ой сте- 
пекью свободи вокругь винта (1) сь амплитудой (о, всли в 
число шести координатних» вантовь входять п сопраженнихт, 
тарактеризующихь свободу движенія. 


Пусть Г,,....Г, я Г,,..-..Г, координати двух» ка- 
кихв-либо сопряженнихт винтов» группн относительно сопряжен- 
яна вийтовт ( Г,),....(Г,). Посмотрим»ь, какт напишется ус- 


10вів яхь сопряженности, Обозначив через» аш й а амплитудн 
на отих винтахр, будем иміть для координать зтихь ампли- 
тудь относительно б-ти главнихь винтовь йнерцій внраженія : 


і5Г, Р.В -- "Роб, Р,,....іоГ, Р.Г, Р.,, 
і» ГІ Рон ЕФо"Г, Р, 2. Фо" 'РД В..." ГР, ; 


условів сопряженности зтихь винтов»ь есть: 


р яз б 


Іо йо" У тра Рао РАВ Ва. НГИ Вб; 


р сс! 


раскривь скобки, получимь, нибя вь виду ур. (188): 


каз 


Уго. (191) 

Р а 
Ур. (182) показквають, чтд п главннх» винтов'ь инерцій тіла, 
обладающаго п-ой степенью свободь, представляють также груп- 
пу сопряженнихь винтов»; но они вифеті сь тім» совзанйинн. 
Легко доказать, что изь числа винтовь свободи т главньхь 
винтовь инерція представляють единственную группу совзанм- 
нихь я попарно сопряженнихь винтовь. Вь бсамомь ділі, 
при виводі теоремн 8 23 пріймемь за вить ((,),....(6,) 
группу совзанминхь и попарно сопряженнихь винтовь; тогда 
тр. (177) обратятся вь такія: 
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ОА Ос) 0, К-- 1, РОУЧИРИ т, 


что показнваєть, что иокомне винти совпадають сь координат- 
нний винтами (С,),....(6,). 

8 56. Предположимь, что тВло, обладающее свободої п-ой 
степени, находится под» дійствіємь непрернвнихь силь, пра 
которнхь ямфеть имВсто законь сохраненія енергія. Принявт за 
начальнов положенів тіла положеніе О устойчивато равнов'ісія, 
переведень его в» положенів О", безконечно-блязков кт 0, вра- 
щекіємь аиплятудн 0 вокругь какого-лябо винта (6). Коли- 
чество кинетической знергія, израсходованной при зтомь, 0з- 
начимь черезь Ро. Пусть 6,.....0,-- координати (6) отко- 
сительно т какихь-либо винтовь (1).... (т), характеризую- 
щихь свободу движенія, и 0.0, --б,; тогда тими величинах 
0, новов похоженів тіла внолиф опредіфляєтся, й мк ножекь 
сказать, что Р; єсть нівкоторая функція оть координать 6... 
0, анплитудн 6 вивта перем'щенія, которую можно предста- 
вить в» виді: 


Врее НАЬН,В,....НН,8, ЯН, 8,3-...... (192) 


Но такь какь при б, 2-0,....0, --0 потенціальная знергія равна 
нулю, то Н--0; даліе, по условію тіло внпло изь положенія 
устойчиваго равновісія, сяВдовательно для зтого положенія Га 
нмфло шіпішиг 1), откуда 


ав 
а, 


до 


бат 


и такь какь 0,.....0, суть величини безконечно-жалня, то, 
ограничиваясь вторний ихь степенями вь разложенін (192), 
получаємт: 


") Между потенціоналомь Й и кинетической знергієй сущестьуєсть связь 
зе Вр (см. УУ. беБеі. В4. П. 5, 542), такь что пахішат'у У соотвбфт- 
тіпіватш БЕР. 


ру пі ьо біб ббмибіівьог Обов 
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Рок 8, 2-20, "8, З ....4КН,, 0, (193) 


При переході тіла взь положенія О вь О" нфкоторая часть 
визваннихь непрернивннхь силь уничтожится реакціями связей, 
остальння-же могуть бить приведенн к» безконечно-малой сих 
т ва нікоторомь винті (и); мн будень назнвать є6 сведен- 
нь непрерьоньма йипульсомь на винті (п). в отличів оть. 
нипульса шгновеннаго, происходащаго оть дійствія мгновен- 
нихь силь. Если х, есть какая-либо координата винта (м), 
то соотавтетвующая координата (сведеннато непрерввнаго ни- 
пульса будеть ть «ст.л. Перенбстимь тіло опять из положе- 
женія О' вь 0"", нзиїнивь 0, на 0,4Ь68,, при чежь поло- 
хни». что приращенія 50, суть безконечно-малня внешаго по- 
рядка сравнительно сь 60,. Работа, затраченная пря втором'ь пе- 
ремвщеній, равна разности значеній функцій Й, соствітствую- 
щигь похоженіямь 0" ни 0", т. е., ограничиваясь первнин 
ствпенями безконечно-мальхь 60,, равна: 

дЕ8 дБ 


зедви 


56.". 19 
ав; " ( 4) 





Сь другой сторонні, второе перемфщенів слагаєтся изь п пере- 
лрщеній вокругь каждаго язь координатинх»ь винтовь (1)... 
..(п) сь амплитудами 80,",..--06,/; и, такь какь оно пройс- 
одить подь дВйствівм» непреривньхь нипульсовь то. .-Тн» 
то затраченная работа равна: 


--дти 9 рот ОТ 08,0, (195) 


Сравнивая внраженія (194) я (195) и нифавь виду, что ве- 
зичинн 00,5. ..00, совершенно произвольни, получаємь: 


Поурнм. Каеі..... 19 
др, 48. у) 1, п", ( 6) 


яЛи: лить зіву ....ЕН,8,), Кеїо-т. 
Ь 





122 и. ЗАНЧЕВСКІЙ. 


8 57. Для того чтоби винти (п) я (0) совпадали, мн 
должнни нибть: 


(вича о») На 40 зб, 
73 ПЕ ПО (винні р.)яно. 


Такь какь положенів О тіла бнло нположенівнь устойчиваго 
равнов'сія, при котороюь в имбеть шішішиш, то какь опре- 
дВлнтель 


Нио....Н 


На. -- Н,, 


такь в веб его главине минорк суть величини положительння 1); 
отсюда слідуєть, что корни уравненія п-ой степени, похучаю- 
щагося посяб исключенія 0,,....0, из системн ур. (197), 


во дбйствятельни. Каждому корню а соотвівтетвуєть одна си- 


1) Дія того чтобь однородная Функція второй степени /(а, ц--- Та) 
се) вір тус нива при г,о-0,...-жуо-д шіпішит, необходимо, чтобь она 
ії 
ногів бить представлена "в виді 


ГЛСЛЧНИ. у СЛР, бро РРО о СРО. 
тав Е7»О,....Е,2»-0,а Х,....Х, суть линейння функція переміВнньх» 


23: --Сп(См. Зетгев. Соптгв де свісаї дібббгепііві, 5 153). Вь томь случав | 
когда инварьянть функцій й вев его минорьі отлячнь оть нуля, пьстя, и 





Ер-Дд,о Бу Вуз 


» оо» 1ї 
б чо 0 оо і 
откуде слвдуеть, что веб минорьо Д, дояжинь бьть положательнь (См. беггеї. | 
Ооцге Ч'відіьге вар. Т. І. 5 253). 


гав Й; ром 
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сема значеній нейзв'івстинхь 0,,....0,, я ин можемь ока- 
зать: вв тВлв. обладающень свободой т-ой степени, каждой 
снстеив непреривинхь силь. при которой нибеть м'сто закокь 
сохраненія енергія, соотвітетвуєть кгрушша винтовь, обладаю- 
щЕхЬ тфизь свойствомь, что перемфщенів тіла (изь положенія 
їсойчиваго равновісія) вокругь каждаго изь нихь ввзнваєть 
сведенний непреривний импульсь на немь-же; каждий яз'ь отих» 
ВИНТОВЬ назвнваєтся злавньма винтомь потенилала. 


Между кажднми двумя системами нейзвістньихь 0,,....0, 
Я Йду м о «Од» И КОЗффицієнтами при я существуєть опять (179) 


сютношенте : 


р з 


0, Дт 0, 
1 


что показнваєть. что п главинхт винтов» потенцівла совзанинн. 
8 58. Принявь главние винтни потенціала за координатнне 


винти (1),....(т) будень нивть такія значенія для й : 


1 1 Н, - | 
(5), М р Каеї,....т, (198) 


Ньєе0, сіні. . «Ті. 


Вкраженів для шотенціальной знергій прянимаєть видь сумин 
п ввадратов'ь: 


Ре РІН, 0 9НН,уб,2 2.2, 0,2) ано2 Йо, (199) 


Ур. (198) показнвають, что если амплитуда на одном изь глав- 
Вихь винтовь лотенціала равна 0, то непрерьевний йимпульс» Ні 


Тояь-же винті пропорціоналень Н, 0. Предположим» теперь, что 
рі 


суть координать относительно главнихь винтовь 


ЛО 


й 
! 
| 
| 
| 
4 

| 





; 
; 


чув 


- в.о то фо Р 


чо 


Моро о чуть с. 


я зам ри РИ 


Льсрі в-во одно ця 
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потенціала какого-либо винта (0) перен'бщенія; тогда коордика- 
ти бсоствітетвующато сведеннаго непрернваго импульса будуть 
пропорціокатьнн: 





и у з 
21. 0,..... 220, 200) 
р. 19 р. 7 | ( 


гав ИЙ р?--Н,, и есть значенів И2 относительно К-аго из» глав- 
них» винтовь потенціала, 

Пусть теперь 0... «0 Ке-1,....п, координати п ка- 
кихь-либо винтовь (6,),-..(0,). Сообщивв посявднимь ажпли- 
туди 0,.....0,, будежь нибть для координать ажпхитуди 0 
результирующаго винта такія значенія: 


6 би Р, ба ооо НО, бік з К--і,. - . . ТУ 


отсюда получаєнь таков значенів для потенціальной знергіи: 


Кава 
Гра» УРА а. оввуУе 
Ка 1 


розі 
еебі Йвід-Н о о» -0, Йо, 2-26, 0, ) ра 0,ба-Н то оз зе 
рез: 
дто ввкраженіє показкваєть, что петенціальная енергія  резуль- 
тирующей амплитудн только тогда равна сумий потенціальних» 
знергій амплитудь ослагающихь, когда послЬднія лежать нь 
винтахь, между координатами которнхь имфють місто соотно- 
шенія: 
Ж. 
| разі 
Каждая пара винтовь, координати которихь удовлетворяють 
уравненію такого вида, назнваются сопряженньими винтами 
потенціала. Легко опять доказать, что при внборб изь числа 
винтовь, характеризующихь свободу, группн тп сопраженнихь 
винтовь потенціала ми будень ниїть вв свовмь распоряженія 
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"лоз 





і 
) пройзвольннхь ностоянннхь, й что группа п главннх»ь 
9 


винтовь потенціала есть единственная группа сопряженнихь и 
вість сь тбиз совзанжнихь винтовь. Если (6) и (6,) пара 
сопраженнихь винтов», (7) и (х,) боотввтетвующів непрернв- 
яне винтн, то (0,) взаймень сь (и,) я (9,)--6сь (пл). В» са- 
човь дфлі, ин иибеюмь для координать винта (пр) вмраженія 
(200): 

у, з . Р.з 


-10,..-. 
1 я 





я подобння-же ввражекія для координать вита (л,,); ур. (201) 
представляєть условів взаймности винтовт (),) и (0,,), (пу) й (ту). 

5 59. Каждому винту (6) перемвщенія соствівтствуєть 
грожв винта (7) непрернвннихь силь еще винть (С) силь мгно- 
зевннхь, способинхь в» теченів времени «І сообщить тілу ото 
- перемфщенів. Если прійнемь л главнихь осей ннерцій тіла 
за воординатине винть, то координати винта мгковеннихь силь 
будуть (184, ): 


2 
.-026 Казі.....п 
ро у, |) 


гдф /--козффицієнть пропорціональности; координатн-же непре- 
ривнаго нипульса получаются изь ур. (196). Подчинимь пе- 
рекбщеніє тому убловію, чтобн винти непрернвнихь и мгно- 
венинхь силь били тождественнн; получаємь г, уравненій: 


2 6 
0 210, а СН ЕН, ....), (202) 
Сі Фе, 
Ко-1,....л, 
тав 0"'--анплитудн ка винтахь агновеннихь силь. Коли обо- 
значними» Б оо М, 33, то ур. (202) приведутся к'ь виду: 


5 
) 
; 
г. 
; 
1. 
М 
| 
-, 
| 
! 
р 
| 


: руна ду 
, ВА о ВКФ а ль з 


дра пРНУРУЧОМ 
- б 


нь очи 
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(Ну МС 232-.....шЕН 0, з 0, 
анна нн. (208) 
НН хх о Но МО зуєнб., 


Йсключивь отеюда 0. ....0,, получимь уравненів п-ой степе- 
ни относительно 82, корни котораго дійствительни. Каждому 
корню соотв'тствуєть одна система значеній 6. ,.-..0,, а зна- 
чить й одинь вЯянть такого свойства, что есля принять его 
за винть перем'вщенія, то соствівтствующіє винтн непреривньхь 
и мгвовенньихь силь будуть тождественни. Такихь ВИНТОВь п, 
и назнваются они пармоничньми виктами. Мн видВля, что между 
каждник двумя системами неизвістинх 0,....-0,; и У РИ | 
и коеффицівнтами при 5? существуєть соотнотенів 

ЕН, 

ру же 0, 

разі 
что показнваєть, что каждая пара гармоничнинхт винтовь пред- 
ставляєть пару бсопряженнихь винтовь ннерцій, дто значить, 
что если (т,) Я (п,) викть перем'івщенія, бсоствітствующіе 
нипульсамь на винтахь (0) я (6,), то (6,) взамень сь 
(п) я (6,)--е» (є,). Но по опреділенію гармоничнихь вин- 
тов, винть непрернивнихь силь тождествень сь Ввинтомь силь 
мгновенннх»ь, слідовательно, каждая пара гаржоничнихь вин- 
товь представляєть также пару сопряженньх винтов» потенціала.. 

8 60. Внведемь тіло изь 6го начальнаго положенія в» 

безконечно близков и, сообщивь єму какую-хибо винтовую ско- 
рость, предоставимь его дійствію непрернвкнхь силь. Такь 
какь начальнов положенів било положеніємь устойчиваго рав- 
нов'сія, то тВло будеть совершать около него малня колеба- 
нія. Пусть 0. 5....0, --координатни перем'бщенія относительно 
главнихь винтовь йнерцій, опредвляющія его цоложенів в» ка- 
кой-либо моменть й; вь теченіс сльдующаго прокежутка време- 
ни 46 зти координати возрастуть на «0,",....40, и кикетиче- 
окая знергія Т, соотвівтетвующая положенію в момент» /, будеть: 
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фо в.з 
г-мі зав Роса, чех) 


Обозначив» по прежнему через Рв потенціальную знергію, кна- 
пишемь уравненія движенія во второй форив Лагранжа : 





афуату во 4; . 
ПВХ та» Кає1:....п. | (204) 
й | 


Подставимь сюда вифсто ГТ и Ер ихь значенія, положив» 
б, те. 0, Ка-1... . ТТ, 


ПВ / ь----/. постоянння, а 0--нензвістная функція времени; 
тогда получим»: 


Ое, ле а НН...) б, (205) 
Кез1,....г, 


я всли подчинимь постоянння / ,..../, я еще одно з урав- 
неніямь вида: 


ли ФВ. з2)Д-....ЧН,, ее, (206) 
то веб ур. (205) приведутся кь одному : 


нятеграль котораго есть: 
0 пе Нп(яї-р о), 


ті Н и с пройзвольнни постоянння. 

Сравнивая ур. (206) сь (203), видииз, что /,.,..../, 
пропорціональни координатам» гаржшоничнихь винтовь. Обозна- 
ЧИВЬ / з. «/.р ЗНаченія отихь шпостояннихь, соотвітствую- 
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щія р-ону корню з, а черезь Н,....Н,, є,.....є,--2, 
пронзвольнихь постояннихь, будем нибйть для общаго иктегра- 
ха ур. (204) вкраженів: 


дез иН бінацічне,) Н.Л Ніно), (207) 


содержащев требуемоє число произвольньхь постоанних»ь. Коли- 
би изь корией з,» хотя одинь бьиль отрицателень, то со0от- 
вітствующеє бхагаємов внраженія (207) содержало-би подь 
знакомь синуса мнимую функцію, а слідовательно могло-бн бить 
преобразовано вь функцію показательную, неопреділенно воз- 
растающую сь временень; такимь-хе свойствомь обладалхи-бн 
и координати 6,. Такь какь вто противорічило-бн тому усло- 
вію задачи, по которому тіло нсходить изь нположенія устой- 
чиваго равновбсія, а слВдовательно можеть совершать только 
матня колебанія, то вев корни з,» дояжни бить положительнн, 


Какь начальноє перем'вщеніве, такь и скорость могуть бить 


раздожени по т координатини» винтамь, такь что значенія 

' ! 

УААН РО 

должни бить разсматриваємн какь данння, а потому послу- 

жать для опреділенія дп пронзвольнихь постояннихг ур. (207). 

Если начальння условія таковн, что веб Н.,....Н,-- 
нуля, то ур. (207) приводятся кв таким: 


, бсоотвітствующія моменту Й с 0, 





б, еліт (з, -Ье, ), Каз1,....п. | 72208) 


Чтоби перевести тіло низь подоженія устойчиваго равновісія 
вь то, которов оно занишаєть в» извістньй моменть і, нужно 
сообщить єму нікоторую амплитуду на одномь изь винтовь (Г)), 
вокругь которихь оно можеть вращаться. 0, 5....0, буть обха- 
гающія зтой амплитудн на винтахь янерцій, н ур. (208) по- 
казвваєть, что онв пропорціональни координатам» / | ,..-../Л, 
одного изь гармоничнихь винтов»; другими словами, тоть винть, 
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вокругь котораго должно вращаться тіло, чтобьі язь положенія 
гстойчиваго равновісія перейти вт то, которов оно занимаєть 
вь моменть /. есть винть гармоничний. А такь как»ь зто отно- 
сится ко ксякому моменту /. а значить й кь 'сос'Ввднему. то. 
очевидно, тіло будеть вев время совертать колебанія вокругт 
зтого гармоничнаго винта. Что касаєтся до амплятуДн. соост- 
вітетзующей какому-либо- моменту 0, то она можеть бить опре- 
дблена слЬдующимь образомь. Предеставим себ' круговой маят- 
никь, колеблющійся нзохронно сь тілом; если 9тоть маятнякь 
будеть приведень в" движенів одновременно сь тілоюмь сь на- 
чальной амплитудой и угловой єкоростью, соотв'вВтственно про- 
норціональннимя начальной амплитудіь и угловой оскорости вра- 
щенія тіла вокругь гарионичваго винта, то его амплитуда в» 
вь какой-либо моменть 8 будеть равна той, которую должно 
яв гарионячном винті сообщить тілу вь его положеній устой- 
чиваго равновбВсія, чтоби перевести его в'ь положеніе, занимає- 
мов имь в моменть /, 


Вь общень случав (207), начальнов винтовоє движенів й 


начальная скоресть могуть бить разложенн по п гармоничинит 


винтамь, й виїсто одного маятника прійдется взять п. таких», 
чобн каждий низь нихь биль изохровень сь соотвітству ющим»ь 
гарионичнимь винтомь и ям'Ель-бн соствітствующую начальную 
зицлитуду и угловую єкорость. Амилитудн 9тихь маятниковь 
вь моменть 8 будутк равни тім амплитудам»ь, которня долж- 
їв бить сообщень тілу ни каждомь изь гармопичнихь вин- 
товь вф его положеній устойчиваго равновісія, чтоби перевести 
бго вь положенів, занимаємов йчь в разсматриваємній моменть. 


" 6 61. Вь заключенів укажемь вще на одно интереснов 
свойство гармоничнихь викнтов». 

Коли тіло стіснено вв свойхь движеніяхь настолько, 
что можеть ввращаться только вокругь одного винта (0), її ес- 
її жн внведемь его изь положенія устойчиваго равнов'сія на 
анплитуду 0 й сообщиють ему нікоторую начальную скорость, то 
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оно будеть постоянно колебаться вокругь того же винта. Такт» 
какь то закону сохраненія знергій сумма кинетической и по- 
тенціальной знергій постоянна, то 


М, (о ї 8 вон опзі, 


ЕХИ 


и М, ам 70? Йон Сопзі, 


Продифференцировавь по 0. получниз уравновів, 


"ПРИ САУН 
ав'мИО г 


котораго нитеграже: 


пра - Йо -К В Со8 шо 
Ума М, 0 і 
гдь А и В пройзвольння постоянння; отсюда опредбляви"ь пе- 
ріодь одного колебанія: . 


г 
ЗАТЬЯ 


Предположим» теперь, что тіло обладаєть свободой т-ой 
степеня. Тогда по отношенію кь каждому вянту (0), вокругь 
котораго оно можеть вращаться, можно находить період пол- 
наго колебанія в предположеній, что введенні новня связи, и тіло 
получаєть возможкость вращаться именно вокругь винта (0). Обо- 
значивт черезь 0,....-.0, координати винта (0) относительно 
п. тхавнихь винтовь инерцій, будем йибВть для періода одно- 
го колебанія сявдующеє внраженів: 











Ні 0, оно . ЯН, п 





ЗТ полк нрвн и А 
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Будежь искать винть (6) подь условівмь, чтобн ето внраже- 
віє яибло шахішит їли піпішит; ето равносильно отнсканію 
шпішшт'а и тахіштит'а функція 


о : РАВ 1: РА А ЛА р 


82 -- 3131 !' 7 1213231 "33 


(Соя гео и 6,3)М, | 





Приведя кь одному знаменателю и продиффенцировавь по пе- 
реж'бинниь 6.5 - «.0,. получаєи»ь для опреділенія зтикь пере- 
уфнянхь твже ур. 1203), которник опреділяются координати 
гармовичиихь вянтовь. Отсюда заключаєм»ь, что существуєть п 
некожнхь винтовь и что они гармоличнм. 


Сто. 
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Натечатано: 


опредВляєт знакь момента 


ужчна 
сов ф-- 


у; 
(38) 


бевконечно велик»ь 


(10) 
хек Ре мф 
р 
ф 
(82) 
ось 
ар ас 
оч У 1 цій 
, / об 
рути ФРІ 
1, 0, 0. 
рія 
"р, 
9,-р 
М 
4, 


Савдуєть читать: 


опредвляєтся знаком'ь синусв. 


ухчн 
сов ф-Ь 


. 


В 

(317) 

равень Р7--Мн-- М олесог є: 
если-же параметри обонх» 
вянтов» безк. велики, то отн. 
мом. равень нулю. 


(19) 
2 -ЗУ-в м: 
- р, 

29 

(81) 

директрису 
а ас 

р, -є уч рать 7 
а с 








Фиг.9. 


НБУ 





Стр. О(турока 
79 8 св. 
82 Т св. 
86 і са. 
89 Т сн. 
91 10 св. 

111 9 сн, 
113 1 сн. 
117 Т сн. 
120 10 св. 
» в» вБвІНОСКВ 
125 10 св. 
126 2 сн. 
128 1 св. 


Напечатано: 
(123) 
єв 
Па 
зовееиціонтов»ь 
В 


(С) 
Сп 


С 

Мо 

кинетаческої 
кинетической 

(і) м (9) з (чи) в (пі) 
8, 

дп 


Страница 113 по ошибкь помічена 115. 


М 


Сапдуєть читать: 


(125) 

осв 

Ов 
козееицієнтовь 
Ве 

(05) 

С, 


С, ть 


| 
потенцівльной 


потенціальной 

(91) я (ти) з (вт) й (зі) 
а, 

9 п 


Ко ВОЛОСУ 0 ВЕРОЯРНОСРЯ СЛУЧАЙНЬХ ОШИООВУ. 


Щ. Руссьяна. 


моооаниаицено зали 


В» основанТя веїхь почти изслідованій вь теорій вбро- 
ятностей, касающихся вида функцій, вкражающей в'роятность 
системн  случайнихь оштибокь, лежить та гипотеза., что зта 
функція зависить только оть величин» отибокь т. е. что 


ра (ди з ФУ з 29 о бота 2-7, 


гдв хо есть величина, подлежащая йнзибренію, а а, а, дз. 
, .4,-1. а, ВаЙДенння вя значенія из» п наблюденій. Найболіе 
вброятнов значенів а: удовлетворяєть уравненію: 


4 (2--а, .2--дуз- з. 2-а,) о 
дат 

Не безринтересннмь, повтому., кажется мив одно бвойство вся- 

кой пройизвольной зависимости вида: - 


Ф(2--а 5 2-7ц а. - 2--0,)20 . (9 


Рі 


Ото свойство бостойть в» томрь. что, если 2 удовлетворяєть 
збвисимости (1), то 


о же вань о Таєнт а, а, за удо), (2) 
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таВ видь функція Ф(а, - -а», 8, - - 3 ,. ...-7а,) опреділявт- 
ся видоюь функція з вь (1). 

Вь самомь діл, веб частиня пройзводння по а,,а.... 
.. 0,1 а, оть (1), считая 2 функцієй оть а, 4,..-.. 4, ТОЖ- 
дественно равнь нулю т, в., полагая 2--а, 2243-84, 792а»-: 
..2--а,се2, 


"ФГ 








ЧР у, ас ат р т 
371.1 то - ск 1) 
42, АЧа, ) "РА ча ет 2, Ча, 
Фр Ча м іо «т 

-- |) 
- а - ні Ча, 


(83... нн 


і Ча, її да, 42. Х4а, 
Полагая, что -- За «..-7- не равнь нулю, ми должин им'вть 
«с ( 2. 4 п 
1 


для возиожности совиїстнаго существованія систем (3) п 


.. ро 4 
уравкеній лянейнихт и однороднихь относительно ---, -З 








ТРАВИ ГАЮ 
7 . 
.---1з САВДующев условіе: 
42 


«Ід 3 «4х «ЧІТ а 

Ча, | а, Іа Фа, 

Ча «І «2 В 

РМ РР РР А 

Ча 7 «Іл Ах 

фа, | "Ча, | "ча, Чаз - 0 
и іх «Іл фло 4а 

Ча. | '4а, ча. 077 аа . 
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дтоть опреділитель можно преобразовать в» другой єму рав- 
ний, взяв вивсто первой горязонтали сумму вебхкь горизонта- 
лей, а остальння оставивь безь перемінн. 

Тогда получим», что 





ран Коен ПК 
БА з КД р БАДи 

сні а, я-і а, дк да, 

ат І І 

вано пурваниро ву ПР о 

Ча, да, аа, 

Ат а дз -0 
а, . 4 «аз КО КК . . Ча, 

Ат «хо Ат А 

ча. ма ОО а. 


дтоть послідній ми мобжемь еще преобразовать., взявь вифсто 
каждой К-той вертикали разность К-той я (Х-Н1)-ой, оставив» 
п-ую безь переміни; тогда 


чена 
0 0 0... о 0, У112 4, 
дк да, 
ат 
1-1, 0, о, 0, і. 
0 1... о 0, 07 
а, 
--0. 
а. 
о, 0, 0,........ 1, --1, ПР 
о 0, 0, о 5 59 
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а зтоть послідній раветь 


0, 0, 0,....... 1 
0, 0, 0,...... 0, 1 


Итакь, а опредбіленпоє язь ур-нія (1), удовлетворяєть дяфіїо- 
ренціальному ур-лію вт частлнхь производянх»: 





ла У рані (Ф 


Интегрированів 9того ур яія приводятся кт натегрерованію си 
стен т совокулинхт уравненій: 


Ча, с-Чазазазтє ....с-4а, усоЧа,- т 


Систома нхь п иктеграловь можеть бнть представлена в» п 
видах: | 


Лі Лі С а, -- б, ше С, 


, арго атт б, 

а потому и обтщій янтеграль уравненія (4) можеть нибїть п 
фори: | | 
2--арто Фа, 4774477, 
її з да -- Фа, аа, ап аг 0,), 


2-- а, то Ф.(ад-- ад 4-43...) 
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Складнвая ети уравненія, получни»: 


о сш а, РазЧауї 77 ча, 
7 


--Ф(а, вай... .а, -6,). (2) 





тдь Ф єсть символь произвольной функція, такт какь ми приш- 

ли-бн кь дифференціальному уравненію (4), нсходя изР запп- 
| до ат 

симости (1) какого угедно вида, потому что членн -1-, пр 

2 є 

1 3 








І: , 
.. п нСЕЛЮЧИЛИСЬ, но для каждаго даннаго вида функцій Ф 


вь (1), функція Ф(а  - -а,, 8-03 5... -4,--,) будеть нифть 
опредібленний вид, зависящій оть вида функція гр вь (1). 
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на степень лагистра физиби. 


- 








аеро очам тю аа я 
рисі ло 7 г 7 


- 


пелчочвта, 





ПРЕДИСЛОВІЕ,. 


панна 


Предлагаємоєе вниманію читателя опьтноє изсль- 
дованіє механическихь свойствь масель и Коллойдовь 
принадлеЖить Кь числу вопросовь молекулярной фи- 
зиКи, и именно я здЬсь трактую о двойномь преломле- 
ній свбта вь ЖидКостяхь вь связи сь ихь внутреннимь 
треніємь и ихь сЖимаємостью. Зти ивслідованія били 
вьізваньї работою профессора Кипдб'а: «ТЇврег дів Рор- 
реїргесбипє дев Гіспієв їп Ремеєфеп геїрепдеп К'йввісКвіївп з 
(ієд. Апо., В4. 13, р. 110). | 

Вь первой главі, я вкратці излагаю обшій исто- 
рическій ходь развитія идей временнаго двойнаго пре- 
ломленія світа вь изотропньхь тілахь, за время оть 
1812 года и до посліднихь дней. Зтоть обзорь даєть 
мні возможность установить два интересньхь закона: 
19 тоЖдества механической и оптической (она-Же вь 
данномь случаб ми Кристаллографическая) осей и 2? 
гіропорціональности между молекулярньм'ь изм'неніемь 
спроенія тбла и вньшнею деформирующею силою. 

Во второй главі, я даю отчеть об опьтахь проф. 
Капдїа и свойхь. Устанавливая отсутствіе всякой свя- 
зм между механически-оптическимь зффектомь Кипдїа 
и внутреннимь треніемь разньхь ЖидКостей, я, наобо- 


М» 


РР Ко ВьдьачьогТ С хо є 
. ть ПР 
« РУ ОРИ 
- 


аофть ФО чо ер о Уго 


при м. 


пий 









. - 
ой о адьконвифів Ф мм : ач 
. і: ПРА » "тут сві. не СІ па рол щ 
М , мо УЧ зору Р | об др , - 
аа 


р м ар мате го о чають 7 


да ОЙ 


з Сток 


аю - 
. . 
г 


тм те 
-еот 


чо 5 я Фа, " 
7. - а 
х - (ло в'я ою в 
а Р 
РУ У ГР 
..9 -ти 
«- ній - чу» «рю. 





роть, нахоЖжу пропорціональную зависимость между 
ними для ОДНОЙ и тей-Же ЖидКости, 

Вь третьей главі, я занимаюсь сЖимаємостью ма- 
сель и Колломдовь и Констатирую, что механичесКи- 
оптическій зффекть Киппіїа не зависить оть упруго- 
сти деформируемой Жидкости. 

Вь четвертой, я вКкратціь Касаюсь теорій зтихь 
явленій по Кппдфу и уКазьваю на ея слабья міста. 

Результать, сообщаємьв мною во второй главі, 
бьшми получень вь Физическомь ЙнститутЬь Страсбург- 
сКаго университета; результать-Же третьей главі до- 
бьть вь ФизическКой лабораторій Императорскаго Но- 
вороссійскаго университета. Такь Какь я пользовался 
во все время работь непрерьітвньїми совітами и наставле- 
ніями мойхь вьісоКОуважаємьхь профессоровь Апбпзі 
Кипіїа и Оеодора Никифоровича Шведова, то я считаю 
своею пріятньйшею обязанностью вьразить имь здісь 
мою глубокую признательность и благодарность, 


Одессв, 20 мерта 
1889 г. 





Глава Ї. 


Историческій очеркь. 


Временному двойному преломленію світа вт изотропнихь 
тілахь, сь 1312 года и до послідняго времени, посвящено 
ресьма почтеннос число мемуаровт, которнии удалось прочно 
установять яВсколько общихь законов», характеризующихь яв- 
хенія отого рода. Воть почему я єсчятаю кебезьинтереснимь 
остановить на ких» вниманіє читателя и вь настоящей главі 
кратко нзложить результати одбланнихь работь. 

5 1. Кще старне опнти Зеереск'а (1812), Вгемвівга 
(1315) я Еговпої'я (1819) показали, что при деформированія 
твердаго нзотропнаго тла, помощью надавливанія ИХи внтя- 
кенія, вь нем'ь пройсходить особаго рода групшировка молекуль 
п язиВбненів упругости, которня по отношенію кь прямояинейно- 
поляризованному лучу напоминають собою распреділенів упру- 
їсти вь одноосинхь красталлахь, т. е. по одному направленію 
упругость больше, чвиь по направленію взанмноперпендякуляр- 
ному. дто особенков распреділенів упругостей во время дефор- 
хація нзотропнаго тфла и обусловливаєть вв нейь двойнов 
преломленів світа, Око назнваєтся временинмз, когда сь пре- 
кращенівмь дійствія деформирующей сихн тіло вновь возвра- 
Щавтея вь свов первоначальнов нзотропноє состоянів; и случай- 
лим», когда изотропнов тіло сохраняєть распреділенів моле- 
куть я упругостей таким», каким'ь оно било создано случайно 
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подбійствовавіей силою. Зти любопнтикія явленія подверглись 
неоднократной пров'вркв и многостороннему изученію, вох'івдетвіе 
чего получилась возможность придти кт» общему заключенію, что 


-не только твердня изотропння тіла, но кристалль, органическія 


ткани, Пластическія массн й даже жидкости, при язвістинхь 
условіяхь воздійствія на нихь механическихть силь, способнн 
изиВнять прероду прамйолинейнополяризованнаго луча й давать 
двойноє преломленіє свбта. 7, 

9. Ми можемь групнировать ве относящіяся сюда явле- 
нія вь сяВвдующіє четнре класса. 


Г) Двойнов прехомленів изотропинхь тверднхв тіль оть 
ожатія или растяженія, 

П) Двойнов преломленіє стекла оть изибВненія температу- 
рю й закаливанія. - 

ПІ) Двойное прелонленів вь пластическихь массахт. 

ТУ) Двойнов преломленіє вт жидкостяхт. 

Разбережь теперь подробно каждую группу. 

І. Двойноє преломленіє вв шзотропньга твердькта ттьлагі оті 
сжатля цмі растяженія. 

Х 3. Первне ольти по двойному преломленію нзотропинх 
твердихь тіль вех'ідствів сжатія шли растяженія принадлежать 
біг Дачхій Вгем'іег'у 1). Онь сжималь стекляннй кубь меж- 
ду платформами обикновеннаго пресса; пропуская затімь по- 
ляризованний лучь черезь пару его параллельнихь плобскостей 
я принимая его вв анализаторь, онь видВль хроматическія яв- 
ленія, нзученів которнхь его привело кь первому закону: 


І. Сжатіе и растяженів процзводять противоположнье 
зффеють двойнало треломленія. Причемь сжатиє отвічаєть 
двойному преломленію одноосвьхь отрицательнькь кристадловт, 
а расширеніе-- положительньхз, 

Бще болів интерески 6го опти сь стекляною пластия- 
кою (длиною около 13 с. т.), конци которой закріпленн, а 


1) Вгечузіег. РЬійоворіісві Тгапзасііопз, 1816, р. 156-- 171. 
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деформація производится по середині вл надавливаніс»ь винта. 
Тогда верхняд половина пластинки растягиваєтся, т. е. предетав- 
їяеть собою отрицательний кристал; средняя часть вя остаєтся 
нзотропною, нейтральною; нижная, напротив» того, сжимаєтся и, 
сладовательно, представінеть собою положительний кристали», 


Изь отихь опнтовь Вгемзівг пряпівлть ко второму закону: 

П. Ось цскусственнао кристалла паралавльна линіямь 
сжатія цли растяженля. 

Продолжая свой изслЬдовавнія. Вгем8ївг йскаль число- 
воЙ зависимости между механическою дефоршацією (силою дав- 
їенія ви растяженія) и оптическимь азффектомь (разностью 
хода нежду обнкновениниь й необнкновенннмь лучани). Сь 
мою ділью онь сравниваль цвіта йзохроматическихь линій 
двойнаго преломленія сь цвітами колець Меміоп'а и даль тре- 
тій закон: 

ПІ. Разность дода между птпреломленньми ва стекль 
зучами пропориіональна сжатію цли расширенію. 

5 4. Почти одновременно сь изсх'вдовавіями Вгемвівг'а, во- 
прось о врешенномь двойном»ь хлучепроломленій обогатился опи- 
тами нзвістнаго Аиривііп Ктезпеї'я "), которому удалось по- 
нощью сжатія призиь по направленію ихь преломляющаго реб- 
ра долучить даже раздвовнів світоваго луча, до б--7 минуть 
на 1 метрі разстоянія, 9тоть опнть бсобстояль вь тою», что, 
взяв» семь прямоугольнихь стекляннхь призмь. яз» которнхь 
четире били немного длиниве остальнихь трех», ов» сложиль 
параллелеципедь таким образом, что между мчетирьмя, лежах 
щини на плоскостяхь гипотенузн, вставиль три ботіе корот- 
кихь. Шри надавливаній металлическою оправою ка четнре ви- 
ступающія- призим получалось упомянутов раздвоєніє лучей. 

Изь другаго мемуара Ктебпеї'я 2) видно, что онь пронз- 


1) Кгевпеї. Апо. фе СЮ. ві дв РБуз. (2). 5. 20, 1822, р. 195. 

3) Ргевпеі, Апп. де СЬ. ві де РНуз. (3), 4. 17. 1846, р. 316--338. 
Зтоть мемуарь бьль представлень ШПарижской Академій Наукжь, 5 ноября 
1819 года, но бьшь затерянь вь бумагахь постояннаго секретаря, Койшгівг и 
оттого тажь поздно напечатан»ь. 
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водиль также опнтьи сь надавливанівмь пластинки, но н'івСкОль- 
ко нначе, чвжь Вгемзієг. Йменно, обь закріпляль одинь ко- 
нець пластинки неподвижно, а другой, свободньій нажимал вин- 
том», заставляя 66 уклокяться оть первоначальнаго положенія. 
5 5. Таким» образомь, опктю Кгебпеї'я внесли мало буще- 
ственнаго, а работи Вгемзівг'а не отличались ни особою пол- 
нотою, ни особою точностью. Воть почему,,вь 1854 г., Уогі- 
рвіш ") переснотрівль втоть вопрось и провбриль его закон 
по болів усовершенствованной методі й сь лучшими ннструмен- 
тами. Метода УУегійвіт'я била вь общихь чертахь тою-же, 
что и Вгем8іег'я при ожатій , стеклянаго куба: вжимаємнй 
кубь поміфщался между поляризующимь Николемь и двояко- 
преломляющимь анализаторомь; ихь плоскостя поляризацій со- 
ставляли уголь вь 450 сь вертикалью, а между собою били 
пораллельни. ШВолідотвів того, вв похв зрбнія било видно 
два изображенія діафратин: обникновеннов-- бВлов я необнЕновен- 
нов--чернов; когда пройзводилось сжатів или растяженіє на- 
кладнванівмь на платформу пресса грузов», то зти нзображе- 
нія окрашивались в» дополнительнне цвбіта. Нагрузку можно 
бнло увеличивать до тіхь порь, пока поочередно св'Втлоє изо- 
браженів діафрагин не дфлалось черини», а черное-- св'Втлнмз. 
дта пережбна окраски  соотвітотвуєть разности хода Д вь 
ПОР ВОЛНн, Т. 6. Дох'/, 3, между обнкновенньимь и необькно- 
веннниз лучами. УУвгіпеїш йзслідоваль: кронглась, флннт- 
глась, зеркальнов стекло, кронглась йе СТПсПу и кваєцюи, упо- 
"требляя нагрузки оть 10 Каг. до 600 Кот Результатк весьма 
обстоятельнихь опнтовь УУегіпвіш'я внраженн нмь в ряді 
законовт, между которнми первов м'сто занимають слідующів 7): 
19. «Двойнов преломленіє, или разность хода (А) между 
двумя лучами, пропориіонально механическому  удлиненію или 
сокращенію; но вти посліднія но єтрого пропорціональни | на- 
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1) УУегібвіш. Апп. де СЮ. єі ів Ріувз. (3) 6. 40, 1854, р. 156--221. 
2) У"вгіБвіш. Їос. сіб., р. 189--191, р. 217--218. 
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грузкам». Взявь за абсциєсн нагрузки, а за ординатн произ- 
водямоє нми удлиненів или сокращенів, нолучають для давле- 
ній--вогнутую кривую кь оси абсцяссь, а для внтяженій-- 
вишуклую кривую кь той жо оси. ОбЬ зти кривня внравни- 
ваются сь оббахь сторонь по мірі увеличенія нагрузки и, 
каконець, сливаются вь прямую, которая отвічаєть общепри- 
нятому козффицівнту улругостя». 

20, «Разность хода не зависить оть длинн волин Х; ол5- 
довательно, дисперсія зтого рода двойнаго лучепреломленія не- 
значительна» р. 197 и р. 219. і 


39, Оптическія оси совпадають сь механическими для вся- 
каго дьйствительно изотропнаго тіла, будеть-ли ото тіло об- 
ладать отрицательнимь двойнни»  преломленівмь давленія или 
положительнниз» двойннмь преломленіємь внтяженія» р. 218. 


49, «Двоякопреломляющая снособность различнихь йзо- 
тропинхь тіль различна; нельзя установить никакого соотно- 
ношевія между зтою способностью и показателемь обнкновен- 
наго преломленія или даже плотностью» р. 219. 

86. Вь 1855 г., Вгатаїів ") азобріль свой полярискоть и 
сьсням» проввриль опнти Вгемузбег'а ни кубахь стекла й ка- 
хенной есоли. Давленію вь т атмосферь соотвітетвуєть раз- 
ность хода: | 1 





Вещество | Разность хода Д | ПредВли давленій п 














т о а КГ. Ф Р --лио2Г227-2- р-р 


Стекло .. 0.00050 п | 0-- 11 аткосферь 
Кам. соль. 0.00059 п | 0-- 7 » 






8 7. В» 1873 г. КЕ. Маср 2) сдфлаль рядь опнтовь по 
Тому-же вопррсу, остановившись на  прямоугольнихь (Стекля- 
Нихь стержняхь богемскаго стекла, вь которихь 0нь визнваль 


1) Вгаувіз. Апо. де СЬ. ев де РНбув., (3), 6. 13, 1855, р. 129. 
2) Мась. Орбівсь--А Кивбівсье Увгвисіе. Ргає, 1873, р. 1--25, 
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двойнов преломленів ти, что, закр'івпивь  неподвижно один» 
конець стержня, нагружаль другой нікоторни» грузомь. Онь 
пользовался болів сложною оптическою методою. Лучь світа 
проходиль черезь: 19 поляризующій Николь, установленний пло- 
скостью поляризація подь угломь вь 459 кр вертякали, 2? 
испнтувинй стекляннй стержень, 30 гипсовую пластинку, 47 
кварцевнй компенсаторь, 5? второй Николь, установленний пло- 
скостью поляризацій перпендикулярно кь первому и подь уг- 
ломь вь 459 кь вертикали, и 69 спектроскопь, вь оптическом' 
полі котораго видфиь бнхь спектрь, покритий интерференціон- 
ними полосами. 9ти полосн сь измфненівмь нагрузки стекля- 
наго стержня міняють свов місто. Опнти Масб'а подтверж- 
дають 3-ій закоюь Вгемзівга и убстанавливають, что при 
нагрузкть вв 50 Кдт. на одина квадратньцй сантиметрь попереч- 
наі0 січенія притодится всею 0.00127 разности хода вз 
кварцевой тластинкь равной по толмцинь стержню; кромі 
того, изь них» внтекаєть, что нашбольщая скорость распро- 
страненія свьта в5 Стекль соотеьтствуєть плоскостий по- 
ляризаціиц, которая заключаєть направленіє натяженій. 

8 8.Вь 1880 г., Масб де ГЕріпау !) одБлаль большую 
работу по вопросу о случайном'ь двойномь преломленій в» зака- 
їенннхь стеклахь. ПровВривь кбкоторна положенія "Мегібеіт'а, 
онь показаль, что законь о независимости между разностью хо- 
да Д и длиною волнн Ж справедливь только в» преділахь 
ошибокь около 19/,. дтоть законь оказался непрем'внимниь кь 
стекламь сь большиюь свбВторазсфяніємь, такь какь в» том» 
случаї, по йзслідованіямь Маєб де ГКріпау, абсохютная раз- 
ность хода убнваєть оть краснаго цвбіта кь фіолетовому; кро- 
уВ того, законь УУегіПеіш'а ифеть мбвсто только при пра- 
вильннхь сжатіяхь, всли-же сжатів производится какь-нибудь, 
то разность хода возрастаєть оть краснаго Кь фіолетовому или 


|) Масб де ГЕріпау. Апп. де СЬь. вві де РБуз. (5), 5. 19, 1880, р. 
1--90. 
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наобороть, смотря потому, будеть-ли овіторазевяніє даннаго 
стекла среднев или больтов, 


5 9. Кь отой области можно еще отнести нфоколько опн- 
товь Вісі ") (1820 т.) я Кипдїа 2) (1864 г.), вь кото- 
рихь временноє двойнов преломленів визнваєтся звуковний ко- 
ебаніяни стеклянаго стержкя. Велідствів періодическаго сту. 
щенія и разріженія в5 узловну точкахь, частицн венра ко- 
івблются по длинів стержня ншначе,. ч8иь поперек». и оттого 
стержень періодически пріобрітаєть свойства кристаллической 
шастинкя, внрізанной параллельно оптической оси. Кипаї по- 
казаль, что при растширеній заюіфчаєтся двойноє преломленіе 
положительнихь кристалловь, а при сгущеній--отрицательнихе; 
зти результать намь уже нзвістви по другии» опнтамь 58 3,2. 


С 10. Наконець, нитересине опити со стекломь били сдб- 
занн Коегг'омь 2); вь них» стекляная пластинка деформирова- 
зась разностью потенціаловь на двухь проволокахь, лежав- 
шихь внутри ея, Зти проволоки проложени другь против» дру- 
га вь не насквозь вневерленннхь углубленіяхь и развединенн 
словмь стекла вь 6 ш. ш. ддісь олектрическов натяженів даєть 
начало двойному преломленію, характеризующему положительнне: 
я отрицательнне кристаллн. Стекло и кварць--отрицательнне, 
а янтарь -- положительний кристалян. Такимь образом, мн 
впервьє  наталкивавмся на такой дслучай. когда одна и та- 
же неханическая била ввізНваєть в» разньих»ь діолектрическихь 
тфлахь разнне оптическів зффекти; мало того, что изотропння 
твла Такь относятся кь деформирующей силі, но даже кварц, 
положительний по своей природі кристалль, ділаєтся отрица- 
тельнимь. Н'вчто подобноє мм ветрітиям» вще- вв 5 15, когда 
ріьчь будеть идти 0 пластическихь тілах». 


а-чаича я а 


1) Мййег -- Роційекв Іерпгрисіь дег РБувік шод Мейеогоїобіє. 8-ів 
АаПаєе, 1879. Вгашпасітувіс. В. П, р. 540. 
3) Кицопбі. Роро. Апо., В. 123, 1864, р. 541. 
2) Кегг. РЬіїоворрісв! Масагіпе, (41), У. 50, 1875. р. 337. 
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5 11. Совокушность зтихь работь устанавливаєть сь досто- 
вВрностью слідующія положенія: 

19. Механическов сжатів и растяженів твердаго  изотроп- 
наго тіла обусловливаєть временноє двойнов хучепреломленіє. 

29, Двойноєе преломленів, пройзводимов растяженієм, 6со- 
отвівтетвуєть похожительнни» кристаляам». 

30. Двойкнов зучепреломленів, производимов сжатівиь, со- 
отвітетвуєть отрицательним»ь кристаллам. | 
« 49. Йногда одно и тоже механическов дійствів вт раз- 
нихь средахь можеть внзвать разнов двойнов лучепреломленів, 
но вообще 8то--явленів рівдков. 

59. Шолучаєноє вв зтомь случай двойнов лучепреломлоніе 
изирявтся разностью хода Д между обикновеннимь и необнк- 
новеннниз лучами, и зта разность весьма приблизительно про- 
цорціональна  механическому убилію, визнвающему оптическій 
зффекть. 

69. Оптическая ось иоскусетвеннаго кристалла совпадаєть 
св осью механическаго дійствія. 

19, Дисперсія вротомь двойном лучепреломленій ничтожна 
и зависить оть свівтопреломляющей способности изучавмато тіла. 

89, Огрожння механическія усилія ввізнвають  ничтожную 
разиюость хода. 


ГІ. Двойноє преломленає ва закаленномо стеклть. 


8 12. Зто явленів бнло отернто, вь 1812 году, Зее- 
реск'омь 1) при бнстром'ь охлажденій закаленнаго до красна 
стекла, Ототь родь двойнаго преломленія, какь уже указано вв 
5 1, нельзя сифтивать сь предндущимь, нбо оно не имбеть 
временнато характера. Раз» пластинка пріобріла такія свойства, 
она сохраняєть нихь навсегдя. Волідствів зтого, его ка- 
знвають «случайннит» двойнниз предомленівм»ь в отличів оть 
«временнаго». Такимь образом», бистро охлажденноє стекло 





:) Звебесі. Зебувівнег'з Мопгаві Гаго Спетіє ца Ріузік. ЖМдгибеге, 
В4. УП, 1813, р. 284--308; Ва. ХІТ, 1814, р. 1--16. 





? 


0 МЕХАНИЧЕСКИХ'Ь СВОЙСТВАХЬ МАСЕЛЬ И КОЛЛОЙДОВ'Ь. 151 


пріобрвтаєть также свойства кристаллическихт пластинокь. Й 
лить вь нбФоколькихь словах', укажу на развитіє втого вопро- 
са, такь какь онь мало связань сь временнимь характеромь 
остальнихь - ннтересующихь меня явленій. Одновременно сь 
Зеобесі'омь зто явленів язучаль Вгемзівг 1) (1814--1816 г.) 
ноДдаль ему "адлежащев обьясненів, доказав», что оно зависить 
оть закаливанія стекла. Вь 1869 г., иїоцг обратиль вняманів 
на «Іагше5 Рабаухідио8», й еще недавно де Іа Вазіїв произво- 
дить опт кадь стекломь, закаленнкиь вт» маслі; де Іпдио8 
язучаль структуру сильно закаленнаго стекла, а Ма8сагі---сла- 
бов закаливанів продажнихь стеколь. Вообще зти явленія били 
мало изученн, й только в» посліднеє время обширний трудь 
Масб д'Кріпау 2) нфеколько освбтиль зту облаєть внешей оц- 
тики. Окь нашель, что наблюдавмня вь поляризованномь сві- 
ть знтоптическія фигурн (ихь назваль зтимь умонемь Зовіеок, 
потому что он'5 виднь внутри стекла) вь свовиь распреділе- 
кій на прямоугольной пластинкв сафдують закону, виражавмому 
уравненівмгь: 


у--А (Ке-ь Кк), 


вь Боторомь анкК суть Дв'в постоянння, а хо есть перембВн- 
нов разстоянів оть серединь пластинки до каблюдавмой  фигу- 
ри; постоянная А зависить.оть длинн волни Х и ей обратно 
пропорціональна, а постоянкая К оть Ж не зависить. 


ПІ. Двойноє преломленіє во пластическихв маєсахь. 


5 13. Первня работи принадлежать перу того-же Вгем- 
івг'а 3)4); вь 1515 год), онь проязвель цільй рядь янте- 
ресжнхь опнтовь по двойному преломденію в» студенистих» 





") Вгем/зівг. Рійоворіісв! Тгайзаєбіопа, 1814, р.136--139 и РНіїово- 
ріїісв| Тгапвасіїопв, 1816, р. 26--114. Щ 

2) Масб Фе ГЕріпау. Їос. сії. Здвсь же можно найти подробимя лите- 
реатурнья указанія по 9тому вопрогу. 

") Вгеуузівг. Рііїозорійісв! Тгапзасіїопз, 1815, р. 60--61. 

7) Вгеуувівг. РЬЙозорбісві Тгапзасіїдоз, 1816, р. 172--178. 
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массахь-- древесной смоли, шжедатинн, риюбьяго клея я сибся 
канифоли сь воскомь. Онь получаль веська різков явхеніє 
двойнаго преломленія при растяженій и осжатій желе я рибья- 
го клея, подобно тому какь й в» стеклі, но в большей мбрб. 
дтямь изслідованіям Вгежвівт приписнваєть особов зкаченів, 
считая возможнниь отоюда прямо перейти кь двойному прелом- 
ленію світа вь жидкихь тВхахь !). 

8 14. Пост работь Вгемжвівг а, втоть вопрось.бнль кадолго 
забить. Только вь 1866 году, 7. б, Махмеії! 2) обратиль ка не- 
го вниманів и зам'втихь, что в'ь очень густом» канадекомь баль- 
зам появляєтся двойное преломленів ниенно вь моменть дви- 
женія лопатки в» его массв. Руководясь теоретическими воз- 
зрвніями Роієзоп'а 2) на природу внутренняго тренія жидкостей, 
по которниь вязкая жидкость можеть бить разсиатриваєна, как» 
упругов твердо тіло періодически разжижающееся й отверді- 
вающеев, причен»ь зти періодн весьма коротки, Махувії уже 
йскаль двойнаго проломленія в»ь растворахь сахара и аравій- 
скаго гумни, Сь отой цілью онь заключаль слой жидкости 
между двума концентрическими цилиндрами., язь которііхь одинь 
вращалоя, а другой биль вв поков. Однако в» 9тихь  раство- 
рахь ему не удалось констатировать искомаго двойнаго прелом- 
ленія. Далфе онь качественно изучиль двойноє прелемленів же- 
латинь, гуттаперчевой кожи и морскаго кисвля (медузн). Йзь 
отихь опнтовь Махувеі! хотіль вивести признаки, отличающів 
твердов тіло оть жидкаго, й именно, имфеть-ли данная жид- 
кость сравнительно сь твердниь тілом очень малую твердость 
(Зівійекевії, Вісідісу) или ечень малов время разслаблекіа 
(А рвраппитовгвій, біше об гвіахабіоп). Время разехабленія 
какииь-либо юбразомь растянутаго тіла есть таков. кото- 


рое необходимо для полнаго уничтоженія растаженія, предпо- 


1) Вгеуувівг, Їос, сіб, 1515, р. 64. 
2) Махууеії. Росс. Апп., 1874, В4. 151, р. 151-154. 
з) Роіввоп. Зочгові де Г'Есоїв роіуббсьпідие, 1829, 5. 13, Саб. ХХ. 
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загал, что ходь разслабленія во всякій моженть врржени 1 
хакь в начальний "). Махие!| полагаєть, что канадокій ба 
тиієть налую твердость и большоє время разслабленія; | 
ри-же гужин н сахара, віроятно, наобороть--тверже, но 
чи оттого, что обладають мальмт временемь разслаблені 

8 15. Независико оть МахивіГа, вь 1873 г. М 
повторяль опнти сь пластическими массани: сь жела 
канифолью, канадскииь бальзажоюь, фосфорною кислотою 
лягченнниь в огні стекломь. Зти тіла под вліянівив 

. толчка шли бистраго сгибанія обнаруживали признаки 
то преломленія. Особенло янтересень н важень вь зтя 
сийдованіяхь тоть факть, что названння вещества при ( 
я тЬхо-же механическихь воздбіствіяхь бнвають то 0 
ски положительнн, то оптически отрицательнн. Такь вапр 
твердая фосфорна кислота вт лалочкахь при давленін- 
цательна, при витяженін--положительна, совершенно как" 
лю; пластячеокая-же фосеорная (кислота при давленій п 
тельна. Йзь етого можно заключить, что для нікотораго 
ческаго состоянія метафосфорная кислота кь давленію 0 
ски безразлична. Канадскій бальзама, какь стекло, трі 
деніц рразвиваєть двойноє првломленів отрицательньта 
стаддовз, а фосфорная кислота--положительнихь. дт 
ти какь-би дають основанів предполагать существованів 
кулярнаго двойнаго лучепреломленія, подобно молекулярно. 
щательной полярязація. 

8 16. Такить образомь ни Махжеіїу, ни Масі"у н 
ось найти временнаго двойнаго прелошленія вв чистихт 
костяхь. Но немного времени спустя, честь откритія 9то! 
зенія випала на долю Кегг'я и Кипдба. Кегг при зл 
ческомь натяженін, а Кипдб пря механическихь условія» 
пробованнихь Махувіомть, нашли временнов двойнов пре 
ків у огромнаго ряда жидкостой. 7 


1) Маклуєії, 1ос, сії, р- 154. 
4) Масії, Іо». сїї., р. 25-34. 
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ІТИ Двойноє преломленіє вв жидкитв ійтлаге. 


8 17. Опити Кегга!) пронзведенн по обнчной ндеб; 
плоскій стекляннй босудь сь испнтуємою жидкостью пом Вщал- 
ся между двумя скрещенннми николями й подь углом» вт 458 
кь вертикальной плоскости. Самнй сосуд» представляло собою 
пустой стекляннй парадлелепипедь, в» диф и криків котора- 
го отвівсно укріпленн подвижнив електроди тарособразной НЛИ 
нной форин. При такою» расположеній опнта направленів ме- 
ханическаго усилія должно бить вертикальное. Когда между 
злектродами нфть искри я нвть злектрическаго тока, а дійст- 
вуєть лиць разность потенціаловр, то многів дізлектрическія 
жидкости обнаруживають давно искомоє временноє двойнов пре- 
ломленів. Откривь зто явленів, Кегг нашедь здівсь тіф-же ї1ю- 
бопитння явленія, которня уже для канадсокаго бальзама й пла- 
стической фосфорной кислоти отифтиль Мас (си. 5 15), а - 
именно, одні жидкости дають отрицательное двойное прехомле- 
нів ожатаго стекла, а другіє положительное---витянутаго стек- 
ла, при одномт и томь-же расположеній знаковь разности пло- 
тенціала на електродах». Сь  положительннимь двойньм» пре- 
ломленіємь оказались сльдующія жидкости 2): 

Сбрнистий углерод. 





Кумоль 
Параффиннов масло (уд. вість 0.890). 


Хлористий углерод». 
Ксилоль 
Толуоль 
Цимоль 
Беязоль 





Амилень 


Параффиннов масло (уд. вс» 0.81) 


|) Кегг. РЬіїозорбіса! Матазіпе. (4) у. 50, 1875, р. 446--458. 
2) Кегг. Рііїоворбієві Масазіпе, (5), у. 8, 1879 р. 244. 
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г 


Рі 


Спермацетовов масло 
Терпентинь 
Бромтолуоль 


бе отрицательнни» двойнниь преломленівм»: 

Репнов масло 
Миндальное | й 
Оливковов 
Маковов 
Сурвпное 
Орвховов 
Горчичное 

7 Дьнянов 
Касторовоє ") 





- Тюленій жир» 
Тресковні 
Свинной 
Воловьих»ь ноге. 


ть 


Впослівдствій зтоть списокь биль пополнень Когг'омь 7) 
еще числомь около 100 тб8ль разнаго химическаго состава, Я 
язь общаго изученія ихь--положительннхь оказалось больше, 
чвиь отрицательнихт. | | 

Важно будеть заж'ітить, что пзмЬренія олтическаго оффок- 
та в зависимости ють разности -потенціаловь на злектро- 
дахь не только привели кь общему заключенію о возрастаній 
оптическаго зффекта сь возрастанівмь разности потенціаловт, 
но вивств єв тівиь Кегг'у 9) удадось сь достаточною точностью 
получить для 6брнистаго углерода и нікоторнхь друтихь Жид 
костей слбдующій законь: 

«Напряженіє злектрооптическам дьйствія даннаго діз- 
лектрическаїо тіла, т. е. разность дода обькновеннам и" 

1) Кегг. Рьчіозорбіса! Мадаліпе. (4), у. 50, 1875, р. 457. 


3) Кегг. РЬйоворбіса! Масагіпе. (5). у. 13, 1882, р. 259. 
3) Кегг. РЬіїоворпісаї Маратіге. (5), у. 8, 1879, р. 234--238. 


-- 





я . 
«ач 
РА Р КК РО 
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необььновеннаго лучей на единицу тоащинь дідлектриче- 
скало пптьла, цамтьняєтся трямо тропорціонально квадрату 
результирующей злектрической сіль» "). 

Кромі того, веб его опити приводять кь общему виводу 
тождества оптической и механической осей 2). 

8 18. Зти вь внстей степени ннтереснне "опнти бнля 
повторенн и подтвержденн Вбпісеп'омь, Фиїпоке, Вгопеєвгп- 
за и др. Вбпікеп'у 9) удакось оділать нісколько нитереє- 
них» видоизийненій и пополненій в опнтахь Кегга. Между 
прочимь, онь открихь двойнов преломленів у глицерина, дисти- 
лированной водн и сврнаго вира. А Фиїпоке ") кашель опкт- 
ное развясненів зтихь аявленій вв неравномівриомь расширенік 
и сокращеній, визнваємнхь дійствівнь злектричества вв изола- 
торахь. Что-же касаєтся ихь разділенія на положительння п 
отрицательння, то, ло его мибнію, оно зависить ть закона, 


"которому слВбдуєть изибненів показателя преломленія даннаго 


тіла сь возрастанівиь ли уонванієм'ь тежпературн, т. в. с» 
убиванівиь или возрастаніємь плотности. Г'Вла, сявдующія за- 
кону возрастанія показатела преломленія сь возрастанівиь теи- 
ператури (стекло) дають отрицательнов двойноє преломленів; 
трла-же, сявдующія обратному закону (євриистий углерод»), 
дають положительнов двойноє преломленів. Фпіпоке удалось не- 
посредственно наблюдать сокращенів обьема при злектризова- 
ній ріинаго, миндальнаго и олавковаго масель и расілиревіє 
у 36нра. | 
78 19. Наблюденія по вопросу о двойномь прежомленій 
свфта ць жидкостях, вь 1881 г., бнли обогащени блестящею 
работою профессора | Апецзі Кипадїа 5). Онь остановился ка 
зкспериментальной метод, предложенной еще .. б. Махивіомь 


1) Кегг. Рьіййосорбісаі Мадвгіпе. (5), У. 9, 1880, р. 158. 
з) Кегг. Рьіоворіпіса! Маєвліпе. (5). у. 13, 1882, р. 260. 
з) Вбпісеп, У/ієд. Апп., В4. 10, 1890, р. 67. 

«) Оріпсікв. Мієі. Апо., Вд. 10. 1880, р. 536, 536 и 553. 
з) Дпє. Кипді. У/івд, Апп., В4. 13, 1881, р 110--133. 
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(си, 5 14), жетоді одного вращающагося цихинді 
друтаго неподвижнаго, и откриль двойнос прелонж 
сеть н кожалондовь. Чисто хижическія жидкости такої 
не обнаруживають, и вт втоюь заключаєтся затруднев 
виХьнОЙ теоретической постановкі вопроса и єго о 
Хотя профессорь Кипдї останавливаєтся на гидре 
свихь уравненіяхь Зіокев'в, тіиь не менфе зти ураї 
сильні обьяєнять истинную причину явленія, потому 
Кев вводить вь нихь козффицієнть внутренняго трен 
сот, не входя вв боліе детальнов развитіє жнсли 
визий послїднято, вслідствіє чего явленів  остаєтся 
неннни, такь Какь между нини» и внутреннямь трен 
костя нбть вполні простаго и яснаго соотношенія. Е 
сокь язслфдовантьхь тіль. 

Сь двойнниз преломленівжь: 

1) Касторовос "масло. 

2) Олявковов масло. 

3) Оливковов масло сь петролеужомь (пополама 

4) Оивковов жасло (одна часть) сь петрохеуї 
части). 

5) Сурїпнов масло, 

6) Льнянов масло. 

7) Коллодіунь,, 

8) Коллодіужь сь спиртом» и обиромт. 

9) Гунни аравійсков. 

10) Канадекій бальзажь сь бензоломт. 

11) Жезлатянирующій клей. 

12) Нежелатинирующій клей. 

Безь двойнаго преломленія: 

1) Охивковов масло (одна часть) сь петролоум 
части). 

2) Петролеук». 

3) Бензох». 
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ло. 





яйне растворн вт воді: 


о кальція, 

стаго натрія. 

зрной кислоти. 

то характера: 

ій растворь. 

й раствор». 

06 масло. 

офі нокаль связи между двойньм прелои- 
пи тренівжь изучавинхь жидкостеії, одна- 
ясель показало, что двойноє преложлепіс 
зжія совершенно не зависить и не стоять сь 
зоматривая основння начала зтого явленія, 
тся на воззрвніяхь Махиеіїа, согласно ко- 
ренів жидкости т, есть произведенів язь вре- 
" на козффиціднть твердостя Й, т. є. 


ЕЛ, 5 


агаєть, что физическоє состоянків тіль зави- 
" Вь твердихь тлахь время разслабленія Т 
зчно велико, а такь какт для них опитний 
ти Ї-конечен, то отсюда- -коеффиціенть 
зеликь. Вь жидкихь тілахь тогда, наобо- 
лепія Т должно бить очень мало, но в5 
т по абсолютной величині своєй оно нибеть 
зпаченів, чбиь у остальнихь жиядкостеі. 
зль Т приведеннаго уравненія (1) по тя- 
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потез очень наль, то й другой Б дояжень бить также надт 
потому что козффицієнть 1, опреділенньй вт случаїб жидких" 
тіль опитояв,-- малая величина. Зта зависямость между козф 
фицівнтами т, Є и 7 до сихь порь но могла бить поовірен 
ною на опиті, нбо для твердіхь тіль возножно знать тольк 
КЕ, аддля жедкихь--т, позтому ляшь при знанія врежени 
можно бнло-бн разрішить втоть вопрось, но пока нам нейз 
вбстна експериментальна метода для опреділенія когффицієн 
та Т. Что-же касаєтся козффицівнта 1, то, по мнбнію 5іг. МУ 
"Тротвоп'а, для жидкихь тав обь не можеть бкть опредблен" 
даже приблизительно зв обьвиной нхь упругостя. Позтом, 
лока уравненів Махиеї!а носить чисто гипотетяческій харак 
терь. Впрочемь, Махтеї! опредфлиль время 7 для воздуха из" 
ошитнаго ковффицієнта его тренія т я Б равнаго З/, обьен 
пой упругости и нашель 


ц 1 
75 099 100 000 


Кипії внскозкваєть даліе миїнів, что двойноє преломленік 
єсть функція оть Б и Т, т. в. 
да. Т), | о 
но, разуюфется, опредівлять теперь вид» зтой функцій ловольни 
трудно. По Махуєї'у, однако, доджно бить: 
яд З 
аеКоРе К.В.8.є Т, ( 
Й - 
, че 4 
век век Е:8е Т, 
тдь Ковсть множитель пропорціональности, Р---катяженів, 5-- 
полная деформація, а Ф и '--времена оть начала деформацій 
Муь уравненій (3) и (4) витекаєть 


а-і (в 


т зес. 
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івненів прямо показиваєть, что если знать Д в 
з Р я у, То воличина Т становится нзв'стною. 
о вь тою, какь расположить опнть, чтобм по- 
е Т я вообще изиїримо-ли Т по своей величині? 
завивь вт стороні зтя теоретическія соображе- 
зоввту и подь руководствомь самаго профессора 
олжаль начатую ниь работу, причень старался 
"дибтить нікоторне закони того явленія. Миб 
шть на нісколькихь маслахь, что 19 двойное 
юпорціонально скорости вращенія одного изь ци- 
29 для одного и того-же масла двойнов пре- 
грціонально | когффицівнту внутренняго тренія, и 
з преломленіє жасель й коллондойть не зависять 
гта обвенмной упругости. Подробному разбору зтихь 
зящаются слідующія главн. 

6 вмшеизложеннов даєть возможпость утверждать 
ч основаніви», что: 

кулярнов изийненіє структурю  даннаго изотроп- 
мо пропорціонально вийтней силі. 
кеханическаго дВіствія есть оптически -- кристал- 
ось нокусственнаго вристалла. 

ь однооснаго нскусственнаго кристалла не всегда 
знака механическаго дііствія; нногда онт зави- 
ть физическаго состоянія тіла, и одному и тому- 
ому дійствію могуть соотвітствовать два кристаї- 
ь знака. 





івіг. Мей. Аго., ВА. 35, 1888, р. 497--501. 








Глава П. 


0 двойномь преломленіи жидких" 


5 22. Извістно, что двойнов преломленії 
їнль вь такой средб, гдб упругость світо 
двужь напровленіямь различна; тогда по напір 
тей упругости ндеть одна система волнт, а по 
хеньшей -- другая, волідствів чего лучт, 1 
добную среду, раздванваєтся. Зто свойство 
меть постоянную особенность кристаллическі 
систем, нсключая  вубичеєкой, тив не ме! 
мой форжй раздвовнів луча встрічаєтся у 
жногихь кристалаовь; позтому двойнов прело» 
чесвихь фориь било хорошо изучоно Віобожь 
только сь открнтівмь хроматической поляризац 

8 23. Пропуская лучь світа по разнк! 
крясталла, скажемт для опредбленности---крис" 
тпата, находяюь, что обнкновенньй лучь ха 
стояннНи показателомь преломленія пизг-1.4 
новенний--переж'іннниь  показателемь  прелої 
захь оть 1.6585 до 1.4865. За показателя 
обнвновеннаго луча принимають нанменьшов ї 
чій пуз-1.4865. Оба луча пріобрвтають пої 
вія пот-1.6585 и пот 14865 вв томь тс 
да падающій лучь составляєть уголь вь 900 
таавной оси кристалла; если-же падающій лу 
хої оби кристалла, то необнкновенньй лучь 
сть сь нижь и двойнов лучепреломленів. 
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8 24; Позтому, желая воспроязвести нокусстваннов двой- 
нов преломленів вь слов язотропной жидкости, его шеобходимо 
такь орівнтяровать относятельно падающаго луча, чтобн послбд- 
вій тель перпендикулярно кт оси зтого пскусственнаго кря- 
сталла, т. 6., согласно 8 21, кь оси механическаго дійствіл. 
Крові того, волідствів незначительности зтого рода двойнаго, 
прехомленія, нельзя ожидать раздвовнія лучей, а потому при 
нзученія ихть свойствь нужно пропуєкать черезь жидкость по- 
ляризованний лучь світа, а не естественньй, й только на основа- 
ній анализа зтого послідняго судить обь оптическихь зффек- 
тахь. внзванннхь приложенними моханическими силами. Остаєт- 
ся такижь образомь заранфе рїтять вопросв, кахое имепно 
направлепів занпмаєть механическая (оназже вь систем одпо- 
осинхть кристалловт, согласно уже сказанному раньте, будет» 
оптическая и кристалло-графическая) ось по откотенію кь ра- 
діусу тЬхь концентрическихь поверхностей, между которимя, 
по кетод5 Махуеіа я Кипаїа, пронсходить вращенів жид- 
каго слоя, и каковн сил, обусловлавающія то двойное пре- 
ломленіє? Отвіть на зти вопрос лежить вь расположеній са- 
маго опнта. Пря вращеній внутренняго цилиндра и неподвиж: 
ности вифшняго, слой жидкости, прилегающій кь подвижному 
цилиндру, вращаєтся со скоростью У; слоїї, прилегающій кь не- 
подвижному, остаєтся вв поков; веб промежуточнье слой вра: 
щаются, слідовательно, сь пережнною по радіусу скоростью, вь 
предфлахь оть 0 до У. Зто замедленів пройсходить вслідствів 
сопротивленія скольженію одного слоя по другому. В такокь 
случаб мн иибемь натяженіє по касательной кь радіусу, я 
зтой деформацій лежить обвясненів (явленія. Однако, недоста- 
точно указать па происхождонів деформирующей силь, нужно 
точно опреділить ея направленіе; Кипії опреділяєть в втожь 
случаї направленів осей упругости подь угломь вь 459 кь 
касательной я кт радіусу, проходящему черезь данную точку 
жидкости. Подробности представленн па фигурб 3-ей, причень 
если ось ф'Б' єсть ось сжатія, то ось а'а'--ось растаженія. 
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8 25. Зти положенія а ргіогі слідуєть, однако, прилниать 
сь кфкоторою осмотрительпостью. Во-первіхт, сам профессор» 
Кипії ") показаль на опиті сь коллодіумоюь и гужий аравій- 
скихь, что тако, разсужденіє приводить кь противорічію сь 
опитонь. Вийсто теоретическаго угла вт 450, кодлодіунь ді- 
їають угожь всего вв 259, а гуми аравійсков--вь 400; олив- 
ковов, льнянов й рбілноє масла, правда, «согласуются сь тео- 
рієй. Во-вторихв, и то еще важнбе, праведенпня теоретиче- 
скія разсужденія обнаруживають свов безсялів главннмь обра" 
ЗОМ ВЬ ТОМ, ЧТО они не в состоянін найти причинн---почену 
одн5 жидкости (жасла и коллондь) дають двойнов преломленіє, 
а другія его не дають. Миб кажется позтому, что первенствую- 
щую роль вь опредбленік направленія осей нужно пока отдать 
опиту и руководиться только ик». . 

8 26. Я началь свов язсявдоваліє сь того, что повто- 
раль опнти профессора Кипфба сь его маленьким приборомгь, 
вь которожь вращенів внутрепняго щилипдра поддерживалося 
помощью часоваго механизна. Ми удалось прослівдить описан- 
нне низ, факть, но при втожь я замітяль вь оптическом по- 
ІВ большоє непостоянство явленія, обусловленнов перавном'бр- 
ностью движенія часоваго механизма; сверхь того, явленів би- 
20 очень кратковременно. Послб зтой проби я должень бнль 
перейти кь измбренію велячинн новаго двойнаго преломленія, 
а для втой ціля нужно било ям'іть хорошій моторь. Испробо- 
вавь яфоколько птукь пружинннхь механизмовь, я убідилея 
вь нхь непригодности и перешель кв башенньмь часамь сь 
шадающияь грузомь вь 100 Каг. Правда, послідніє Дали хо- 
рошій оффекть, ко крайне слабьй; "они ке только не вт 60- 
стояній биля производить необходимую работу, по даже не по- 
бьждали простаго тренія на осяхь мосго прибора. 

Наконець, я осталовиль свос вниматіс на злектромоторі, 
которній я себб паготовиль послі небольшихь передфлокь вь 


1у Каоді, Їос. сії., р. 198--126. 


г. ДЕМЕТЦЬ. 


ой динамомашині бівшепз'а, служащей |для взрнвовь 
но когда и она оказадась слабою, то профессорь Капії 
го предоставняь вт мов распоряженів газь-моторь вт че- 


тошадяння сили сь дянамокатиною Грамна, дававтею. 


ороткомь замнканій токь вь 18 Ашрагбовь. Зтоть токь 
шускаль черезь вторую данамоматину Грамма, которая 
ка мні злектромотором». 

читаю небезьннтересньиь остановиться ла достопнотвахт 
остаткахь етого двигателя, такь какь "вь мох» язкбре- 
постоянство вращенія било одним изь весьма существен- 
требованій й Сь ним связана  оцінба точностя шонх» 
зь. Вообще можно сказать, что его скорость чувствитель- 
стоянна; так, нзь цілаго ряда опитовь я могь убівдиться 
яз, что, установив опреділенную скорость вращонія вве- 
ть соотвістственнаго сопротивленія вь гальваническую ціль, 
юмоторь поддерживать єє вв теченій времени, потребнато 
ойзводство пяти лохимхь опнтовь. Наблюдавиня колеба- 
цинични вт рядф чисель скоростей и скорве указьвають 
тибку вь оточеті времени по секундобойщику, чив на 
зительноє изиїненів скорости. На основанін вобхь монхь 
деній я счятаю скорость мотора постоянною до 39/,, За- 
тіиь не кеніе, что столь благопріятний результать по- 
ся лить пря весьма тщательномь и опрятномь уході н 
ванія вевхь трехь нашиюь: оббихь динановашинь и га- 
" мотора; какь тодько загрязнялись коллектори злектро- 
і или наступала пора чистить газомоторь, то скорость во- 
падала, становилась крайне кепостоянною и иязмибнялась 
їжи. 

) 21. Покончивь сь моторомь, перейду кь описанію пра- 
вь которомь вращались жжидкости. Идея зтого прибора 
что большаго я малаго приборовь Кипаїа "), только но- 
зоков его внполненів гораздо проще и цілесообразніє. 


) Кипії, Іос, сії,, р. 112--116. 
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На прямоугольной латунной рамі (фиг. 2 
чини) лежить вь подшинникахь ВВВВ ! 
треннаго цилиндра сссс дляною вь 10 
го концентрическя ко второму неподвижної 
ру ф44а ва разстоянія по радіусу оть 0 
Вся ража прикріилена помощью четнрех 
цянковому ящику (15105315 с. т.), т 
раго бьло обращено особов вниманіє на с 
о полезнаго дбйствія, т. в. до 10 с. ш. 
реєняго циляндра, вслідствів значительна 
часлани. 

Передаточний мехализиз (фиг. 1) се 
оси ру, на которой насажено колесо Й ст 
ности для безконечнаго срешня, ндущаго 
Одянь конецт зтой оси совдянень сь о 
цалиндра єпиралью, которая 1 употребляєте: 
зекья зубовь, а другой--сь осью очетчи 
тагіа "). Производя в» теченія нісколькят 
віє, я пришелт кт оцінкі спирали; вигода 
внительно сь коническими заціпленіяни не 
сожнфнію. ШНанбольшев достоннство ея с 
вращенія безь толчковь я сотрясеній дажи 
ростяхв. 

8 28. Оптическая метода била слід! 
ЖИДЕОСТтЬЮ только что описанньй ящик ст 
скрещениний Місої'ями М и А, конхь п 
били соотв'Бтственно установленн горизонт: 
Передь анализаторомт, оправленини» вв 
находнлся весьма чувствятельньй компен 
нятерференціональная полоса котораго 1 стої 
450 кь плоскости поляризацій (анализатої 


1) їашіп єї Воціу, Соште Че Ріувідше. Рагів, 
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). Зта полоса по обикновенію ле- 
визировалась вжфсті сь ними по- 
овд'а Р. 

ниогда болнечньй, но чаще всего 
«Рйсівіопвбгеплога» (усовершен- 


го св'вта при газовой лампі, вохід- 
ія вь толетомь слов масла (15 с. 
це-же світило очень рідко. ПШото- 
нось білнизв світонь. Ходт сві- 
чгурм 1-ой, 
ола била двоякая. Когда жидкость 
полі видна била одна черная ин- 
" двуня нитями (фиг, 3-я, а), а при 
рянимала форму (фиг. 3-я, 8) нзо- 
дценія. Махітиш нскревленія при- 
і прилегающій кь вращающемуся 
го стойть приблизительно на М, 
а. Пижній копець полоси (/к, 
ра Й, также искривлень вь сто- 


зажлючались вь приведені перекб- 
первоначальнов положенів между 
нів и есть внраженів двойнаго пре- 
а между обнкновенньмь и необне- 
іется, мив пришлось ограничиться 
, Ттакь кають вслідствів вя нокрив- 
жно привести между нитей только 
НО остановился на місті нанболь- 
ряль ся отклоненія в5 части, от- 
вращающагося цилиндра. «Зтихь 
разность хода А. Отрося веоб раз 
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ности хода Д кь ходу никромотричесі 
та Вабіпеі, нив нужно било знать, 
даго дбленія скали я барабана винта 
вно), другими словами, какови  посто 
зтою цілью я воспользовался формулок 


т означавть  постояннов разстояніє з 
втерференціонинми погосамя кожпенса" 
крожетра, а 1) есть отклоненів сть : 
пронзвольлос число дбленій того-же мі 
зоюь разность хода Д ввражаєтся абс 
1, Я опредфлиль, пря світі натрія, 
тельнниз приведеніємь лБвой и правої 
ду оббихь нитей; изь зтого пережіщеє 
1 натель: 
т ябвос-бі дбленів скали - 34.70 
ч правоз-бі » » -РЬ7Т.50 
знля же Из другаго ряда опнтовь, ч 
равно 57.81 ділевія барабана, получа 
т дво з- 3561. 
ч право -- 3584. 
Откуда среднеє значенів 
й де-3572.56 ділевія ( 
Йзь приведенннхь чисель видно, 
ленін крайнихть значеній постоянной 7 
крож'в того, абсолютнов значзнів зтой 
на огромную чувствительность компен: 
ях чисель сь числами Фотій, Я Р 
саторь вв 281,3 раза чувствительніс е 


ху дапіо, Апо, де Сі, еі Фе Різув», (3), 
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дуегвівіп'оюь и нибль на всем» протяженій подвижной квар- 
зой пластинки лишь 3 полось при натріввомь освіщеніи. 


Результати. 
8 30. Первою моею задачею било опредбленів сооткоше- 
т жожду окоростью вращенія Й внутренпяго цилиндра и сост- 
тетвенною разностью хода Д, т. в. опредблять кхаравтерь 


а о (Р, 


перввя-же изслідованія показаля, что вт» предблахь оши- 
сь опнта кожно положить 


В зай. - 


жмбренія били пронзводень со св'вжею й старою оливою, треско- 
ж жиром», сладкимь шиндальнимь масломь и см'ісью сввжей 
яви сь 5,59/, твердаго параффина; рициннос масло дало нб- 
злько йной результать, о чем будеть сказано няжо, Теперь 
яведу числа для свіжей оливн. 


Таблица І. Свбжая олива нзь Ниццн. 








55,55 4Тє8 | о06б1 | 000119 
6383 | 53865 | Ортаєв | 000117 
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" Ореднев арнеметическов изь 91 подобной установ 
значенів 


а «з 0.001175; 


отибка отдіільльхв наблюденій составляєть 5,89/,. Во 
воря, та ошибка весьжа значительна при опредбвленій 
ской постоянной, но вь явленіяхь подобнаго рода она 
на по слбдующимть причинам: 


19. Скорость мотора вв кайлучиень случав 1 
лить до 39/,, какь сказано вв 8 26. 


29. Установка интерференціонной полоси произво; 
стро для нзбіжанія порчи всего прибора пря дбйсті 
тихь скоростей Зта установка носомнінто влечеть оп 
особенности еще потому, что интерференціонная полог: 
я черная до вращенія внутренняго циляндра стапови 
фузною и распливчатою сь возрасталіємть окоростей 
очень больтихь скоростяхь нужно уже ижіть достато 
внкь при опреділенін величини отклоненія. 


39, При вращеній внутренняго цилиндра пройсхо 
гріванів жидкости, точная оцінка котораго почти неї 
такь какь стермометрь, даже погруженний вь слой 
жежду обонии цилиндрами, указнваєть какую-то сред 
пературу, а ве температуру язучавмаго злементари 
Между ті нзвістно, какь велико вліяніс температурі 
заческія постояниня жидкости. Опінбка на температуру, 
деть показано няже, огромна. 

Приведенная процентная оцінка ошибокт не буде 
чень, казаться столь виходящею из» ряда вон, есля 


7 ню, что вь изслідованіях Ууегірвіш'а ") средній козі 


оптической упругости нфкоторихь тіль вичисляєтся п 
ків отдбльнихь наблюденій в» ?/,. 


1) Уегіїсіто, ос. сії., р. 186-187. 
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Названів вещества у описки вт "/, 
- ажонная соль..... 13 
Кваєцн.. - 30 
Кронтласт., . 16 
Плавиковний Пат. 92 
Флиять йе Сіпіпапд.. 11 
Флинть тяжельй йе Кві 18 


НодКіпеоп'а "), при опредбленів средняго отноттенія врежен- 
о ожатія металловь кь нагрузкв, ошибки отдільнихь наблю- 
їй колеблются между 99/, я 18.29/,. Вслідствів всего 9то- 
я считаю возможнниз брать среднеє значенів козффяціента 
как изь приведенной таблиці, такь й изь другихь таб- 
ць, ябо предбли нояхь отибокь лежать значительно ближе 
зду собою, яменно оть 49/, до 19/,, 

8 31. Вь сльдующей таблиці привожу сроднія значеніл 
феицієнта а для изслдованнихь тіл». 


Таблица 1. 
; гі ол 


.| 0,915 | 0,000588 | 0.001175 | 6 -63 | 91 
0,925 | 0000930 | 0001331 | 5--35 | 44 
го| 0,915 | 0000544 | 0.000899 || 7--62 | 77 
. 0,923 | 0.000453 (| 0.000006 | 16--63 | 69 
Бжая олива сь 


твердато параффіна. | 0,307 ооюдно | 0000717 | 14--50 | 33 











Значенів приведениьхь колони» таково: р--есть удільний 
ь при 209(.; т--ковффицівнть внутренняго тренія; а--яс- 
ній ковффяцієнть двойнаго преломленія; (7--преділь скоро- 
і У, вираженньє вь числі оборотовь вь | секунду; 2-- 
ло отдільнихь установокь; К--предбль ошибокь отдбль- 
зь наблюденій. 

8 32. Изь расмотрінія таблиць І-Й я П-й приходинь кь 
пюченіям 
"у мегінеіт, Іос. сіб, р. 162--164. 
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19, Наблюдаємая разйость хода Д между обнкно 
в необнкновенньмь лучани пропорціональна скорости Й 
лія внутренняго цялиндра, т. є. 


5 за. Ї. 

29. Постоянньй шмножитель а разлячень для раз. 
жядкостей и по абсолютной величині очень маль; вх 
назвать козффицієнтомь двойнаго преломленія, и онь п) 
ляеть собою разность хода при скорости вращенія вь 
обороть в одну секунду вь слов масла вт 10 с. т. 

30, Нельзя установить никакой связи между най, 
козффицієнтом»ь двойкато преломленія а и козффицівнта 
треннято трекія 7, а равно й плотностью р. 


49. Наблюденія можно считать хоротими только п) 
цей скорости вращенія У; при маложь числі оборотог 
2 до 10 вт секунду) окорость слиткоюь непостоянна, 
очень большомь (за 60 оборотовь вт секунду) жидкос" 
на обогубваєтся я приборь дрожить. Крок того, янтє 
ціонвая полоса на столько нокривляєтся, ЧТО ве нельзя І 
чежду нитей компенсатора, й становится диффузною, 

59, Наблюдаємую разность хода А должио относять! 
ней для волим, такь какь всб масла били окрашенн вв 
вато-желтьй цвбть оть соприкосносенія сь мфднний 
ашпарата. Черезь слой васла пропускался пучекь бл: 
чей, потому что вслідствіє сильнаго поглощекія св'та 
чаємихь маслахь употребленів монохроматическаго сві 
залось невозможяни». Ти, не жене однако, немногія 
дованія сь монохроматяческимь світом разной длин! 
приводять кь заключенію, что разность хода оть отогс 
по не мбфняєтся; таким» образомь и сюда можно пр 
заковь У/егіпеїт'я 0 везависимостя разности хода Д « 
йно волнь Ж. 


замятто 
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улийсь 5.59/, твердаго параффина кь чистой сві- 
уженьтила значені козффицієнта двойнато | прелож- 


0.001175 до 0.000717, т. в. ка 409/,. 


є преломленів єсть функція температурм. 


Туь подобному вкводу я притель послі долгихьи 
опредіавній козффицієнта а для рициннаго масла, 
мя большою вязкостью. До сихь порь я не обра- 
о вниманія на температуру, потому что профессор» 
свовиь резюме прямо говорить: 
яка внутренняго тренія жидкостей не яифеть глав- 
я в проявленій двойнаво преломленія». Уббдяв- 
увь обратномь, я виполнить изблідованія по слб- 
зну: А. Опредблиль вооффиціенть двойнаго пре- 
при постоянной скорости вращенія Й, но при раз- 
гурв і жидкости, т. в. Д--/(І9) при Уевситьі, В. 
знсимость между изибнонілями внутрелняго тренія п 
одной й той-же жидкости, т. 6, пе-Уб(І9). С. Й 
заль фориу функцій Д--Р(И) при посредстві 
кь и при постоянной тенпературі, т. е. Д-- К(/) 
зі. 


треломленіє сеьта какь функція температури 
жидкости. 
Жодая найти зависимость между нзифненіями теч- 
цвойнаго  лучепреломленія, мий необходимо бно 
рестройть вившній неподвижний цилиндрь, даби 
, произвольную, но постоянную температуру во вну- 
їдкомь слов. (в зтою цілью вившній циляндрь 
юєнь в цихиндрь о двух стінам», между кото- 
гогли циркулировать вода мли парь, но сибтливаясь 
ужнимь словнь масла, ни сь вишнею 6го массою. 





- Лос. їй», р» 198. 
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пить, однако, немедленно показахь, что при 
тінія води разность хода крайне пичтожна, а 
томпературі водопровода, 119 - 1590., мати 
всего тренія, и бкорость вращенія внутренняго 
дика всего до 30--35 оборотовь вт секунду. 
захся оть постояннихь температурь и переше. 
убнвающния вслідотвів охлажденія. Йненно, с 
4500. я вливаль его вь аппарать, гл оно 1 
вало свов тепло металлическимь частямь и де 
4090--ето бнль верхній предіжь; нижній-же- 
1690. Измбренів температурь по весьна хор 
никь до 0.029С., тержометрамь (івівзівг'я дб: 
но сь соотв'втственними оточетами компенсатора 
язь зтикь сторкометровь (сн. фиг. 1-ю) бни 
знутренній жидкій слой, а другой | во вившнк 
перваго обозначень черезь 7, а ПОСЛ'ВДНЯГО 

8 35. Результати наблюденій надь ря: 
я старою оливою вкраженн вь таблицахь ПІ 

Скорость, разумбфется, вь зтихь опнтахь 
постоявною введелівюь вь тальваническую ц 
ченівмь язь нея соотвіртственнаго сопротивлені 


Таблица ШІ. Рициннов масло. 











Та) 2 | 8 
20.50 З 125 0,119 
2210 з омо 0,115 
2164 | 148 | 0110 
23,10 я 108 ол 
2310 | З 110 || 0099 
25.30 Я 093 0089 
зго | 016 | 0068 
31,30 з 015 0,061 
| 3300 о | 0066 
3633 | -- 038! 0048 
3660 | -- 035 | 0046 
3735 9 04 
3800 | -- 990 | 02 





У що зо мбортом 
73 Повні 


зо 29:4Ї; число уста 
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Таблица ТУ, Старая олява. 





2660 
3000 
30,90 
3450 
3630 
3650 
3680 
38,50 
3880 


бороготз що 20.41; число установокь 55. 


жук 
зіи приведенннхвь чисель постровнь дві кривня 
убециссн суть температури г (1 ш. т.е 0.19 С), 
зости хода Д (1 ш. щ.зз 0.000542). Колонка 
зазность показаній Т,,-- Т,,, Какть легко усмо- 
зтой разкости ибть никакой правильности, а 
зежичині она когда достигаєть огромкаго зна- 
7 0. (сн. табл. ПІ-ю); впрочемь, вв таблиці 
змительння отступленія ужь не встрічаются, что 
зать гораздо меньшей вязкости старой охивн 
рициннимь масломь. Во всякою случаб, 200» 
; совершенно травильньй п втервье токазм- 
шмость между двойнимь лучепреломленісмь вь 
цав температурою. 














треніе овидкостей какь функція температурм. 
ідя соотношенів между двойннизь лучепроломле- 
мурою, нужно било отрішиться ть основнаго 


зять ог 
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взгада профессора Кипдіа на отсутствів 
вниз лучепреломленіємь я внутреннимь тр 
сь тою цілью я изслідоваль нзибняємость 
тренняго тренія рицяннаго масла и старої и 
туюю Предблн теипературь били ті-же, чи 
паратрафі, а метода общепрянятая - - Роізеціїв 
давленін. Йиенно, одянь конецть стекляной : 
с. т, дляна 17.4) бить загнуть подь пряв 
явь сь капихляроюь, свободний конець кото 
рекь. Другой конець вя бнль установлень 
него била вправлена особая воронка; непрер 
она попохнала расходь капидляра, а язлит 
нив вь сторону, вь другой сосудь. Такнив 
уровень вт большой трубкф оставался пості 
сь ним» и давленів. Йзогнутов кохіно сь к 
горизонтально я било такь понбщено вдо 
вийстимостью вь 70 15415 с. . сиб., 
часть капиляяра проходнла черезь малую : 
вкіилнеє пространство. Вт ванну наливала 
температури (149--409 С) я соотвітствени 
то горячей, то холодной водн она поддержні 
до 0.29 С. вь теченія цілаго часа. 

Вичисленів козффицієнта внутренняго т 
язведено по извістной формулі "), 


1 означаєть длнну капилляра, 1)--діанетрь 
вь ш, ш. ртутнаго столба, а 
Р: 
9 вачно 
здсь Р внражаєть вісь вь миллиграниохь 


1) датвіп єб Вошу, Сошге фе РБувідле. і. 1, Газ 
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" секундь среднято времени; ро-есть плотность, 8-- 
знть растиренія "), а 8 есть температура винн. 

1. Результати етихь опнтовь продставленн вв двухь 
щихь таблицахь: 


Таблица У. Рициннов масло, 


1,5 ш. ш.; 8--0.000761; Л--0.6274 п. ш; 
:98.22--98.68 т. ш. резі.956 при 19.49 С. 

















ї 9 1 
чок, сової | одоїтов Ї 
35 осв | ох02463 
30 94852 | 0003538 
25 0зава | одобозо 
20 оомо- | одотзів 
15.65 | | одтаб | 008829 


Таблица УІ. Старая олива. 
64 т. ш.; ве-0.0007418; Д--0.6214 т. ш.; 
Нез96.24 т. т. ре-0.928 при 15.259 С. 


0,0019459 











обі табляци переведенн вь кривня т єв (2) (см. 
причень за ось абсциссь опять прянять температури 
шеб.190.), а за ось ординать- -козффиціенть внутрен- 
ія т (1 ш. щ.--0.00005 т). Полученння такаж об- 
уявня указнвають: 12 на лравильность йяхь хода п 
зомноє изиїненіє козффицієнта внутренняго тренія ст. 
рою; шо сравненію же сь кривини Д «о /(0), онб 


узвенцієяти расширеній бьіли опроділони помощью пикиометра : 
іже, Іеййафев Фег ргакіізсйеп РРувії, Ііргів. 1880, р. 15. 
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дають оскованіе утверждать 39, что вв одной цщ той 
ста двойног предомленіє почти пропорціонально | 
зу внутренняго тренія. 

Зта завасимость, однако, не можеть бить 1 
подобів предндущей вв форжі простой пропорціоні 

Хотя указанная сейчась зависимость получею 
рицияннаго и олявковаго шмасоль, твиь не мене, 
опитовь 88 30 и 31 можно утверждать, что она 
обща, какь и законь пропорціональности между мє 
и оптическимь зффектами. 


С. Двойноє лучепреломленіє какь функція скорост 
три постоянной температурт. 

5 39. Вь виду сказаннаго раньтше при описа 
я не могь поддержявать в нежь постоянной теї 
потому производиль опнти сь перембнною температ; 
дблахь колебаній оть 39--49 С, з затіив, при 
лиць ШП-й но ГУ-ой, ннтерполироваль ни при 
зюденія кь постоянной температурв. Результати 2 
дованій понвщенн вт сябдующихь двухь таблица» 


Таблица УП. Рициннов масло при 259 
ШПоказатель преломленія пт, с- 1.4780 при 





- Число установокь 98, 
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Табанца УПІ. Старая олива при 2390. 
Показатель преломленія пр є- 1.4708 при 2390. 








Число установокь 41. 


Числовня данння обвихь таблиць предотавленн графиче- 
ски на фиг. 5-0й; за абециссм принять скорости Й (1 ш. ш.»-0.2 
оборота), за ординати разность хода Д (1 т. т, «з 0.001Х). 
Векатриваясь вв кривую оливковаго масла, заийчаємть двійствя- 
тельно зависямость близкую кь пропорціональной; кривая-же 
"рициннаго масда показнваєть на отставанів разности хода 3 
сь возраставіємь скоростей. Я полатаю, что вообще в зтихь 
опитахь нельзя требовать большей точности, такь какь нзяв- 
ренів температурь проязводятся довольно грубо, а температурн, 
какь видно Язь таблиць ПІей и ГУ-ой, овазмвають огромнов 
вліянів на изучаєння явленія. Впрочем, слабов отступленіо оть 
процорціональностя мм зьийчаєть уже вт птах М/егійноїш'я ") 
сь тверднни тілами, такь что, бють можеть, оно лежить 85 
природі зтихт явленій. 





4) Муегівеїко, ос. сіїо, ро 19Ї и р. 217--218. 
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Заканчивая оту главу, я хочу 
некій кт опнсанію явленія. || 
5 40. Прежде всего зажічу, 
ной полоси компенсатора | прянямає 
чіжь описиваєть профессорь Кипі 
сегь у точкн 5 (фиг. 3-я) повороть 
внутренняго цилиндра сс, такь что в 
то цилиндра да движенів жидкости 
подвижнаго. Обьясненіо зтого факта 
тенпературь во вращающенся слов: 
ности мн видиюь, что у подвижнаг 
обогрвта гораздо сильні, чіив у 
но, разность хода Д,, ебли-би скорі 
стиць била одинакова возлі того 
пихиндра било-би меньше разности 
но екорость вращенія У, у подвиз 
ростя Й, у нелодвижнаго, и отоюд 
двухь взанино-противоположнихь м! 
торне пря допущеніи разности тем 
дають возможность начертить криву 
Такую кривую я получиль из 
2 
Дан я 
которов профессорь Кипді установі 
го преломленія. Вь некь а и 
внітняго цилиндровт, т есть радіу: 
кости между а и Б, А--факторь 
козффицівнть внутреннято трекія. 
9 41. Изь только что привед 
велико вліянів того факта, на какожт! 
цилнндрь оть внутренняго. На само 
нихь цилнидра 4 вь 5 ш. т. я 
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ш. но бзза-10 т. т, я ке жогь констатировать 
, величина которой язь него опредбляєтся теоре- 
- 


При  изученій двойнаго  преложленія рициннаго 

зжкнулся на особенность, которой не могь, прін- 
о обьясненія. Полось компенсатора при покоящей- 
била совершенно черна, когда-же жидкость прихо- 
іженів, то она переходиха вь зеленоватую, й толь- 
зиь о анализирующато Никодя А (фиг. 1) я могь 
ать нерушенньй чернний віть. Такинь образом», 
сакь-бм вращенів плоскости поляризація, но воз- 
ин оиибень діло сь болі сложинии свізтовний ко- 
зойнаго-же преломленія. Любопьтно будеть зані- 
о вращенів пропорціонально скоростя МИ и обратно 
1ьшо температур /. Я проязволь нзифренів отой 
и кстати заибчу, что при і--249 0, ре- 17942". 


Заключенів. 

сих» порь изложенноє можно резюмировать такь 
ойнов преломленів світа во вращающихся жидко- 
ще не вобжь низ, а только коллондань и маслаюь 
зству. 

у двойнов преломленіє світа нельзя пока поставить 
ст одним» изь извстявхь Физическихь своЙств» 
ї теорія не вь состояній развяснить его отсутствія у 
ИЗь НИХ». 
шравленів моханической, а стало бить и оптической, 
тески слвдуєть считать подь угломь вь 450 сь 
кь радіусу разсжатриваємой частиць; опить, одна- 
ть, что нногда оно можеть составлять угожь в5 
т 

у. 


меь двойтато преломленія зависить оть направленія 


і, ос, сіб., р. 123 и 126. 





0 МЕХАНИЧЕСКИХ'Ь СВОЙСТВАХ'Ь МАСЕЛ'Ь Й КОДЛОМДОВ'Ь. 


движенія жидкости; пря движеній вя по часовой стрвлкв 
лоса компенсатора отклоняєтся вяїво оть свосго начальн 
шоложенія, а при движенік против» часовой стрілки--впра 

59, Йзибренная разность хода А зависить оть скоро 
вращенія Й и температури і, такь что 2 достигаєть сво 
шахішиш при Из-тахішиш я при ізешіпіоишо, 

69. Двойнов преломденів єсть такимв образомь функ 
двухь параметровь ИЙ и і, и всли одинь из нихь оділ 
сопзі, то тогда Д пропорціонально другому. Отоюда: 

19, Во-первихь, если / ше сопві, двойноє проломаоніс 
пропорціонально скоростя вращенія М, т. в. Деза. Й, причи 
козффицівнть а разлячень для различньихь жедкостей. 

89. Во-вторихь, если Рос сопзі, двойноо преломлевів 1 
тя пропорціонально козффицієнту ввутренняго тренія т, изуч 
мой жидкости, т. в. Десб.т, причень яножитель 8 различ 
для различньхь жидкостей, 

99, Примісь вещества, не обладающато двойньиь пре 
ленівиь оть вращенія, кв другому, обладающему ямт, необ 
повенно сильно ослабляєть разность хода А посл'вднято, нес 
тря на то, что козффицівнть внутренняго тренія г, его й 
няєтся ничтожно. 

109, Виводь 8-0Й составляєть парадоксь сь виводі 
39 5 82 и опьтами профессора Кипдїа я монми о нозави 
мости двойнаго преломленія Д оть коеффицівнта 7. 

119, Разность хода Д между обнкновеннниь я нсобнк 
венньоь лучани достигаєть вь отого рода опьтахь ничтож! 
величини: тіпітито вв 0.012 (олява сь параффиномь) я ша 
шит 0.24873 (рицинка) на 10 с. т. світовато луча; Х с 
Дуєть отнеста кь длинВ волик єредней части спектра, а 
--кь толщині слоя вь 10 с. ш. 

199, Разность хода, повидимому, не зависить оть Ддлі 
Волин, т. в. дисперсія етого двойнаго преломленія не вели 


Глава ШІ. 


"мости масель и коллоидовь. 


я развнокивать возможную зависниость 
какихь-либо еще другихь физическихь 
остановился па их» сжимавности, а вийсті 

юстя. Подобная кнсль казалась мн тінь 

допустикою, что, какь изв'стно, окорость 
зтовой волнк в данной средв прямо про: 

водратному из упругости послвдней Б я 

зна вя масо М, т. в. 


Е 

сер со 
"бн душать, что жидкости, дающія явле- 
енія, должнн нжбть или большія значенія 
1, но во всякомь случай такія, что рядь 
упругость жидкостей сь двойнни прелом- 
їтельно разниться оть ряда чисель, вн- 
ь жидкостей, не обладающихь двойннив 


го лятература вопроса 0 сжимаємости жид- 
) отличаєтся обиліонь  матеріяла, а ти 
достаточнихь указаній на нитересующія 
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меня масла и коллондн, я рішиль пройз 
сажостоятельння нзслідованія, приченть пе 
найти козффиціенть ожатія тіхь жндкі 
наются какь вь монуарв профессора 1 
ноежь 2). Моя задача, впрочем», била 01 
тами профессора 8. Фиіпоке 5) и бігаєві 
шекь нфоколько необходнинхь мк чисел 
Метода. 

5 44. Метода, на которой я остан: 
фессора 0. Н. Шведова, била вь об 
Зашіп'а 5), т. в. такая, вь которой кажу. 
сейчась-же нсправлаєтся ка растиренів 
«бе соггесіепт»--поправочной трубки, 
ваєть шожнато вниманія я одобреніл по 
дежности, такь какь ока свободна оть 1 
чесвихь предположеній обь нзифнявкостя 
Мий достаточно будеть указать на приз 
чииь Уашіп'омь 9) и касающійся  опре 
сжинаємости ЕК ртути. 











Безь поправки кажущееся ожатів...... 
по Сойадоп ві Збиг! 
по Роіззоп'у . 
по Уегірвіш'у..... 
по Затіп'у.....".. 





Сь поправкою 





Изь приведенкаго ряда видно, нас 
ретическою поправкою превншають д'йст! 


1У А. Кипді, Іс, сій. р. 122-198. 

1) 9. дв Мекг. ос. сії-, р. 499. 

з) 0. Фиіпске, Уіей. Апо., Ві, 19, 1883, 

є) Огавві. Апп. йо ОБ. єї йе РЕуз. (3) ї. З 

з) атіп ев Вашіу, Сопге де Різувідцо. Ра! 
132-133 ш Согорієв Вепдав йе І'Асабтаїв йо в 

4) Зашіо еі Вошіу, Іос, сії, р. 191 в р. 1 
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ти, всли ястинною воличяною послідней считать число Дашіп'я, 
асколько они различнь между собою. Веб опреділевія ковффи- 
нтовь ожанаемости до методн, предложенной | Фашіп'ожь, 
"овнвались на ндеяхь Роіззоп'я и нсчислоніяхь Шашб, но я 
мі методи Зашіп'я профессора піпоке ") и Вбпіреп 6 
зпвійог 2) не покинули яхь, прянявь за величину поправки 
уненьшенів одиниць обьежа стеклянаго сосуда при давле- 
ів одну атиосферу 


-р0.00000292. 


сколько, однако, зта велячина измібнчива оть одного сорта 
кла кь другому и не строго опредблена, видно нзь чисель 
тводнинхь в статьв профессора Спіпске 7). Ижснно, вив-- 
постоянной теоретической поправки 


0.00000292 
зда нужно бнло придавать: 


0:00000246 
0.00000467 
0.00000337 


би перейти оть наблюдаємато кажущагося сжатія водь вь 
инному, принимая за таковов числа біга8зі 5). 

Всего сказаннаго достаточно, чтобкі оправдать вибор мо- 
н Зашіп'а, гді все предоставлено опиту и ничего--предвзя- 
ть творетическкиь идеям». 

8 45. Переходя кь описанію приборов, сь которими мкб 
шилось работать вь Физической лабораторій Йиператорскато 
вороссійскаго унаверситета, я зажбчу  предварительно, что 
санизиь сжимаємости жадкостей требуєть трехь существенно 
ннхь составнихь частей: А. Насоса, производящато же- 


міне! . Апо,, ВІ 19, 1893, р. 403. 

2) Вбпіцеп ший Зсїпвійог. ів. Апа., В. 29, 1888, р. 198--189. 
з) дціпске. Їос. сії., р. 104--405 и р. 408--408, 

4) Оіговзі, Їос. сії», р. 448--452 п 477. 
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лаєноє давленіє вт півзометрі; В. Півзометра, в" 
сжинаєтся жидкость и 0. Маломотра, указнвающато 
давленія вь півзонетрв. Опишу теперь по поряд! 
части. 
А. Насос». . 

Во всв врежя нзелідованія я пользовался п 
насосом СаїПебеі, оть описанія которато я себя с 
такь какь оно дано вь учебникахь ). Онь вистроє 
стерсвихь Е. Дисгекеї ві С-ів й, Рагів й совершенно 
опясвавивиь у Уашіп'а; ииь можно пронзводить 1 
ро огрожння давленія, которня он прекрасно удеря 
теченін большаго времени. Подобнов свойство пре 
весьми ЦІННИМИ» качествомь, такь какь оно даєть 1 
зкспериментировать не торопясь и при установившемос 
Мок опити били сдфланн при давленій вь 10 ати: 


В. Шезометрі. 

8 46. Я прадаль півзометру ніоколько иную ф 
обмкновенно, и ето зибненіє состояло в капилларном 
іс(фиг. 6) внизу півзометра аб. Подобньй придаток в 
шоє практическов значеніє при опростанін сосуда, ег« 
я суткб, тогда как» пользованів обмкновеникии півзом 
язученій сжимавности вязкихь жидкостей крайне за 
но, Послі каждаго опнта, когда одна жидкость 
хрутою, я отрізвваль сажую незначительную часть 
сти С, велідствів чего сосудь становилея открнтни 
кахь ся ф, и вго можно било удобно я легко о 
наполнять. Зтоть прівиь не ослажняєтся нзляшники 
віями еикости сосуда У; достаточно знать точнов 
вьначатб ряда опитовь, потому что урізнваніє око 
нб превишаєть изи'ненія обьома даже на 2 кубичес 
зниетра, каковая поправка все таки принималась вт 





1) завіп єї Вошіу, Сопте йе Рігузідие, 1. Ї., Гасз. 1., 1882 
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іже всли-бн ее й не прявять, то на общую емкость вь 
0 и 50000 ш. ш. сиї. она составила-бн нячтожифішую 
у; чтобн по возножности уменьштить ошибки ж продлить 
пользованія одним я тиз-же нижнимь капилляронь, я не 
вад» вончикь с ножомт, а отлифовиваль єго на коліт. 
з врежя опитовь я пользовался двуня пієзомотрами А я В, 
вленниий изь одной трубн, конхь-емкость М била 


У,--50622 ш. . си, при 1690. 
Уре- 48212 щ. ш, спі. при 16"С. 


) 47. Только что описанньй сосудь вмастиковнвался разь 
да на хорошемь сургучв вь латунную трубку вт фор- 
хвн 1, какь 9то всегда ділаєтся в» опнтахь при ожи- 
ли тазовз 1) 

іа зту трубку аа била надіта другая і, которая 
нла по пішунту первой и которая сверху отд'івльно зали- 
сургучень св предосторожностью, чтобн слой сургуча 
"кв б не сообщался сь словиь трубки аа. Простран- 
взалитов сургучень посредством» отверстія о вь стінев 
ЬЬ содбщалось сь наружннит воздухомь. Зто кРсколько 
в устройство необходимо для того, чтоби бить увбрен 
уь правильности показаній поправочной трубки С" (фиг. 
Звободний конець трубки фб ниль винтовую нарізку, 
орой ходила большая гайка сь приспособленіями для 
хованія стеклянаго кожпака и передачи внутрь его дав- 
їзь насоса. Когда весь приборв свинчензь я установлень, 
насоса поступаєть черезь отверстів / вода вт колпакть, 
ть вв нем» воздухь я понижаєть уровень вь капилля- 
Стекляннй колпакь вибирался такой длянн, чтобни при 
юєферахь давленія вода насоса никониь образомь не 


Загоїо ев Вошбу. Іос. сії, і. 1, Гавс; Т, р. 199) си. на йд 64-Й стальной 
ь в» котором'ь пом'вщаєтея трубка сь угольною кислотою или яньмл, 
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попадала внутрь кациляяра С. Теперь ке трудно ( 
зачінь трубкв дафб придана сложная форма. Діло 
что вода В колнакі находится подь давленісиь 
стрежится вийти наружу; самов слабоє істо можеть 
вять ниенно слой сургуча, Шозтому, если-бн онь биль 
сть края Б до аа самаго стальнаго циляндра, то 
вода язь под» кохпака могла-би просочиться вь ста: 
нндрь, увеличять обьеюь заполняющей єго водні 
вить отсчеть поправочной трубки С", А такь какь по! 
уровня вь трубків С! мн судам о растиренін півзометра 
ленія внутри его, то нати отсчетн били-бь ошибочнь. 
что при описнваєномь устройстві просачиванів не мога: 
за собой такой ошибкн; есля-бн слой сургуча б и 
слабнигь, то вода изь подь колпака внливалась-би ! 
резь отверстів о наружу, отчего внутри прибора воо( 
ло-бн давленів, но что не пиїло-бн ни мальйшато 
ка показавів поправочной трубки. 

8 48. Вся зта часть, т. в. стальной циляндрь 
метромь, поддерживалась при постоянной тойперату 
что она бкла погружена вт больтоє ведро водн. бал 
било тщательно обернуто воблокомь и таким обрало: 
сохраняло постоянную температуру. 


0. Манометрг. 

8 49. Манометрь бле воздуштньй, вертикальний, 
онь представлень на фит. 8-ой. Резервуарь вго биль 
изь стали и в» инніатюрв представляль собою ста: 
линдрь для ожатія газовь при насосі Саїйеїоі; (стві 
трубка для него била пріобрітена оть АЇуегеріаі і 
отличахась большою правильностью калибра, безь сис 
скаго уклоненія оть цилиндрической форин. Она бна 
нбрована по методі В. Виппзеп'я "); длина вя Ї са! 
внішній діаметрь Кає12.5 пі. та., внутренній п'є 6,5 п 


1) В. Валоп, бавопекгізеїв Мецойеп. Вгацлесі увів, 1857 
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см нанесенн на самомь стеклі во нзбіжаніє его 
закріииль позади его хоротую латувную висереб- 
"ость барометра вь дюймахь, такь что одно ді- 
моего манометра єсть 0.1 дюйма--2.54 т. ш. 
івнометрь бнль внстровнь вь мастерскихь Йипе- 
Новороссійскаго универсятета (механиконь Ї. А. 
опред'вденіс его постояннихь сдблано мною по 
плану. 
Упредіфлить постояннкя даннаго воздушнаго маноме- 
,найти на его скалі точки, которня соотв'втствовали- 
рі, 2, 3....т атиосферь, когда против» нихь 
зя ртутннй меняскь, дти точкя, однако, далеко пе 
онб изифняются сь температурою воздуха закаю- 
звнометрической трубкі я сь вибінимь барожетря- 
івнівмь. Можно заранфе швнчислить величину по- 
ути два фактора, но гораздо проще руководиться 
нний опредбленіями, которня легко проязводить, 
акрьтаго вь ціль давленій ввести още отерютьй 
. шользовадся во все время изслдованія хорошим 
тутинитз манометром АЇхегопівї й, Рагів, разді- 
).5 ш. т. я поднямающиюь давденів до 1.25 ат- 
юнньЙ жаножетрь служить двоякниь цілякь. 
запайки вертикальнаго, нь даєть  возножность 
величину давленія /, ртутнаго стодба вв вертя- 
пюметрі против» любато д'лепія его скалн з. 
лі запайки вертикальнаго, при понощя его легко 
ти жфста вв", З/д, З/д "/ я 5/, атиосферн. 
на калі вертикальнаго манометра одну язь по- 
точекь и соотвітственноє ей давленів ртуткаго 
ш.т, уже не трудно по закону Магіобів'а ви- 
вдующія точки вветихь давленій. 
травненіє хода сифонпаго манометра сь вертикаль- 
пюь внразилось двумя рядами чисел», которня би- 
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ли внражени мною графически; взяв показанія г вертикальнаго 
за ось абсциссь в» дюймах», а сифоннаго--у за ось ординать 
вь п. ш., можно било ваписать уравненів зтой ливій вь форибї 


уе«105.5-Ь26.5 т. (1) 


такь что, если т взято по скалі вв дюймахь, то у и равное 
вку /, вираженн вв ш. ш.. 

Я теперь сділаю внчисленів послВдовательннхь  точект, 
зная, что длина запаяннаго вертикальнаго манометра оть нуля 
дфаеній єкаль до самаго верху 


Іче26.15 дюйковт, (2) 


и пользуясь законом Магіобо'а и ур. (1). 

Предположимт, что сифонний манометр» показнвал» 0.5 ат- 
носферн, когда верхній меняск» ртути вертакальнаго  остано- 
вияся протявь дбфаснія бокали 2.8. Очевидно, что вслідетвів 
цехиндричности трубн, обьемь будеть пропорціоналень длині, 
з потому половина остающаговя обвема будеть равна 


26.75 д.- 2.80 4.149175 д 
2 | 

При поднятій ртути на висоту 
2.8 д.-К11.975 д.--14.715 д.. 


давленіє увехичилось-би з вдвов, т. в. діленію оскалн 14.775 
д. соствітствовало-бн давленів вв одну атиосферу, всли-бн 
самая ртутная колонна оть уровня вь стальномь цилиндрі до 
дрленія 14.775 д. ке им'вла ни вівса, ни давленія. Но изь ур. 
(1) находим», что у--497.2 ш. шт. или йез-0.652 ати. при 
Хезі14.775. Такимь образом, точкіВ сколи 


14115 д. 


соствівтствуєть давленів в» 


1.652 ати. 





- 
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8 584. Шриведеннаго примбра вполяй достаточно, чтобк 
указать ка способ» опред'ленія естественинхь точект накно- 
нетра. Передь серієй опнтовь даннаго дня я опредблать точку 
вь 0.5 аткосферн я затіиь находиль при помощи данквх» ур. 
(1) и (2) ті" точки окадн, которня отвічали желаєнни» 
давленіям». При зтом» способі я бнль избавлень оть разискалія 
форив манометрической кривой и оть приближеннаго по ней 
вичисленія давленій. - 

Чтоби дать понятів о колебаніяхь постояннихь манометра 
вь зависимости оть атиосфернаго давіенія я температури, я 
прилагаю дві таблиць. Одна язь них, табл. ГХ, составлена 
для того случая, когда 0.5 ати.2-2.8 д., а другая, табл. Х,-- 
когда 0.5 ати. --38.3 д. 


Таблиць ІХ. 


























Взятня мною пред'льння значенія 2,8 д. я 3.3 д. бвли 
крайними колебаніями точки вь 0.5 ати, за все время опи- 
товь. Йзь приведеннихь чисель ВИДНО. что не можеть бить 
я річи о фиксированій постояннихь точекь манометра. Лучке 
всего вто витекаєть изь слбдующей таблиць ХІ-ой, вь которой 
приведенн всі варіацій давленія р вт зависимости оть началь- 
ной точки, причомь вся ота таблица составлена для четвертої 
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естественной точки, соотвібтетвенними давленіями которой я 
то1ько и пользовался. 


Таблица ХІ. 





У ати. е-328 д. 9.294 
2.9 9.303 
3.0 9.312 
3.1 9.322 
3.2 9.331 
3.3 9.340 


Давння зтой таблиць показнвають. однако, что колебанія 
постоянннхт ерагнительно мали и не превншають 0.59/,. Моя 
нзиїренія свободнь оть зтой ошибки, такь какь я непреривно 
пользовался сифониниь манометромь вь теченій всбхь опитовт. 


Манипулящи. 


8 53. Напохневівє півзометра кспитувжою жидкостью всегда 
пройзводилось в» пустот, при пожощи насоса Саггб 1), слі- 
дующимь образомь. На верхній капиллярь півзометра  плотно 
надВвалась каучуковая пробка, которая закупоривала особую 
стевляную трубку В (фит. 9); зта трубка служила пріемни- 
комь жидкости, й в» ней очень легко бно заставить кипіть 
всякую жидкость непосредственним»ь подогріванівмь вя на го- 
увлюв Випзеп'а. Чтобн кипінів совершалось при нивкой тем- 
пературів, верхній конець трубки В сообщалея посредством тол- 
стой каучуковой трубн сь касосомь ЄСаггб, и внутри ея и 
півзометра пройзводилось разрівженів воздуха, Послідовательни- 
чи разріженілми и осгущеніями воздуха наподненів піезометра 
соверталось бистро, и когда вт немь накоплялось достаточ- 
нов количество  жидкости, самнй пієзометрь погружался в» 
кипящую воду, вояВдетвів чего большинетво жедкостей знер- 


1) віп ві Воціу, Соптв де РРБувідпе. 6. Ї, Кавс, Т, р. 252--204, 
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гично кипіло и наполняло сосудь безь налВйтшихь схбвдов» 
воздуха, Шослв зтого пієзометрь медленно охлаждался до 6х5- 
дующаго дня и єь большою нпредосторожностью поміщался в» 
стальной цилиндр, наполненньй дистиллированною водою. Такь 
какь зтоть послідній играль роль вийвшняго резервуара ВВ 
сь поправочною трубкою С в» опнтахь аштіп'а |), то я вееі- 
да обращаль особове вниманів, чтобн вь немь не било ни 0д- 
ного пузнрька воздуха. ШПоправочная трубка била оправлена 
вь боковов отверстів стальнаго цилиндра. 


5 54. При изслбдованій такихь жидкостей какь вода, 
звирь, алькоголь, о сжимаємости судять по перемЬщенію уров- 
ня в длинномь капиллярб, пренебрегая потерею жидкости на 
скачиванів сти» его. Против"» отого едва-ли можно что-нибудь 
возразить, так какь отибка 9та должна совернівнно носчезать 
среди другихь. Но когда річь йдеть о вжимаємости вязких» 
жидкостей, какь масла и коллойдн, то нужно непрежбнко 
устранить зту ошибку. Я обнкновенно приливаль около 50--80 
т.ш. сар. води кь водннизь растворамь и химически чиста- 
го бензола кт масламь, чЕизь приводиль условія изм'ренія сжи- 
маємости мабель и коллойдовь кь условіямь сжимаємости водн 
к бензола. Подобинй пріємь уже отчасти практиковался проф. 
Фпіпоке 2) при опитахь сь глицериномь. Вбпісеп 6 Зсрпеідег 2) 
в свойхь изслідованіяхь густихь растворовь ділають общую 
поправку для вебхь изученнихь ними тбль; они нашли, что на 
ствнкахь капилляра, коего среднее поперечноє сбченів равяо 
0.003604 д. с. т. приставть столько раствора, что на, про- 
тяженій 1 с. п. жидкая нить укорачиваєтся на 0.012 с. ш. 
Ми кажется, что зта ошибка должна бить вь прямо пропор- 
ціональной зависимости оть козффицівнта внутронняго тренія, а 
потому чит вязче жидкость, тім осмотрительніе нужно про- 
изводить изм'бренія, | 


1) Уатіп еб Воиціу. Їос. сіб., 6. Ї, Гавс. ПІ, р. 132 
3) Фиїпоске. Уієд. Апо., В4. 19. 18983, р. 405. 
з) Копіхеп Є Зебпеійег. У/ієд. Апп., В4. 29, 1886, р. 189. 








рун 
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З 55. Наблюденія я производиль слфдующимь образом». 

192, Опреділять на скалі манометра точку вв 1/, атмо- 
сфери по сравненію сь сифонньмь и по зтой точкф вичасляль 
четвертую естественную. какь показано вь 89 51 и 52. Сооствіт- 
ствующее 6йї давленів колебалось оть 9.294 ати. до 9.340 ати. 

29, Ватфигь дВлаль одновременниє отечети одинь ка ка- 
пнялярв півзометра С, другой на поправочной трубків С! и тре- 
тій по териометру АЇуегопіав, раздвленному до 0.020С, 

99. Послб зтого медленно поднималь насосомь давленів 
до вичисленной четвертой естественной точки, даваль время 
установиться зтому давленію и олять одновременно записнваль 
показанія трубокь С и С", а также и термометра. 

40. Наконець, медленно-же освобождаль давленів и, дав 
виу вновь установиться, читаль показанія трубокь С, С! и тер- 
чонетра. 

59. Йзь зтихь даннихь впослідствій внчислялись козф- 
фнцівнти сжямаємости изучавинхь тіль К и козффиціентн рас- 
ширенія півзометра б. Назвавь черезь ИЙ весь обрем'ь жидко- 
сти, наподняющей піезометрь, черезь С--его измфненів, а дав- 
еніе--черезь р, ньходим»ь козффицієнть кажущейся сжимаємости 





С 
Х є Тр . (2) 
и соотвівтственно козффицівнть расширенія пієзометра, 
С! 
б а - .! 3 
Гр (3) 
Козффицівнтом'ь дійствительной сжимавмости ЕК називають 
х--- б ша Й. (4) 


Показанія С и С" даются вь п, щі. вцб., вь которнхь внра- 
жень и весь обремь Й. 

69. Каждий кооффицівнть А; мною опреділень как єред- 
нев яз многихь наблюденій по сказанному плану. При зтом» 


та" темироюлуцу зо зе тн СУ РЧР Ор р н і 
. 7 Ра . - фот, 


-, 
ь 
. 
- 

« 
Х 
' 
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я ділаю разницу между сжимаємостью при увеличенін давленія 
оть 0 ати. до 10 ати. и расширенівнь при уженьшенін давленія 
оть 10 ати. до (0) ати. В'ь дальнвйшень я буду обозначать пер- 
вий ковффицієнть черезь К,, а второй--черезь К,, соствіт- 
ственно чему показанія трубки С буду казквать С, н С,, а по- 
казанія трубки С1--у, й ї,. Такииь образонь 





С-- 
нету (5) 
а 
ь ее . (5 


Впослідствія будеть видно изь таблиць, что не длявсВхь 
тіль Куяєк,. 

Результат. 

5 56. Прежде всего я изучиль сжимаємость водн, чтобн 
сравнить свой наблюденія сь наблюденіями (ігазві, котораго 
всв цитирують. ШПолученння числа привожу вь схбдующей 
таблиці. 


Таблица ХІІ. Дистиллированная вода. 
р з 9.827; У,-- 48263; 99/, п, 18988. 


























19".58 С. 





Среднее 28.52 28.52 | 12.58 107 7.06 
к, з 0.000047651, 
В, -- 0.000047673. 
Среднее К-- 0.000047662. 
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дта таблица показнваєть: 

19, Что колонни С, и С, ї, ї у; между собою хорошо 
сходатся. 

29. Что постоянная К, равкна постоянной /,, волідетвів 
і 

9 . 

39, Сопоставивь значенів козффицівнта ожимавмости водн 
р сь числани другихь изслбдователей при і-- 129.6 С., 


чего можно взять ихь среднвее К -- 








ТЕТ 34 е - а, Ї 
Вестьоїс 1)....... нання 0.00004668 
Огазві 2)..........х..ан нон нон 0.00004779 





Атацгу сі Фезсапорз ?)...........асам- 0.00004619 
(Саіпеке ")............ .....ннннннннон 0.00004774 
Вобпідеп 4 Зеппеідег ?)............-.- при 0.00004782 
Ое-Мейз......... ПЕРУНА НН НА 0.00004766 


Среднев..........  0.00004733 


нахожу близков согласів между монюь числом» и числами дру- 
гихь наблюдателей. 

6 57. Послі втого я перешель кь нзученію сжинаємости 
масель и коллондовь и подвергь изелідованію саВдующія тіла, 


Масла. 


1) Касторовов. 

2) Оливковоге. 
3) Оливковов сь бензолемь (пополам). 

4) Оливковов (одна чаєть) сь бензоломь (дві части). 





1) Беєпації. Мбптоігев фе МІювіїіші де Егапсе. Топ 21, 1847, р. 456. 
Кь сожелавнію, здвсь не указана точно температура. 

3) О(тавві. Їос. сів., р. 477. 

з) Диаацту ев Дезсагарз. Сопаріев Вепдця в ІАгхайбтаїв дев всівпсез 
Тоте 68, 1869, р. 1564. 

г) Оаіпске. Їос. сіб. р. 411. 

") Ебпісеп Є Зсіпеійег. У"івсі, Апо., Ві. 29, 1886, р. 196--199, 





7 - . 
- 2 
з нь й РОС ЗОРУ САРА 
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5) Оливковов сь жидкимь параффином». 
6) Льнянов. 

1) Миндальнов сладков. 

8) Тресковий жир». 


9) Бензол». 
10) Параффин». 


11) Гакцеряк», 


| Коллоцдь: 
12) Коллодіум». 
13) Гумни аравійсков. 
14) Канадокій бальзажь сь бензоломт. 
15) Желатинирующій клей. 
16) Нежелатинирующій клей. 


Р РН 


17) Жидков стекло (Хаїгопуаввегеїає). 
18) Метафосфорная кислота вт водб. 
19) Сахарь в» водб, 


20) Вода. 


5 58. Теперь я перейду кь детальному разбору отділь- 
нихь тіль и представлю ве полученнке жмтою результати вь 
ряді таблиць, а не среднихь чисель, дабн можно било лучте и 
полиВе судить как» 0 механизий сжимаємости жидкостей, так 
и 0 достоинствахь и недостаткахь методи Фаміп'а. 


5 59. Олива чистая изь талія; плотность фе-0.9145 
при і--169.8 С, Цівзометрь напохнень при обогріваній масла 
до 1009 и при помощи насоса Свггб; не сиотря на продохжи- 
тельнов подогріванів, оно кипбфло только вт верхней трубі, но 
не вь півзометрі, между тім» какь в» одномь изь предвари- 
тельнихь опнтовь 26/, 1838 г. оно хорото кипвло при томь- 
же расположеній опнта, Вь капиллярв надь олявою находнлся 
столбикь чистаго бензола, | 
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Табіяца ХПІ. Олива чистая изь Йталінй. 
ре: 9294; У,--48266; "/.1889 г. 





Средкеє 3209 3184 1480 | 612 619 


в, -0.000056556, 
--0.000055844. 


мВ аа0.000056200. 


Таблица ХІУ. Олива чистая изь Йталін. 
ре-9.30; Йрс48265;  З/ 1889 г, 


С ІС. | їі | Та 











Среднее 32.17 32.00 14.76 6.50 | 6.80 
к,-0.000056520, 
Кк, е«0.000056142. 


НН 0.000056331. 
Ко 0.000056266. 


Разсматривая полученння числа для козффицівнтовь сжа- | 
тія оливн, мин видимь, что процессь сжатія давть большія зна- 
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нія Е,, а расширенія--неньшія Ко, а сопоставляя между со- 
ю таблиць ХІП-ую я ХІУ-ую, уснатриваєюь близков согла- 
з козффицієнтовь ожатія К, и растиренія Д,. Боли налую 
зницу означеній Й, я К, приписать изиненію тенперату- 
г внутри піозометра, то ястяннов значеніє ожатія будеть 


фо 
зок 


8 60. Можно било-бн думать, что пряливанів бензола вь 
ринюю часть капилляра півзомотра можеть сущеєтвенно по- 
іять на опредбленів коеффицівнтовь К,, К, и К, однако, 2то- 
неннаблюдаєтся. Изь опктовь Атабаї ї), Фпіпске 2) я о- 
ть для козффицієнта сжатія бензола получаєтся гораздо боль- 
зв число, чбиз для оливи и многихь другихь масел; сте- 
бить, оть втой прибавки кожно било ожидать увехиченій 
симаємости, а между тіжь его не только не видно, но ви 
отивь того, числа значятельно падають. Зто, конечно, вио1- 
, понятно, потому что на стінкахь капилляра остаєтся боль- 
з6 количество вязкой жидкости и гораздо меньшев -- жидкости 
слабою вязкостью. На роль вязкостя вт опредбленій козі- 
щівнта сжатія еще раньше обратили вниманів ціпоке ї 
упідеп 8), но Фиіпске воспользовался зтою мнелью дишь при 
редбленін козффицієнта сжатія глицирина (его вязкость в5 
)0 разь больте вязкости води по ЗсНббілег'у), а Вбпієеп 
ь опнта пришель кь заключенію, что ошибка на вязкость 
ть 1.29/, со знакомь -Н, слідовательно, получавмня числа 
я С, я т, нужно уненьшать на 1.29/, Я полагаю, что по- 
авка Вбпіреп'а годна лишь для мало вязвихть растворов", 
тому что жною били непосредственно полученн другів резуль- 
тн для той-же оливи безь колоннь бензола. 


1) Ашадві. Апо. йе Сіті, єї до Різув., (5) і. 11, 1817, р. 535. 
2) даіпсїке. Іос. сій», р. 409. 
1) Вблідеп шой Зсоеідег, Їос. сій, р. 182. 
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Таблица ХУ. Олива. 
ре-9.30; У,те50523; 217/..1888 г. 





і е-0.00006004, 
о-0.00005780, 


Із -0 00005892. 


дціпеке-0.00005990. 

Изь сравненія кооффицівнтовь таблиць ХПІ я ХІУ сь 
козффицівнтами табл. ХУ усматриваємь между кими разницу 
вь 4.50/,, и она очевидно обусловливаєтся лять различнимь 
способом изиВреній, такь какь сравненів среднихт значеній 
таблиць ХПІ я ХІУ давть 

К-з-0.000056200, 
Я К--0.000056331, 
т. 6. разность всего вь 0.249/.. , 

5 61. Теперь интересно сравнить насколько полученння 
кою числа отличаются ость чисель (ціпсоке, при чем» нам 
нужно пользоваться лишь кооффицієнтами К,, такь какь числа 
Фціпске получени именно прв возрастаній давленія подь ко- 
19коломь воздушнаго насоса. Йзь таблиць ХІП-ой и ХІТУ-ой 
среднев значенів 

1) К,--0.00005654 при і-«1402.78 6. 
изь таблицю ХУ-ой 2) Кк, «-0.00006004 |» і--159.50 » 
или 9) Е,--0.00005951  » і--1402.78 » 
а по Опіпоке 4) Вч-0.00005939 | » іос-140.78 » 


дти числа ясно указнвають на бсогласів между монми 
опитани но Фціпске, когда мн  оперируємь пря  однихь 
їотЬхь-же условіяхь; вь самомь діл, числа 3-єй и 4-ой 
строкь отличаются на 0.29/,. Но зато 1-ая строка сь 4-0й дасть 
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которая не носить вь себі ничего удиви- 
івчаній 6 60. 
омт, не смотря на разное проясхожденів олив- 
ізличів методовь Фпіпске и моего, на разли- 
давленія (Оиіпсоке пользовался давленівжь 
н и меньте, а у меня 9.3 атиосферн), наши 
сравнямн. 
ть ожатів чистой олявн, я перелієль кь ожа- 
яв сь бензолонь и Б)оливн сь параффинок». 


1 1 часть оляви сь 1 частью бензола. | 
328; Ррч-48261; "9, 1889 г, 

















3591 1480 107 703 
в, --0.000065552, 
іо-0.000064152. 


І, 1 часть оливи сь 1 частью бензола, 
328; Ме 482517; "/, 1889 г. 




















705 
3599 1414 4 1701 1.02 
і 0.000064824, 
і --0.000064357. 
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Сибсь оливи и бензола била приготовлена изь оливн 
5 59 и бензола 5 64; при наполненій она хорошо прокип'ла 
вь півзожетрі. Среднеє значенів козффицієнта сжатія из» таб- 
ць ХУЇТ и ХУІ весть 

К--0.000064496. 

6 63. Сиїси той-же оливи сь 5.59/, и 6.99/, жидкато 
параффина. Козффицієнти ихь сжимаємостя били опред'ленн 
вь разнов время вт три пріека по причинам», о которьхь бу- 
деть сказано ниже. При наполненій оти сибїси кип'вли слабо; по- 
верх сибси находилась колонна бензола; «-- 0,908 при 189.3 С. 

Таблица ХУПІ. Сибсь Б.59/, параффина сь оливою. 

ре-9.312; У,те48262; "/ 1889 г. 


31.20 | 


31.55 
31.40 
31.60 
3180 | 


Среднев 31.78 31.51 | 14.78 1.21 7.15 
к,«0.000054671, 
Кк. ««0.000054204. 


Таблица ХІХ. Олива сь 5.59/, параффина. 
ре-9.312: У,- 48262; "/, 1889 г. 


С | 





Р оно ні 
7.15 
31.80 7.15 


31.70 . 7.10 
3180 . 7.05 
31.75 31. . 7.05 
32 00 . . 7.15 





Ореднее 31.81 31.46 14.72 1711 7.16 
Кк, 7-0.000054960, 
к,-- 0.000054070. 


19 
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Таблица ХХ. Олива сь 6,99/, параффина. 
рі-9.298; Урч-4834; "7, 1889 г. 


по т 


тт. сб з 




















пе | 
т15 


та0 
та0 
1.05 
то 








Среднее 31.61 31.59 | 14.91 7.01 6.98 


і «-0.000054710, 
ве 0.000054866. 

Км,чо0.000054476 при 14775 С. 

Кожизниб.000054788 » 142910. 





8 64. Чтоби обсудять полученнке здісь результати, йе- 
обходимо теперь остановить вниманів на ожимаєжости бензола 
я параффина. Начнемь сь бензола. Йзученний милою бензоль 
биль получень мною изь химической лабораторій ШЙиператор- 
скаго Новороссійскаго университета, тд онт пожічень «Веп- 
291 КгувіаПівіграг, Сбешівспе Кабгік хоп Тгопейогії іп Ег- 
Мага»; отв биль безцввтньй и не дурпаго вапаха; Ф-- 0.8816 
при 189.2 С. Подь касосомь Саггб прекрасно кипіжь. Он» 
представляєть большой ннтересь при изслідованій по свосну 
непостоянству и чувствятельности кь способу сжатія ли рас- 
ширенія. Какь сейчась будеть видно изь таблаць, оказьваєтся, 
что его козффицієнт могуть прикимать довольно разнообраз- 
ння значенія, смотря по тому- -будеть-ли давленіє поднято бистро 
или медлеппо, будеть-ля оно спущено бистро яля медленно. 
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Таблица ХХІ. Бензож. 
ами У --50609; -ю 1888 г. 
Са і С, ї Та 


І; т, з.п. п, сі, 8 І 4, | | т. т. соб. . т. са. || Ли 


бо | а 


444 
43.8 
43.9 
43.0 
Средневе 43.72 42.50 | 14.77 ДГ 1.85 
кг .- 0.000075983, 
Кк, -- 0.000073398. 
Таблцз, ХХІ, Бензол». 
ре-9.328; У,зеа50609; 22/. , 1888 т. 





14.72 
14.71 
14.70 


Ореднее 4114 4042 14.72 1.67 | 1.71 
кг, -0.000070899, 
Кк, --0.000069310. 
Таблица ХХПІ. Бензол», 
2-9.322; У,«е50609; 22/.., 1888 г. 


14 | 
- (ть м, . емЮ. й Р (ш- т. пі, сиб. | 
і. 50 39.50 | 
41.00 40.30 . 7.80 





4130 | 39.50 | . 7.75 
4190 ! 40.00 . 7.15 
4100 | 39.80 | . 7.15 
40.90 | 39.80 ! . 7.80 





(реднее 4115 39.81 | 14.69 111 1.18 
Кк, е-0.000070753, 
к.-- 0.000067893. 


чі: ; 


-ї Я « ПОРУ М 
1 мів РР нн «аа а дз 2 ІЗ 


5 





- 
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Приведеннив вв зтихь трехь таблицахь  козффиціентн 
ниБють совершенно разння значенія; в таблиць ХХІ-ой данн 
числа по обикновенному способу установившагося состоянія дав- 
ленія; вь таблиці ХХІ -ой при бистром» увеличеній давленія н 
средней скорости ослаблекія его; вь таблиць Х.ХІ11-ей--при би- 
стромь увеличеній и мгновенном»ь ослабленій Йстинним» козф- 
фицієнтомь я считаю 


К«0.000074690, 


т. 6. среднев значенів ЮК, и К, таблици ХХІ-ой. 
Йнтересно сравнать полученння мною числа сь числами 
Атака ") и Фиїпоке 2): 
Фпіпоке Кк, «-0.00006252, 
Атака і, -- 0.00007362. 


Причем»ь относительно числа Атаса дояжно замтить. 
что вь немь мною сдблана поправка на растиреніо сосуда на 
основаній монхь опнтовр (табл. Х.ХІ-ая), такь какь Ашаєаї 
самь зтихь поправокь не вносить. Кго число есть кажущеєеся 
сжатіе 0.000090 при 169 С. кпри р-- 37.2 ати. Йзь сравненія 
приведеннихь чисель легко усмотрівть, что козффицієнтн  сжа- 
тія бензола значительно разнятся между собою; причина отого 
разногласія лежить, ввроятно, вв различій употребленнихь мето- 
дов, давленій и главнимь образом различнаго химическаго 
состава вещества. Уже у Фпіпске находиять, что козффицієнть 
сжимавмости бензола йзь бензойной кислоть 


Кеє0.00006610 при 169,78 С. 


0 65. Посмотрим» теперь, какому закону сжимаємости под- 
чиняются сибси двухь жидкостей. Вь 5 62 мь ташли, что 
одна часть оливи ст одною частью бензола имбеть 


Кз 0.00006450, 





1) Атіврай. Їос. сівб., р. 595. 
з) Фціпске, Їос. сів., р. 410. 
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з 6сля вичислить изь табл. ХПІ-ой. ХГУ-ой и ХХІ-ой, то 


К--0.00006548, 

т. в. они  отличаются между собою всего на 1.59/,. Отоюда 
приходимь кь заключенію, что три смтщшеній двужь оюидко- 
стей результирующая сжимаємость пропорилональна  сои- 
маємости составнькь частей. Зтоть внводь я провбриль 
еще сь другою сміВсью, состоявтей из» одной части масла и 
двухь частей бензола; (полученнов опнтноєв число вполнї с0- 
гласовалось сь вичисленнни». 

8 66. Проарачний и безцвівтний жидкій параффинь ки- 
пваь слабо подь насосоюь Саггб; Фз20.8602 при і--1177960.; 
сверху бнхь прилить "бензол. 


Таблица ХХІУ. Жидкій параффин». 
-93225 У-48255; МУ, 1889-х 





Среднев 36.06 35.69 | 14.76 223 7.29 
к,-0.000064090, 
К,о-0.000063134. 

Таблица ХХУ. Жидкій параффинт». 
ре«9.300; Йзе48255; У/, 18389 г. 


т, то. сир. 





Среднее 35.03 34.65 0| 14.92 1710 7.15 








- В 7 - . - че» г 
- ж 2 « - БА ,7 - . . "м . 7 то, З, .я 5 "4 
.. ми . - - ГРИ . - - « тк» го Ме - 1 , 
мтс п - У за Ж, Ж - са обу и ровом НИ чор й й -- 
іо ні, й - «. , 
' 
' . 


-« м, 
зоні бло 


Ф 
. .«, 
ПучисУ ДРУКУ "р 


- .-, 
- 


тоне т, .1 " 
зоб кдьГотрььноцй ЗСЙ .. 
- 


хо з, --озб'чь 
зво! МОДЬ, аль ой 
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к, - 0.000062237, 
к.-- 0.000061278, 
К--0.000062685 при і--149.34 С. 
9 67. Йнтересно теперь сопоставить опьтяня числа осжи- 
маємостя сиїси оливн сь параффином»ь сь вечисленними ни 
основаній закока пропорціональностя. Мн виділи, что вь 5 63 


Ь.Б9/, 6.99/, 
К--0.000054476 -20.000054738, 
а вичисленнне козффицівнтн на основаній 88 59 и 66 
К-з-0.000056619 Кає0.000056709, 


что даєть разницу вв 3.40/,-- 3.69/, й притоюмь вь обратную 
сторону противь внвода 5 65. 

9 68. Фтоть результать мні казался сомнительннит, воть 
почему я повториль дваждн опнитв со сивсями охивн и па- 
раффина, но, как» видно изь 5 63, результать осталоя тот»ь- 
же, а потому приходим кь заключенію, что по данньма сока- 
тіямь саставньтаь частей не вседа можно опредьлить ха- 
рактерь союатія результирующей смтьси. 

5 69. Рицинноє масло кипіфло хорошо подь насосом» 
Сатгб; д--0.9629 при і--182.6 С. око било взято й склада 


Таблица ХХУЇ. Рицяннов масло. 
ре-9.326; Уо-50618; "/,, 1898 г. 


сіл 


рРчЕнна чу 


т. пі. сці». 





Среднее 29.94 29.59 14.87 7.63 | 7.51 
к,2-0.000047261, 
к.--0.000046646. 
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Табхица ХХУПІ. Рицинноє масло. 
ре-9.326; У--50618; "/хи 1898 г. 





Среднее 30.17 29.99 1501 17.68 7.62 


і «-0.000047642, 
і, е-0.000047388, 
Ко-0.000047234 при г-- 149.94 С. 


Штулькерца года два казадь и лежало все время в лабора- 
торій; зто самоє масло изсяВбдоваль проф. ПШведовь при изу- 
ченій внутренняго его тренія. Сверху бнль прилить бен- 
золь для точности опитовь, бо безь него совершенно нфть 
возможности нзучать сжатів рициннаго масла; волідетвів его 
огромной вязкости, оно ціликомь оставтся на стінках» капил- 
ляра, а воздухь лишь токкою, неправильною струєю вриваєтся 
внутрь. Одннзь рядь изибфреній, пронзведенинхь вв таких усло- 
віях». даль коеффицієнть ожимавности 


ро 0.000058001, 


т. 6. на 18.59/, больше приведеннаго: 


8 70. Світянй и прозрачннй тресковий жирь при на- 
пояненій под насосом» не кипль; 4--0.925 при і--:180.3 6, 
Сверху прилита колонка бензол. 


а «ПСИ Я ьо - б |і іні ьо ьо іі ці і біб бі В ОМ Пт 
- 
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Таблица ХХУНІ. Тресковнй жир». 
ра-9.293; У--48261; 7, 1889 г. 


Сі | С, | С. Ми: їз 


ш.т,. сий. 





пі, зп. си. 





Среднее 31.12 30.90 | 14.83 122 71.22 


і е0.000053290, 
каз-0.000052799, 


Таблица ХХІХ. Тресковий жир». 
ре-9.298; У--48261: 23/, 1889 г. 


ПЛ С 
"б. гі. са. 
І 


7.00 7.00 
т.00 7.10 


7.15 7.20 
7.10 
7.15 
7.15 





Среднее 31.39 31.07 14.82 1.09 7.12 


к,-0.000054153, 
ее 0.000053373, 
Ке«0.000053404 при і-- 149.82 С. 
8 71. Льняноє масло, прозрачнов какь олива, при напол- 


неній не кипіло; аз, 928 при іш-220,5 С. Сверху прилита 
колонка бензола. 











іні чо пт о, чо 
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Таблшца ХХХ. Льняноє масло. 
ре-9.303; У«е48245; М/ 1889 г. 


со. б, 


пі. то. си. 





Среднее 30.62 30.21 14.78 714 7.11 
В, 220.000052315, 
ко 0.000051334, 
Кеае0.000051825 при га 140.78 С. 
Є 72. Сладков миндальнов масло низь Йталій при напол- 
неній не кипбло; Ф--0.914 при і--22".5 С. Сверху прилита 
кодонна бензог18. 


Таблица ХХХІ. Миндальнов сладков масло низь Италік. 
ре-9.312; У«-48244: 25/ 1889 г. 





Среднев 31.39 31.07 14.75 17.19 7.22 
кт: 0.000053868, 
Кк. --0.000053089, 
Ко-0.000053473 при 140.75 6, 





- Р скриційінть 0 ЗРУЧНО "0 ЗР о ай ПТН і СЮ 00 М 
Р 
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(уціоске дабть для миндальнаго масла сь поправкою на 
енкость сосуда 
Кк, 0.000056, 
ке 0.000053. 


8 13. Очень густой глицеринь при наподненій кипль; 
Фее1.3453 при і--169.5 С. ЄСверху діленій на 40 прихито 
дистихлированной водн. 


а безь поправки 


Таблица ХХХІ. Глицерян». 
ре. 9.328; У- 50613; З/п 1888 г. 











С, С :б. І? ба 
М т.шщ соб. "р 0 А ш.то сиБ 
18.10 18.10 15.00 Т.55 7.75 
18.00 18.00 -- 7.40 7.70 
18.00 18.00 -- 7.40 7.60 
18.00 18.10 -- 7.50 7.65 
18.10 18.00 -- 7.45 7.50 


Среднев 18.04 .18.04 15.00 | 746 7.64. 


і --0.000022410, 
і 0.000022028. 


Таблица ХХХИІ. Глицерянт. 
раз9.335; Уєе50613; 20/,, 1388 г. 


с | б, 0. "| То 
та. аб - тов 
1820 | 1т80 199 155 | 1.80 
1800 | 17.90 98 1765 | | 780 
1815 , 18.0 97 1.5» 1 7.60 
18.05 17.50 о 7.50 7.40 І 
17.95 18.15 м 7.30 7.10 
18.15 | | 18.15 - 160 | | тл5 
Среднеє 18.07 17.92 14,98 7.52 9.67 








Б є 0.000022329, 
і оз 0.000021694. 
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Таблица ХХХІУ. Ганцеринт. 
ра-9.338;  У--50613; 29/хп 1888 г. 


С, ' б, 


т.п, сиб. 





Среднее 18.07 17.82 0 14.18 143 7.52 


і ее 0.000022513, 
зе 0.0000211793. 


Откуда среднее значекніє 


К--0.000022128 при і--14992 С. 


Обозрініє зтихь чисель показнваєть, что кглицеринь по 


ожимаємости р'івзко отличаєтся оть органическихь мабель, нз- 
ожтвдованинхь до сяхь пор; мн встрічавмь коеффицівнть ожа- 


тія у Фпіпеоке 1). 
| і, --0.00002514. 


Оти два числа отличаются между бобою на 129/,, что 


составляєть веська зам'ітную разницу; такь какь веб мон чи- 
сла ни разу ке достигають значеній 0.0000226, то нужно ис- 
кать точки зтой разницн в» сявдующихь убловіяхь опнтовь 
монхь й Оціпске: 19 давленів у Фиіпоке равно 99.4--308.3 


ш.т., у меня 9.328 -- 9.338 ати. З9то предположенів мож- 


но подтвердить рядом» аналогичних»ь чисель; такь напримрь, 


для звира при 149 (0.--(ітавві сь одной сторони, а Ашайту 
еф РДевсагарв сь другой--дають сльдующія числа: 


) даїпеке. ІЇос сії. р. 406 и 408. 
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0.000140! 1.6 » 





Атака) пришель кь общему заключенію, что козффницівнть сжи- 
омавмости падаєть сь возрастанівм»ь давленія. Вифеть єь тім 
небезьинтересно будеть указать, что число (ціпске безь по- 
правки вполніВ согласуєтся сь моймь, именно 


ке 0.00002264. 


Тоже самов можно замітить и о миндальномь маюлі, си. 5 72. 
29, Вообще всегда можно ожидать ббльшаго несогласія при 
мало сжимающихся жидкостях; какь извівстно, тахішиш такого 
разногласія приходится на кооффицівнть сжимаємости ртути, 
которий по (Нгавві | 


Кі«0.00000295 при 09.С., 
а цо Фашіп, Ашацту ев Резсатря 
Ке«0.0000018" при 09.С. 


Коллоцди. 


5 75. Студневидная желатина приготовлялась изь сиївси 
подогрвтой до БО9С. води сь пластинками продажной желати- 
нь изь телячьихь ножек»; зтоть растворь бнль по концентра- 
цій 29/, и отфильтровань вь очень прозрачную жидкость, Фа 

1.0055 при і--189.2 0. При комнатной температурі он» обра- 
ощался вь студень, безь всякихь признаков» жидкаго состоянія. 
Во все время ннзелідованія, и много дней еще спустя, онь 
оставался вполиВ прозрачнни» й однороднимь безь признаков'ь 
колоній разжижающихь бактерій. Поверхь такой желатанн в'ь 
капиллярв стояла колонна дистиллированной водн. Наполненів 
півзометра било пройзведено какь обнкновенно, т, е. теплою 


ть 
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жидкостью и подь дійствіємь насоса Саттб. Студень бидь при- 
готовлень 4 январа 1889, з язелідовалоя 5 й "7 января, 
Здісь интересно прослідить постепеннов возрастаніє упругости 
со врешенем». 


Таблица Х.ХХУ. Студневидная желатина, 
ре-9.329;  Й«с-48236; /5/ 1889 г. 





ль по о ен а ри паю 


реднев 30.25 30.02 12.61 | 7411 7.04 


і о-0.000051423, 
кає 0.000051067. 


Таблица ХХЖХУІ. Студневидная желатика. 
рас 9.829; У--ь48235; У/ 1889 г. 














УЛАС "о їв 
т. сцф. пи си. 
9980 | 29.60 12.66 7.05 1700 
29.85 | 29.60 19.66 | 7.05 1.05 
99.50 | 2940 12.67 і 710 7.10 
9940 | 2920 | | 1968 | т.05 тло 
2930 | 2990 | - і Т15 , 0 ТАБ 
2900 | 290! -- 115 | | тл0 


Среднев 29.47 29.33 12.67 | 1.09 1.08 


Кк «-0.0000491735, 
оз 0.000049446. 
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Таблица ХХХУП. Студневидная желатина. 
ре-9.335 Уе«48234; 7/ 1889 г. 


|За 


. ш.щ.осчі. 





Среднее 28.89 28.87 11.67 7.08 1.02 


Е --0.000048443, 
Ез--0.000048532. 


Вслїдствів кепостолиства сжимаємости студенистой жела- 
тинь нужно остановиться на посяївдней таблиці ХХХУП-ої, 
такь какь вр ней рядн чисель (, и С, отличаются ббльшимь 
постоянствомь. Поевтому, коеффацієнтомь сжимаємости 29/, же- 
латянн будень счятать 


К--0.000048488 при 112.67 С. 


дтоть козффицівнть весьма близокь кт козффицівнту сжи- 
маємости чистой водн, си. табл. ХІІ; изь сравненія чксеть за- 
ключаєм, что обьемная упругость студенистой желатинн меньше, 
обьсмной упругости чистой водн, я что она растеть со временемь 

8 16. Нестуденистая шжелатика приготовлялась ахВдую- 
щимь образом». Я бросаль вь кипящую воду разь в'ь де- 
сять больше шжелатинн, чіизь вь предридущем»ь случав, Я 
продолжаль кяпаченів около часу, затвмь фильтроваль ев в» 
горяченмь состояній и кь охлажденной жидкости прибавляь 
немного концентрированной азотной кислотні, послі чего 9ту 
сиївсь вновь долго кипятиль. Послі вторичнаго фильтрованія я 
получиль совершенно прозрачную жидкость, столь-же удобопод- 
вижную, как» чистаа вода; она не обращалась вт» єтудень Еб 
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только при коннатной температурі, во даже и при значитель- 
ною охлажденій до 29С. Предоставленная себі самої, зта жо- 
хатина отличалась большою устойчивостью: дона не язифнялась 
ни по прозрачности, ня по запаху, ни по вязкости й не обна- 
руживала никакихь признаковь разложенія. Наблюденія, произ- 
веденння сь зтрю жидкостью, не показали возрастанія упру- 
тости со временем»ь: козффицівнть сжимавмости оставался  по- 
стояннни» я по абсолютной величинф биль меньше ДИСТИЛ- 
ікрованной води. Плотность Ф--1.0529 при і-- 140.8 С. 


Таблица ХХХУПІ. Нестуденистая желатина, 
ре- 9322; Узт-48270; "/ 1889 г. 





19.19 7.00 7.00 
19.15 тло | | тло 

19.15 тло 7.10 

1915 ! 700 17.00 

1216 |  т10 | | тл0 

12.17 110 | | 7.0 

Ореднев 26.97 26.98 12.15 1791 71.01 

ве: 0.000044225, 


і «-0.000044247. 


Таблица ХХХІХ. Нестуденистая желатина. 
рає9.317; У-з482170; 19; 1889 г. 


| ої їз 


пі. пі. саб. 


Т.О 7.10 
7.15 7.00 


7.00 7.00 
7.09 

1.10 |. 

110 | 


Ореднев 27.05 27.05 | 12.21 7.06 7.05 
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:770,.000044449, 
в, е«0.000044427, 
Ке-0.00004433"1 при і2--1202.18 6. 


6 Т7. Канадскій бальзамь бнль взять продажньй в ви- 
ді густой прозрачной массн; я его разбавиль чистив бензо- 
ломь (си. 5 64) до такой степени, что он по вязкости под- 
ходиль кь олив; растворь бнль вполяв прозрачннй и чистий, 

-е0.9500 при і-е1590.; при наподненій онь хорошо кипігь 
вь піезометрів. Сверху бнагь прилить чистий бензол». 


Таблица, ХПІ. Какадскій бальзан». 
ре-9.331; У«-Б0611; /,, 1898 г. 





Среднее 35.17 3440 0 14.88 1.58 7.8Ь 
і, --0.000058422, 
В.ее0.000056220. 


Таблица ХІІ. Канадекій бальзам». 
ра-:9.331; У»зеб0611; "/,п 1888 г. 





го. 1 Ха 
ПАН р , то. та, си 
96 | тт | 790 
14.95 715 | 185 
1492 765 | | 780 
14.93 755 | 780 
14.90 760 | | т80 
14.90 715 | 785 





Среднее 35.10 34.33 14.93 | 71.68.84 7.83 
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Кк  2-0.000058062, 
к.е 0.000056114, 
К--0.000057205 при 140.90 С. 


Вь посявднихь двухь таблицахь зам'Вчаємь значительную 
разницу между коеффицієнтани К, и К,; ве нужно приписать 
бензолу. которий обладаєть втимь свойствомь вь внсокой иб- 
рв, какь било показано вь 5 64. Крок того, сюдв-же случай- 
но присовдинилась я ббльшая, єравнительно сь обнкновен- 


ной, разинца значеній у, й ї,. Очевидно, єбхи взять ен 


таблиць ХІП-ой и ХІ.І-ой, то 9ти разности можно уменьшить; 
но доститаємь того-же, взявь среднеє зкаченів К веїхь чети- 
рехь козффиціентов». 

8 78. Коллодіумь я получиль изь химической лаборато- 
ри Йхиператорекаго Новороссійскаго университета подь мЕткою 
«СоПодіш диріех. Єретпізспе Кабгік уоп "Тгоптазйогії іп Кг- 
ті». На видь он отличался большою прозрачностью и значи- 
теольною вязкостью. ШПри пополненій онь хорото капбль вь 
пієзометрі; сверху вть киапиллярв находился чистий сбрний 
звирь; Ф--0.8075 при і-- 159 6. 


Таблица ХІПІ. Коллодіум». 
ра«9.318; Уза50607; 29. п 1888 г. 


шт. т. си, 


52.90 
52.60 
52.60 
52.70 
52.90 
52.90 


Среднев 53.30 52.16 1487 | 1.51 745. 


к, --0.000097104, 
і, --0.000096086. 
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» 
Таблица ХІЇП. Колходіум». 
ре-9.332; У«-Б0607; 2, 1888 г. 





Среднев 54.33 53.63 | 14.82 1.61 | 7.53 


к,--0.000098928, 
в.--0.000097615, 
Ко--0.000097433 при і--142.85 С. 


8 79. Гуими аравійсков взято вь виді чистих», проз- 
разнихь крупинокь желтоватаго цвб8та; изь нихь приготовлень 


-тустой водпнй растворь я разбавлень водою до желаємой плот- 


ности 1), послі чего отфильтровань; Ф--1.0414 при /-- 1490. 
Сверху прилита чистая вода. Шіевзометрь каполнень при ки- 
пЗкім. | 


Таблиць ХОТУ. Гумни аравійсков. 
ре-9.328; У--.48249; 2/ 1889 г. 





Среднее 27.14 27.11 1484 7.02 4| 71.09 


1) Капдї, Їос. сів. р. 126. 
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і --0.000044705, 
і, --0.000044489, 
К--0.000044593. 


ПІ. (оли. 


9 80. Изь растворовь солей я изслідоваль только жид- 
ков стекло (Хабгоптаввегсіає) и концентрированнье растворн 
головнаго сахара и нетафосфорной кислот, такь какь я на- 
шель у бтавві !) остальння изь нитересующихь мена чиселт, 

8 81. Метафосфорную кислоту я получяль йз» хинической 
лабораторій з университета в» формі стекловидних»ь палочекь; 
нзь них» я приготовил»ь очень концентрированний водний ра- 
створь, приблизительно вь 120 граммовь кислотн на 50 с. ш. 
сіб. води. Сверху раствора вь капижхлярь бнла прилята ди- 
стилянрованная вода; 4--1.5454 при і--139.5 0. При на- 
цолненій жидкость хорошо кипіла в» півзометрі, 


Таблица ХІУ. Метафосфорная кислота, 
ре-9.335; У«-48231; 8/, 1889 г. 


1458 
14.56 


14.55 
14.54 
14.50 
14.50 





Средное 16.07 15.75 14.54 6.98 3.07 


і «-0.000020190, 
к,--0.000019279, 


7) Отавві, Їос. сів. р. 478. 


а «й 
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Таблица ХІПУЇ. Метафосфорная кислота, 
ре-9.335; У--48236; У, 1889 г. 


"ОЇ За 


ів. ш. си. 





Среднее 16.03 15.77 14.82 | 7.02 7.14 - 
в, -0.000020010, | 
Кк, -0.000019166, 
К--0.000019663 при 142.68 С. 


9 82. Жидков стекло (Жайгоптуавзетсїав) било пріобріте- 
но изь Центральнаго склада Одесскихь аптекарей; оно бно 
темнаго желтобурато цвбіта; послі фильтрованія оно стало Ввпол- 
нив прозрачнимь, хотя и сохранило характерний цвбть нспак- 
скихь вин». Вязкость его велика; при наполненій кипбло; свер- 
ху бнла прилита вода; 4--1.3455 при і«е140.5С. 


Таблица ХГУТІ. Жидков стекло. 
ре-9.320; У--48245; "/,п 1888 г. 





Среднее 18.55 18.45 14.64 | 7.00 7.06 











ОМЕХАНИЧЕСКИХ»Ь СВОЙСТВАХ'Ь МАСЕЛ'Ь И КОЛЛОЙДОВЬ. 291 


ів «-0.000025687, 
 ве-0.000025331, 
Кез0.000025509. 


Таблица ХГУПІ. Жидков стекло. 
ре-9.325; Ууч48245; М, 1889 т. 





Среднев 18.63 18.65 | 12.02 7.06 7.00 
к,- 0.000025718, 
- К,еє0.000025895, 
Кое«0.000025806. 


С 83. Концентрированний растворь сахара бнл'ь настолько 
насьщен, что черезь в'Бкоторов время по пряготовленія его обра- 
зовались кристалли; при наполненій он хоропо кип'ль вт півзо- 
петої; сверху била прилита вода. Ф«-1.3504 при і2е13.5"6, 


Таблица ХІІХ. Концентрированньй растворь сахара. 
ре-9.331; Уро 48241; "/ 1889 г. 





Средиее 16.42 16.29 1480 | 6.98 6.98 
| єє0.000020971, 
і --0.000020683, 
Коз0.000020827. 
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С 84. Раньше чіжь собрать разрозненния числа приве- 
денинхь таблиць в» одну, интересно остановиться на оцінкі 
методн «аштіп'а и полученнихь мною чисель; исходною точкою 
вя жогуть служить отсчетн С, я С, 1, и Та, которуми обу- 
словливаєтся какь кажущаяся, такь и дійствительная осжимає- 
ость жидкаго тіла. 


Прежде вевго ми обратимь вниманіє на показанія у, Ж "Т, 
поправочной трубки, которня внчитаются изь показаній С, й 
С, капихляра шівзометра. Отобравь 12 ереднихь значеній у, ї 
(а Характеризующихь измЕняємость викости піевзометра А, Я 
25  подобнихв-же значеній , й їз, характеризующихь йз- 
уйнявкость піезометра В. я нахожу, что зти величин колеб- 


лютея около н'івкоторой постоянной, пред'вльння значенія которої : 


достягають 59/, Я 790: какь показано вв прилагаємой таб- 
зиці. 








Таблица 1. 
піезометрь | о, |Шпіезометрь | о 
| 4 || в |/е 
7 | 7.613 | 5.3 1.059 1 7.0 
їз 1.668 1 5.0 1.016 | 6.0. 
Среднев || 7.640 1.068 


Бсоли кв полученнимь числам присоединить среднія зна: 
ченія обвемовь Й, я У, й давленій р, то легко получить аб- 
солютнов значенів постоянной 0, характеризующей изм'рняємость 
ежкости піезометра. При отомь собствіфтетвенно уже введеннниг 
обозначеніяиь К, я А, казовень черезь 9, козффицівнть расши- 
ряемости півзометра, а черезь 6,---козффицієнть его сжимаєно- 
сти. Таким образом находимь: 





7 р чиечамни ициьниднианиань одоаніьс К 1 
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- Таблица 1. 


ціезометрь піезометрь 
| 4 | В 


т --ОЯ Б о с 


:0.000016126  0.000015709 
0.000016243  0.000015746 

















Среднее 0.000016154 0.080015723 


Послявдняя таблица показнваєть: 
1) Что во вевхв случаяхь можно єчитать й,с-0, для 
одного й того-же піезометра. 


29, Что среднее значенів козффицівнта изм'вняємости вм- 
кости 6 пієзометра 4 отлично оть соств'ітетвеннаго козффи- 
цієнта півзометра В на 2.2, хотя они изготовленн изь од- 
ного и того-же стекла. 


99, Что абсолютноє значенів 86 по своєй величин тако- 
мю-же порядка, какь и опредфляємьі козфірицівнть сжимавмо- 
ста жидкости, всл'ідствів чего ошибки при опреділеній козф- 
фицієнта б не могуть не отзнваться на козффиціентіь ЕК. Легко 
вічиолить, каково будеть влієніє предільнихь отибокт, пред- 
ставленнихь вь "» вь таблиці І-ої, в» случаї опредбленія ко- 
зффицієнта сильно и слабо сжимающихся жидкостей. Сдізавь 
подобний расчеть относительно коллодіума (см. 5 78-ой) и 
хетафосфорной кислоти (см. 8 81-ьй), я нашоть для двухь 
предльннхь значеній |, Її, И одного и того-же значенія С, 
т. 6. для двухь нанболве неблагопріятньхь блучаєвь, с268- у 
дующія ошибки. 





Боллодіунь | 
Вовиожная ошибка. .... 1.09/, 27/ --38.1"/ 


Дійствительная ошибка..| | 0.3"/, |, 1.09/, 


гм Г. ДЕ-МЕТЦЬ. 


Приведенння числа вполиї оправдивиють вибор методн. 
Стонть только сділать подобнов расчисленів для опьтовт 
Фціпоке ") сь алкоголень и глицериномт, лолагая одинаково 
возможнний всв четюре поправки, указанння на стр. 44-ой, что- 
бв судять о недостаткахь го методв. Его отибки  колеб- 
люте. 


Алкоголь... .. 0.139/, -- 1.89/, 


Ганцеринь.....| 1.7 -- 64 





5 85. Что кабаєтся оцінки отибокь при опредібленін ве- 
личинь. С, я (,, то можно сказать лить одяо, что все заля- 
сить оть природи жидкостя. Вода, напримбрь, даєть прекрас- 
нье я сходнне ряд, а бензоль нхь не даєть, не смотря на то. 
что надь ними производятся одні и ті-же операцін; схбдова- 
тельно, вообще характерь етихь опінйбокт боліе систематическій. 
чім случайнній, хотя вь рядахь С, я (, различнихь жидкостей 
не трудно иногда усмотріть колебанія до 29/, м даже до 39/,. 
Интересно еще обратить впинапів на одну особенность колони» 
С, в С,, а ниспно, что он сходятся вь яовлючительнихь 
случаяхь, вообще-же Є, 220, и вь рідкихь случаяхь биваєть 
обратнов. 

8 Я6. Теперь остаєтся только свести всі полученння чи- 
зла вь общую таблицу, которая и послужить нсходною точ- 
кою дальнійшихь заключеній о свойствахь, Двойнаго преломле- 
нія во вращающихся жидкостяхь. Причень приводимне козффи- 
цівнти ожатія будуть соотвітотвовать тім, которне мм 0бо3- 
2 їь. 

2 

Вев упоминавиня мною плотности « опреділенн помощью 

звсовь Мойг'я я отнесенн кь водв пря 159 0. 


яачали черезь Ко- 





1) даіпсіке, Їос. сів, р. 408--409, 
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Таблица РІЇ. Когффицієнти сжимаємостя, 


о | Названів вещества. | К. 


й 4 
Пачатя за п - ото го4Л7О ЛОЖЕ жор, пит 




















1 | Рицинноє масло.......-...-е- | омобоочтоз 14.94 
2 | Льняноє масло......-.------ , 0.000051825 | 14.78 





















Ї Группа 3 | Тресковий жирь..----. ни і 0.000053404 | 4 14.82 
41, Миндальноє масло....-..-.-.-.. | 0:000053473 | | 14.75 
насе. 5 | Озива сь 5.5"/, шараффина....! 0.000054476| 14.75 
6 | Олива сь 6.9 параффина...-.. 0.000054788 | 14.91 
7 | Олива.......-ннннн 0.000056266 | | 14.78 
8 | Олива (1 ч.) сьбензоломь (1).. 0.000064496| | 14.77 
9 | Келатина нестуденистая....-. " о000044337 12.18 
10 | Гумми аравійсков.. 4... --- 0.000044593 | 1484 

П. Группа пори | 
11 | Желатина студенистая........ 0.000043488| | 11.67 

Бодлондов» т 
19 | Кацадскій бальзамь.. ..-.----. 0.000057205 14.90 
13 Колзодіумь анна ння , 0.000097433 | 1485 
ШІ, Груп | | Параффинь жидкій.щ..3333: омю0062685 | 1484 
15 | Бензодь. нн о.00о0т4690 | | 14.77 
па безьдв | Ви М ПД 
прежомл. | 16. ода омооюочтева 19.60 
І7 | Ганцеринь ПУ 0.000022128 | 14.92 

че р нні що о що --оя - Р 
18  Метафосфорная | кислота...... 0.С00019663 | | 14.68 
19 | Растворь сахара....--- -.-- 0.000020827 | 14.80 
20 | Жидвоє стекло 1.1 0.000025509 | | 14.64 
дня Мито рр - ПО 
211, 5 шівзометрь А........  0.000016184 | | 14.75 
Стекло 

92: ! піезометрт В........ 0.00ю0І5тоя | 14.57 


Приведенине козффицієнти до Хе 13 включительно при- 
надлежать жидкостямь. обладающям»ь двойнимь преломленіємь 
Кипіїа, а оть 2 14 до конца сл8дують жидкости безь двой- 
наго преломленія Кипдба. Йзь сопоставленія чисель усматри- 
вави ь слвдующіе предбам колебаній кооффицієнтовь сжимавмости. 


І. Вь групи масель оть 0.000047234 до 0.000064496 





-МЕТЦЬ. 


0.000044337 » 0.000097433 
0.000019663 » 0.0001340007 


саюченіє. 


жно резюнировать слвдующимь об- 


зя Затіп'оюь сь опитною поправ- 
цаєть "болбе строгіе я точине ре- 
метода сь теоретическою поправ- 
превнтають 19/,--29/,. 
козффицієнть сжимаємости жидко- 
ї ЕК, оть козффицієнтовь растире 
Я Кз. Дуля большинства жидкостей 
сти приляснваю возможному нзиб- 
произведеннне мною сь миндаль- 
хаффиномь, оливою сь 6.99/, ше 
тераффина и чистою оливою, показа 
ь капихллярв С на 1 діхенів со- 
нцератури на. 0.0290. -- 0.0390. 
іт9 ни вр одной зв таблиць 10- 
ають разности вв 1 шо. ті. спб.. 
гораздо ближе, зтя разиости мож- 
ператури приблязительно з 0.019С. 
1), произведеннне сь водою, впол- 
Еніє; воть почему я считаю козф- 
сжинавмостя К 2. 
2 

дкостей дають весьма расходящіяся 
кимаєности; кь ихь числу сдбдуєть 


неє между числами Сгавзі и Апавигу с! 
ости зенра. 
м. 
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отнести бензоль 8 64 и студневидную желатину 6 75. Вен- 
зодь ифняєть свой козффицівнть в» завасимости оть способа 
вто опреділенія; а желатина--оть времени. 

19, Сопоставивь козффицієнтн посявдней таблиць сь он- 
таческям» зффектомь Кипдба (5 19), нельзв найти между ними 
никакого прямаго состношенія, я такимть образожь нельзя свя- 
зать оптическій зффекть Кипдба сь обремною упругостью йз- 


сівдованинхь тіл», 


"лава ТУ. 


го лучепреломленія вь жидкостяхь. 


теперь вкратці изложиять ту теорію 
вь жидкихь тілах, которую пред- 
:") по поводу откритаго ям явленія. 
твдованій служать гидродянамическія 
2), которня отлячаются оть общепри- 
яхь взанмодфйствів двухвь сосвднихь 
івтся направленнниь не по норизлв 
я что давленів передаєтся неодянако- 
введенівжь понятія о касательной ся- 
я (бапаепбіаї Когое, бапеепіїві асбіоп). 
я визванн необходимостью обвяснять 
ь окольженів одной части жидкости 
цкостя вдоль твердой стіни, сколь- 
другой физически различной и т. 4. 
г сидн вь уравненія гидродиномикя 
Збокев'у; они одновременно и неза- 
указали вь свойхь мемуаракь ка 
5 вопросов». 
травненій слбдующій: 
7--119. 
місої алі Різузісаі рарегя, Сапоігійде, 1880, 


ритегепіівідівісодеп. Вгаапвой зувід, 1882. 
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іар Фи ши оц и ли , и 
чну, СР нм 
р ах її асо ду РИ рі а? ГРОМ і 2 





1др оо цію оо з 1 прак 

орі мен) орав (1) 
о ду йо асо у | ГРИ ах? 

1ар фо шо оф р ад у : | 

ПІВ в нний 

р г РТ 4х у а фа ду" ай фа? 





Вь нихь входять величини Х, Ї, Й и. 9. м; р,ри у, 
Х, ТУ, 2 суть вслагающія внішнихь ускоряющихь бяль по 
осякь координать 2. у. 2; м, 9. 10---лагающія скоростей по 
триз-же осямь 2, у, 2; р--давленів, р--плотность, т---козф- 
фицівнть внутренняго тренія жидкости, движеніє которой  изу- 
чается. Считая плотность р и козффаціенть внутренняго тренія 
т постоянннин, насчитиваємь вт» зтихь трехь  уравненіяхь 
всего четкре неязвівстянхь ц, с.,10 и р, волідствів чего кь 
систем приведенянхь трехь уравненій нужно  присовдинить 
еще одно---четвертов-- в фориб: 


ди ас а 
ур Прі Про 2 


котороє служить вкраженіви» того понятія., что внутри жидко- 
стя нбть ни образованія, ни уничтоженія маєсн, я которое ка- 
зивають уравненіємь непрернвности. 

Зіокеє разсматриваєть ур. (1) и ур. (2) какь общія урав- 
ненія движенія жидкости в» трубахь й каналахь и єчитаєть 
возможиьи» опредблить изь нихь зффекть тренія при движе- 
ній воли и придивов». 

9 89. Шрилагая свой уравненія кт» йзученію разнаго ро- 
де вопросовь, Зі0Кке8з между прочимь разсиатриваєть  случай 
движенія жидкости между двумя концентрическими цилиндрами, 
какь вь опнтахь профессора Кипді'а и моих». В'ь зтой зада- 
45 общія уравнекнія значительно упрощаются тив, что их» 
ножно виразить в» поларннихь координатахь й разсматривать 





Г. ДЕЗМЕТЦР. 


женів только одного слоя вт плоскостя ду, опустявь син 
їасть обусловляваємато ями давтенія. Я не буду утруждать 
манія читателя переділками, котермя основнваются на прави- 
ь зам'бни однихь перемінинхь другими, а представлю нс- 
ов диффервнціальноє уравненів движенія жидкаго слоя вь 
нчательномь виді: . 


с411С0 40, з 


разборі єго и останавливаєтся Зіокев 1). Вь нень й єсть 
іствительная скорость движенія жидкой частиць на разстоя- 
т оть оси вращенія, а г и 0 суть нолярння координати, 


з что 
цез--д8іп0, т 
9 са дсозб. а 


івненів (3) легко прошнтегрировать, положивь 


у У 


фе ; 
граль его ввразится вь форив: 


пебною, є 


чень С и (" суть дві пронзвольння постояннна, введенаня 
лі нитегрированія. Йхь можно легко опредблить язь убл0- 
опнта. Назовежь черезь а--радіусь внутренняго цихниндра, 
герезь  -- вивіняго; кромі того, пусть окорость двяженія 
цкой частицн у подвижнаго цилиндра будеть 4,, а окорость 
теподвижнаго--4а. Тогда очевидно 
(Ліц С са з 
С Ф 

(Ліві Рено - 


1) Віокев. Їос сій, р. 109. 
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Но екорость д,2- 0, шотому что жидкій слой, прилегающій кь 
неподвижному вифійнему цилиндру, остаєтся вь покобв. Разрб- 
тивь ур. (7) относительно С и Є", находимь ввраженів ур. 
(6) вь функція оть постоянньхь прибора а, 6 и скоростя вра- 
Щевія д,, именно: 


де п). о 


Побліднеє уравненів проф. Киїойі кладеть в'ь основаніє своей 
творій двойнаго лучепреломленія во вращающихся жидкостяхт. 


8 90, Велідетвів различнихь угловнхь скоростей, с ко- 
торюуми движутся жидкія частици вдоль радіуса у, получаєтся 
касательнов кь нему натяженіє (Зереегепів Кгаїі, Зівагіпє 
вігез8) вь каждомь злементарномь обьемф. Кипаії полагаєть, 
что оно должно бить по величині пропорціонально внражевнію 


іо 4 , 
Р: 2 


/ 
и козффицієнту внутреннаго тренія 7. Подь вліянідмь каса- 


тельнаго натяженія вв злементарномь обьем развиваєтся в» 
одномь направженій шшахішит рабширенія, 4 по взанмно- 
перпевдикулярному--пахішит сжатія; направленів расширенія 
или сжатія должно ділать уголь вь 459 сь радіусомь. В» 
отомь распредівленій натяженій Кипдй усматряваєть истинную 
причину двойнаго лучепреломленія и приходить кь слвдующимь 
двумь заключеніям». 

19. «Оси двойнаго зучепреломленія,--т. е. направленія ко- 
лебаній обонхь лучей, ка которня разлагаєтся лучь, ндущій 
паралельно оси циливдров», -- совпадають єв направленілми 
шахішищ'а сжатія й шахішиш'а растиренія. Оба направле- 
нія свФтовнихь колебаній составляють повсюду в» пилиндриче- 
скоюь жидкомь кольці уголь в» 459 сь радіусомь вь разска- 
тривавномь мств». 
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29. «Во всякомь мств вращающейся жидкости проявляю- 
щевся двойнов лучепреломленів пропорціонально 


фд 4 || да, 5? 
з ке С0) 


т 
Правая сторона етого вюраженія опредіфлена из уравненія (8). 
Посліднее уравненіє можно еще представить в» фориб: 


Гру рн С (1) 
пай "8? 

о которой я говориль вь 5 40; зд'сь по прежнему Д єсть 
разноєть хода между обнкновоннни» и необнкновенннмь луча- 
ми, А жкожитель пропорціональности, а Й є- д,. Отсюда ке 
трудно ввести основяне законв явленія Кипдба, 

19, Разность хода Д должна бить пропорціональна скоро- 
сти вращенія У; зто слідствів подтверждено опнтами 58 30, 
31 и 32. 

29, Разность хода  Д обратно  пропорціональна разности 
квадратовь 02--а? радіусовь вибшлняго й внутренняго; на ос- 
нованій изибреній сь двумя вифтніми цихиндрами (си. 85 41) 
я не замівтиль столь різкаго изм'ленія велячинн Д. 

90. Разность хода Д непрерввно падаєть оть центра кь 
переферій; мов заж'чанів 5 28 находится вь противорбчін сь 
ЗТИМЬ виводом, хотя ихь можно согласить ка оєнованій со- 
ображеній, внеказаннихь вт 5 40). 

49, Разность хода ДА можеть бить положительною и отри- 
цательною, смотря по знаку скорости движенія Й: зто схід- 
ствів подтверждаєтся тіиз, что полоса компенсатора з некрив- 
ляєтся вв сторону движонія, а отклоненіє полоси вліво и 
вправо характеризуєть подожительноє и отрицательнов двойнос 
лучепреломленів, 

59, Разность хода Д пропорціональна  ковффицієнту вну- 
тренняго тренія п. дто заключеніє противорічить опнтамь Кипаб'а 
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я нониь 5 32, 39, если его примбнить кт различнни» жид- 
костямь; оно, однако, приложимо кь одной я той-же жидкоєти, 
но не вв формі простой пронорціональности, как показано в» 


5 37. 3". 
Заключеніе. 


Резюмируя всє виптесказаннов относительно творій двой- 
наго преломленія, приходимь кь слЬьдующимь виводамт: 
19, Требованів, по которому оси свбтоввх»ь колебаній долж- 
нь боставлять уголь вь 450 сь касательною кь радіусу, не 
доказано, а опнти самого проф. Кипдї'а, произведенине ст кол- 
лодіумомь и гумми аравійскимь, противорічать вму. 

29. Двойнос преломлевів Д разнихь жидкостей, какь до- | 
казано олитами 6 31, не зависить оть внутренняго тренія 7, 
й повтому множитель т, пмбіеть значенів лять для жидкостей, 
дающихь оптическій зффекть. Китаї ве показнваєть, как» 
можно бнло-бн связать ур. (11) сь возазрвніямя МахувейГа на 
природу внутренняго тренія тіль (ск. 8 14 и 8 19), 

390. Самов слабов місто предлагаємой теорій несомивнио 
том, гдф она не можеть обтяснить, почему одні жидкости дають 
оптическій зффекть, а другія--ябть. : 





Приведеннихь заж'чаній вполяв достаточно, чтобн  у65- 
диться в слабостя  предложенной творія и чтобн показать, 
что путь дальнійшихь стеоретическихь изсябдованій должень 
бьеть направлень не вт сторону изученія уравненій гидродина- 
иунки, но ва развитіє идеи физическаго стровнія жидкаго тіла. 
Прежде чіиь вновь отвічать ка затронутнй зд'Всь вопрос, нуж- 
но бобрать опнтнний матеріаль по вопросу о сботноштеній меж- 
ду козффицівнтомь т, твердоєстью Є и временемь разслабленія 
Т., и тогда, бить можеть, будеть найдено вірнов рішеніе задачи. 
Ми" кажется, что обнаруженноє проф. Кипадї'омь двойное пре- 
ломленіє вь маслахь и коллондахь обусловляваєтся, всли ке 


лото Пт У 
а - ж 
наве жо 

зржеа 

Б 


б 


п М хо і 


ви о". 
«ія аг 


У 


7 о 
--Те у 

ча на А 

- гає Лія 


» ТТ 


ПР НЬОЇ 
МТ З РУ 
"и, -с.о 


" р и ДЛ - 
р о 
мч, ооо ко 


Фо 
ко 
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иоключительно, то вт сильной мірі, присутствіємь тверднх» 
органическихь частиць, которня внзнвають его деформаціею 
своего растяженія. В'Вдь вт» самомь ділі, огромное большинство 
органических» тканей обладаєть способностью двоякопреломлять 
світовне лучи; стойть вспомкять только тердую желатину, 
которая при самнхь ничтожннх»ь натяженіяхь даєть зам'фтнов 
Двойное дучепреломленів. 
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. Том. 


НАБУДАР 
ревкриснрур з 
СІВ ВАВ 


Записки математическаго отділенія: 


«Томь І. 
Том ПП. А. Старковз. Обіцій питограль уравненія сь частньтми пропз- 


вОдньми ю-го порядка вила раї... раю шеФ(ф.5....ф.о) ФФУ... о). 
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Стр. 
В. Циммермань. 0 разложеній вт» непрермвную дробь функ 
цій, опрехланеной дифференціальньмь уравненівмь 
вида моз чим Ру Фа і) гБ М, У РИ 0 -- 


цьяня раціональння функція .................. 1 
У. Сіштогтав. Зиг Іе дбувіорретіопі еп Ігасіїоп сопіїно Ф'иое 
Ловеног диї сві фбівгівіпбе раг Рбдцайїоп дійвгепбівіїє 


МО муру Фо, М, М, Р, 9 бівпі дев роїїпбиев епіівтв. 
А. Вбаткобїі. ТЬбогів Фев бдпайопа ебпбгаївв..............4-- 143. 


И. Слещинокій. 0 осходимости непрермвньхь дробеї...... 201 
3. ВівсВіпевКку. Заг Іа сопуегрепсе дез Ігасіїопв сопбіпиез. 


- 








0 разложеній вь непрернаную дробь фунеція, опредзаяєной дифое- 
ОеЄЦіАЛьннимь уравненісиь вида мо муч Руз-рОд--о, Щі М, 
М, РОБ 0 -- ДЗЛна раціональнья функцій. 


Владиміра Циммермана. 


Заг Ів ібхеїоррешепі еп Їгасііоп сопбіпице д'апв іопсбіоп аші езі дбіегшіпбе рог 


4 
Гбдивіїоп ОНегепіієЙе МОЗ МуньРуз--Фоз0, М, М, Р, Ф бівпі дев роїупд- 
шев епіівг8, раг М. Діттеттая. 





Вь 4опгпа! 4. Маїббт. Т. І, 4-е звбгів 1855 года по- 
чвщенк жемуарь Гакдцоггв'а подь заглавіви»: «дбиг Іа гвдцс- 
йоп вп Їгасфіоп8 сопбіпоез Фф'ипе Їопсбіді дні забіявлії й попе 
Здиайоп дійбгепбієйв Ппбаїге ди ргешівг огдге допі Їв8 сові- 
Псієрів 8опі габіоплеїя», Предметь мемуара., как» показнваєть 
заглавів,--разложенів вь непрернвную дробь функцій, удовле- 
творающей линейному дифференціальному уравненію перваго по- 
рядка сь раціональними козффиціентами. 

Названний мемуарь содержить доказательства формуль 


0 (да-- 9 т в ТО 


п--1 





0 
очи че ) о 9 


на Воторихь основайь самнй способь ІГасцегге'а. Зтв доказа- 
тельства изложенн неполно, что ділаєть их» недостаточно убб- 
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дительнний. Вь настоящемь труді я изб'гнуль зтого недобтат- 
ка помощью прієма, которнй вмісті сь тбиь способствуєть и 
кь распространенію метота Іаспетте'я, 

Именно Гаєпетге ограничиваєтся тімь случаємь, когда 
функція, опредбляємая линейнимь дифференціальнимь уравне- 
нівмь перваго порядка сь цільними раціональними козффиціен- 
тами, разлагаєтся вь рядь по нисходящимь степенямь  пере- 
хінной независимой. Употребленний | мною пріємь даєть воз- 
можность приложить методь Гакшеггв'а кь болів общему урав- 
ненію 


моч Му-р Ру"-нО--0, 


гав М, У, Р О0--ціаня раціональння функцій г, не огра- 
личиваясь при 9томь тіиь только случаєм»ь, кода 79 разлагаєт- 
ся вь рядь по кисходящим»ь степенямь 2; я разсматриваю какь 
ототь случай, такь й тоть, коїда у разла:аєтся вв рядь по 
восходящимь степенамь х. Всо зто составляєть предметь пер- 
внхь двухт параграфовь моєй статья. В» третьекь параграф'Б 
разсматриваются частин случай, вь которнхь я старался, по 
возможности, обстоятельно указать, какимь образом дифферен 
ціальння уравненія для числителей и знаменателей подходя- 
щихь дробей могуть служить кь ріетенію вопроса 0 сходино- 
сти непрерьвной дроби, вь которую разлагаєтся функція у. 


85 1. 

1. Вь анализв употребляють два рода разложеній в» не- 
преривння дроби, соотвітествующіє двумь родамь разложеній 
функцій вь рядн,--вь рядно по восходящимь и по нисходя- 
щим»ь степеням»ь перем'внной независимой. Остановимсея скачала 
на послівднемь случай, когда функція разлагаєтся по нисходя- 
щим'ь степенямь Шперемінной независимой. Йтакь возьмемь та- 
кую функцію у оть перемінлой независимой а; и положим»: 





(а) 0 ун У нн Мат ан удав, 
Ул Уа Чан Ул 
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АВ Ху ДЖ. оо» зо цВЯна функція хо степени не ниже 
первой, 2, цВлая часть разложенія у вь ряд, і; йа-- 
Ча- - - "ПОСТОЯННБЯ КОЛИЧества, У, Уа - - " «Уа "ФУНКЦІЯ,  раз- 
лагающіяся вь рядв по нисходящим»ь степенямь 2 и обращаю- 
щіяся вь 00 при ха-о0. (Сліьдовательно Ж, представляєть 
цілую часть разхожекія у, вь ряд). 

Изь равенствь (а) получавнь разложенів у в» непрернв- 
ную дробь: . 


(5) узеїатто Па 


ДС и, - 
он 


Унн 
Вь зтоюь разложеній постоянння  количества м, ра... 


Ва-- -- МОГуть бить внбрани по произволу, насчеть козффи- 
цієнтовь вь цільхь функціяхь А. При опреділенномь виборі 
ЗТаченій ри, Мам Ра. --- разложеніє (0)--единотвенно; толь- 
ко одна опреділенная сястежа цільхь функцій Х,, Хуа Хдзно«- 
ЗИ и одна опредбленная | функція у, (обладающая 
вбішеуказаниний  освойствами) удовлетворяють равенству (0). 
Задача разложенія вь непрернвную дробь функцій у и со- 
стоить в? отнеканін, для опреділенной системи постоян- 
ННХЬ з На бфяоо--з Такихь цбянхь функцій До, Х,- 
Хоб бАноо--» АТОН удовлетворялось (для всякаго з) урав- 
ненів (6), тав у, означаєть функцію, разлагающуюся в» 
рядь по нисходящиюь степеняюь 2 и обращающуюся вь 00 
При Фаекоо. 

Числятеля Й знаменателя п-наго приближенія непрернвной 
дроби ме будемь означать соотвВтственно чрезь о, и /. Изь 
теорія непрернвньхь дробей извістно соотношенів 


(с) у рана шов Ван , 
Й Уа. о о - Упаі 
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І 
ВО У нУачн буть функцій, опреділлежня равенствани 
. (Ф. В» разоматриваємомь нами теперь случаїв р фа. нн «Марі 
--постоянння количества; у, , аз. - -. Удрі--фУнкпі, разхатаю- 
щіяся вь ряди по нисходящимь степенямь г, причемь 2, есть 
цілая часть разложенія вь рядь функцій у, Повтому. есхп 
степени цівлихь функцій Ж Ло... «а, Ху ОЗНачимь собтв'йт- 
ственно чрезь т,, т, ..-- тд, ТО ВНОШая (тепень 2 


вь разложеній вв рядь произведенія Уа .. - - У,  бУдеть 
іжеп-р1 
В. . 
тиурт'ірогтуате т,.  СлВдовательно 0 функція, 
іі 7 
стоящая вв правой части равенства (с), разлагаєтся вь рад» 


(по нисходящимь степенямь г), висшая єтепень 2 вь кото- 
ісзи-НІ 
рокь равна -- У ти. 
Гей 
Если функція разлагаєтся вь рядь по нисходящимь степеням» 
ї и вношая степень є вь зтомь ряді есть--р, то такую функ- 
цію м будемь внражать, слВвдуя обозначенію ІГгаєтегге'а, зва- 


коположеківмь (5) . 
т? 


Такимь образомь, положивь у туазй,, ВО представни» 


зі 


равенство (с) вь видб: 


| 1 
(4) у Фан т іти 


Изь закона образованія знаменателей подходящихь дро- 
бей 1) слідуєть, что /, есть цільй многочлен», степень кото- 
рато относительно г равна степени произведенія 2, Ж...» 


В о я 


) Законь зтоть вкражаєтся зависимостью: пан /п--1--йя /п-2; ПА 
зтомь /е-1, Деві 
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т. 6. равна вже У т,. Отсюда (по разділенін оббихь частей 
їз 


равенства (4) на /,) заключаємь, что 


І 
ОМ усу (а) : 


Предположим»ь теперь, что разсматрявавмая функція у опреді- 
хявтоя дифференціальнни» уравненіємь 


(1) м 4. Муз Ру-кО--д, 


гі М, М, Рок О--цфаня раціональння функція 7. 
Дифференцируя равенство (є), находнит: 


1 
(7) су «ЧУ 7 пФ, «| звані) 


Возвнисивь в квадрать 068 части равенства (є), получаємт: 


(9) узаз 8 зро ї чер 
ГІ 7. зді з та Ж рати 


Означимь черезь р внстую степень х в» раздоженій у 


вь рядь и схбдовательно вьстую степень х вв разложеній 5" 


" 


вь рядь по нисходящимь степенямь х. Тогда равенство (4) 
жожно просто написать в» видів: 


оо. Й 1 " 
(1) уз і; (рда са : 


1 
. . Ф, . 
нбо разложенів вь рядь функція 2 г ото лк з) 4 
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1 " - 
"1 19 | ни» 
и 45 рено очевидно вачинаєтся членом, содержащ 
товь степени --(2/,-т,да--- р). 


Внеся в» дифферекнціальнов уравненів (1) ввраженія (е), 


(7) я (3) для у, пу» получимь: 


ро 1 
меча нате дання) 
1 
Р ж зт, «УнІ з з 


нли, послі умноженія оббихь частей на /4: 


| | 
М(фІ/--Г ФМ Ре лен | ж (сн 


1 | 1 
Р р М (ен , 


Такь какь лбвая часть написаннаго равенства есть цілая 
функція, то и правая часть должна бить цівлой функцівй. Сте- 
пень у, ЗТОЙ послідней равна, очевидно, вмсшей степени 2 вт раз- 


| 1 1 1 
ложеній вь рядь М ян ся ту ке 2 : 


или, если внсшую стелегь 2 вт разложеній мн З Р; 1 1) 





означни черезь б. то 
У Я б о тил 
Й такь наше равенство можеть бить написано вт виді: 


(2) МФ. ДФ) Ме 1 РіО а А,8,, 
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гав 0,--цілая функція стенени у,--0--т,,, 2 чрезь А, ми 
означили пройзведенів шрь- - - "й, (шостояннов число). 
Йзь теорій непрернвньхь дробей язвіфстна формула 


ЛРУ долу ДИ Фа -три Не оон 


Внеся вт уравнекіє 0) Фа п 7 вол Физ» ВИВСТО Ар, Шан 
получии: 


Мо «У ри) "б М, "Т Р. ри р 0) й - би / «ту Ре 


откуда 
/, ( Ме, Б 5 Мг, В Олу- 8 Фи-л сет. (МІ -- ; МІ, - Р», вл). 
Ото равенство можно представить вт» сявдующихь видах»: 


-1 Уго Ре 
(4) | меч Моно р - вк 
(8) 0 Момот 
2 п п т не " 2, 
НЯ МЕАНОЛ тн  МИМО Река, 
Ф, у / 








Положив»ь | 
Мо, Б . Хе, О7, и, "Жоие . МУ, "з "МР, 0 пи 0 
Ф, ї " 9 


причень О,, вь силу каждаго низь равенствь (а) й (3), есть 
ціанй мкогочлень "), нашитоемь равенства (3) и (х) в виді: 


1) Двйствительно, яВввія части равенествь (х) и (8)--цВлье многочле" 

ць, сяВдовательно и правьши доджнь бьшть цільшми многочленами; но такь какь 

Ра н /,» вь билу зависимости 2, 3 /, ур асо 4,77 опої., не могуть имЗть 

МІ, ру "Ре и р 

общих» ункціональньх множителей, то вераженія 173-217 р 
п 


В Мені Ме 9д/--9, Фи-1 
Р, 


дояжнь бьть цбільми многочленами. 


) 
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(3. а) Му (9,- , М УЧ Ррать В, Ла 
(3,6) Мода (9, , М ри Нв, фол 


Постаравмся найти состнотенія между цілими функціями 
Х, входящижи вь непрернвную дробь, вв которую разлагаєтея 
у, ж цбянни функціями О и 0. Сь отой ц'лью, нацисавши по 
формуламь (3,а) и (3.5) уравненія: 


(3. а)! МІ їн - (ат и М Уа - Р Фичні НО " 
(З 5) Мен і РО . М )фза- чи НО а Фи з 
постараенся изь уравкеній (3.4), (3.5), (3.а) я (3.5) нскхю- 


чить нейзвівстння функцій / й р и йхь пройзводння помощью 
извістннхь соотноленій: 


(4.2) / -атеян 1. чн / п--1 

(4.5) Фирате ча Фут РязіФачні 

(5) Фи-антт в-1Фа ТР На о «рано, 
(5) | Финан г пФи-ра т Ви |з т о е рин . 


Помножим» уравненів (3.4) ка Ф,, 1, а уравненів (3.0)--на /, , 

й вичтем'ь затвигь второе из» первато; таким» образом получимт: 

М( нап ФЛ н(Фу ІА "7 и), М фу де о ДК 
-О/, Ре -РеФ,н у) 


или, замінивши множитель, стоящій предь 9,., чрезь А, (на 
основаній уравненія (5)): 


(6) МІ фена гтФИ- яв 4,0, ; МФ лк ЛоФУН 
ОЛна ЕЕ Рр,Фи . 


Подобинит-же образомь 1 нзь уравненій (3,а)", (3,5)" и 
(5) получаємт: 
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(6)! М(/ енфаготфячні! ,) Ана М (ф, 7 "НК "Фи-ні) "и 
чна ПВ Раф 
Помножявши на ш,; Уравненіє (6), сложим»ь затбивь сь 
уравненівиь (6). Закічая, что ри 4,с- 4, ПОЛУЧИМ: 
Н( / еафачн фун / яні / "Фи-лувнріфи / -1)я- А но, м 9,4 
з и М (ин - Фон - о Фи-- /, - РИМУ ДИ Ф, ) з 
ОС "чн п - Вин й "/ пол) "и Р (ФизаФи"В Мир Фифи--а )- 
Перенеся веїв члени правой части, крок нерваго члева, 
вь яВбвую чаєть равенства, замінивши /,,: й г, ПО форму- 
лакь (Фа) ни (4.5), а также //,, и Фу, по форжуламт: 
7 пли а "Рі / тичні МР 
Фо ее ніфи На Ф, рифи у) 


которня получаются чрезь дифференцированів формуль а л)й 
(4,5), получимь послав приведенія: 


--ни | Мр ж) Ма, ПВ РАНО НО 
Зниуна М(р «ТВ фФи--і / М -- п-лфи 77 пот) ше Ам -Ь9,). 


Внраженів в» скобках», на которов множитоя ),,:, Равно А,б, 

(вь силу уравненія (2)); внраженів-же, на которое множитея 

из М, равно нулю, какь пройзводная функцій т, з/,--/н-а Физ 

равной, в» силу уравненія (Б), постоянному количеству. 
Итакь нибеме: 


Аа , - Ана "б О,), 


А, 1 
» находии»ь фориулу 
я 0 Фен 


(Т) одини рн 


откуда, Зам'Вчая, что 








Ха 8, 
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Для похученія другаго состношенія помножимь на /, ра- 
венство (3.а),, на /,,: равенство (3.а) и ввчтемь второв изь 
церваго. Таким» образомь получим»: 


Мана) 9, а 9, па ЧР (Фон не) 
Ле НВ я п 


нли, зажбнивши Ф,/,--/наФ, Чрезь -- 4, (по форм. (5))), 
До йон, Сботвтотвенно чрезь У ЛАРРУ ДО о Р А ОР, 
Хв к-1 (на основаній фори. (4,4)) Ж оділавши в» 
обфихь частахь приведенів: 


Ма внчній - / "Р Віль; п -л) - (а а / а 
рівні / " 7 п-1 "б Ширіди 7 п 7 п-177 А -яР бич ПИ п 
--- ва / п 7 поні Б РА А / да 


Перенеся всі членн лбвой части, крон М, /2,-- в 
правую, замвнивли, по форм. (7)--Х, б, Чрезь руна 
рун, далве М/ и М, , соствітственно чрезь 9,/,-- 
ЗНУ Ре, 8-х и 9, 1 агРУМ а Роза бо оз (на 


основаній форм. (3,а), получимь посхв приведенія: 
Ма 7-9, аа КУ. МИ Рева Ля (9,0, ун 
рин Р(Фу-л Л о Фи) Уризабо-л Рана 


бл 


Занівнямь здісь 9-9, по форми. (7) чрезь-- Ж 
ФааЛиуунФ» По о форн. (5) нчрезь  А,; замічая, что 


Нирайатт А» ПОЛучИМо: 


Ма А -- (9,9, 1 . Б ба й чн 7 що Я маг --а 





или, такь какь А, орні 


Ма ПЛ т (ол --0, а Л зр вна Л 











і 
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Постів разділенія обВихь частей на /7, получимь форнулу: 


(3) .- - ее» Ма се но 8. Уха - бат га РИ 


Фориулн (7) и (8) и суть ті сботнотенія между цілнин 
функціями ), 0 и О, которна мк желали найти. 


Какь указано раньше, между єтепелью у, цілой функція 
), я степенью т, ціло функція Х,,, существуєть зависямость 


«до та ИЛИ у тує д, 


гді б означаєть  вистую стелень х вь разложеній вь ряд» 


М(2-У- РОЛЬ) 7 


Члень, содержащій внсшую степень г вт многочлен 


ом Мч Мо Ровно м мор в, 
/. /, ГА А 


есть, очевидно, внстій члень разложенія вь радь (по нисхо- 


дящимь степенямь 2) мг М --Рі | Разожовівия 0, зе 

ин пренебретаємь, ибо внстая степень вь етоюь разхоженійн 

ниже степени б, и, тіжь бохбе, ниже 0,--внсшей степени раз- 
| , 

ложенія мг) 
Сівдовательно вьмсшій (по степени г) члень 0, есть вне- 

шій чень разложенія вь рядь 





М 


зу ту--1-М-- Ру, 


іо 


") р--вмсшая степень є вБ разложеній у вь ряд». 
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іа 
такь какь стенень /, равна У и вношій члонь вт разло- 


женін РЕ равень внсшему члену разложекія Ру. і 


2. Докажеюь теперь, что форжуль (7) и (8) достаточно 
для опредівленія послідовательнниь путень (постепепнмть пе- 
реходоюь оть нисшихь указателей кь вношимь) цфлюхь ф-цій 
2; 0 и 9 при наперє 
величин ц. 

Сь втой цілью 


Коли положинь 


(а)..........Куач( 


причемь цідня функц 
чества р,, СООТВ'ВТСТВу 
находятся между собою 
(4), (4,5) я фору: 
довательними многоча 
многочленамя М, 


РИ 
Та 


Для доказательс: 
(Фа) и (4) я поми 
образою» ур'ій на М 


с. Ма 
0)........ Ме 
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иИзь равенства Ф олідуєть, что 
Мілн (НМУ Я Рева Р, 
Подобнниз-же образоюь икфемь: 
Ман (ау ча Рея а Ло Уа 
Му нн (9, чну а Ре ав Лат Ро 
Точно также, на основаній равенства (8), 
М (9, Мур ОЧНУ М. 
Ма а У, Увагу, мн вень т Та 
Ма (9, У ува ма, фот Моя 
ЗВнеса ети внраженія для М/, р, М, я МУ 1, Ме» 
Ма в Му, вь ур-ія (у) н (9), найдень: 
чани ча Реча Ева Ле Уа Ма ЛЕ 


тн. НУ а ав анна У 
тчвнн(9, РИМУ анна Ра наван лан М 


а Мура ча вно Мона Ма 
(9, УУуре ча ЛА ннви вана ння Метт 
пн (0, з --5У; Ура вн, а т рачбноафи-а ни Вч Ж 
Перенеся вт обонхь написанньхь ур-іяхь всі членн вв 


їбвую часть, замінивши /,; Й Фу СООТВЕТОТВенно чрезь 
кал Ло я тран (що форк. (4,а) я (4,5)) 


1 СРРЕ р 


Заг 9, іа В 
ча Гн Й 0 


Фа З вен В Й 
я У, Я Вч УК, а) --д 
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дти ур-ія, вь силу завизимостей (7) и (8), принямають 
виь: , 
б п о "б ТРАНАА 1 ЛИ / -2п 
--( Й ча У, "б Начі У) - 0, 


- ПР . Ки Фи-і З Виави-аФа-аг 


7 ( ато Й, и Мері У, 1) «0 


- 


На основані ур-ій (4, а) и (4,5) первне три члена каждаго 
изь 9тихь ур-ій ксчезають, и ми такимь образойь получаємь; 


Й аго на у, - Нині 1 ше 0 
Жан М, 4 Ренні а ше 0 5 
чтб и требовалось. 


Допустимь теперь, что З ряда цбянхь ф-цій 


о 1» о. о ЛРРА хо ДИМ ПРИРО ЧУ ПРИ о, РР Р РИ 
"МР НА АРРД РР Ти 
УДО РРО РР ЛИ 


й ряд'ь постоянньх»ь кОЛИЧеств'ь 


Из Марі ТЯ 0 РАК КСО о ОО. 


удовлетворають їр-іямь (7) и (8). 
Дахів, допустимь, что 2 рада цільихь шногочленовт». 
Д-во Ло Йон | ААРОН 
Філ Фін Фіннноонно финнн . 
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опре Вленн такь, что удовлетворяють уріянь (4,а) и (4.5) (гдб 


Х и и предполагаютося опреділенпний вниеуказаниниь обравоь ). 


Сверхь того предположимь, что цфлюмя функціями 
О, 8 0, 
0, и 0; 
До» Ло я 
Фіз Фі-1 й Ф; 
удовлетворяются ур-ія (3.а) я (3.5), т. в. 
У, аяед и Й, 
ЖИ ід и Мб, 


На основанін только что доказанной їемин, будемь нибть 
У цате Уцато. ... Й, .... зд 


і Уа вро: г» - ИЙ ае . 2-3), 


т. 6. урія (3,а) и (3,0) удовлетворяются вообще, начиная 
сф о тьооа--Ї. 


Легко видіть, что, если положим» 
І,яе1, фот), ?) 
не, феї 
-атеі, Фо ,стд, 
в ана Р, ву 04 Мо! Ме, Ре 
О зе, У, 0 ае--, У--РФ, 
о, 
то будуть удовлетворяться ур-ія (4.а). (4.5), (3,а) и (3.0). 


9 зутуцівави чаєть раздоженія У в ряд», 
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Слфдовательно, если помощью формуль (7) и (8), имбя 
0 0, и О,, опреділимь посл'бдовательнниз путемь цілвня ф-цій 
з 9, я Ж, 77) (для позі, 2, 3, 4....), соствітотвующія 
избранной систем постояннихь количествь |; даліе, нибфя 2 
нор. опредблимь по формулань (4,а) и (4.0) два ряда мно- 
гочленовь 


то, на основаній вьшесказаннаго, будуть удовлетворяться ур-ія 
(3,а).. .. Му (9, РФ в 
(3.6)... Мора (9, Мт о Ов ри | 
для всякаго п»-Ї. 


Йсключивь изь урій (3,а) м (30) О,, найдемь: 


Но изь ур-ій | 
/ ч -), ПР --2 


Ф, Фу і иФи -9 9 





которниз удовлетворяють наши многочлени / и, сл'ідуєть, что 


Ф, --1 7 "., п-їФи шен, (Фи- з/на п-аФи-1) 9 
откуда | 


Фи-а нн Фибтт вва м о є ін (Фа орі) 


79) Хи-рі опредвляємь при зтом'ь, какь цілую Ф-цію степеня яп-р1зекб-- зп, 
причемь тл--1 не меньше 1 (саВБдовательно ул, степень би, не додЖжно біть 2»---1). 
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сно такь какь /,-еі, фуае), /ечА, фо (шо фори. 
(4,а) я (4,5), то 


Фи-а Й нови У виваннри е А, ее Сопзі 


Такимь образом» ур-іе (9) принимаєть Вид»: 


(10)... Мерів МЛ Вила 


Ф 
Означимь теперь разность у-- о чрезь »,, т. в. положим» 


/. 
ужеяУт, 


Лифференцяруа ето равенство, находим»ь: 


Чу Фк кри 
я 


ВБозвнтая то-же равенство в» квадрать, получим": 
Фа | афи Фи аФи 
«Зичу 


а 
Внося написаниня внраженія для у, -е и у" вь ур-ів (1) 


находииг : 
м у ме вно ми Ми НГ т, б "мя 0 


пли, принявь во вниманів ур-ів (19), 
0 "Сопзі 
НИ 
Внсшая єстепень хг в» разложеній (по кисходящимт, степенямг 2) 
в» ряді ф-ців 


(11)...... Ме! 3 МР, аю га 
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ори шої 


равна р--ввістей степени 2 в» зааложенів во рядь у "), т.е. 
НИ 1 
2 «ту 28 


ДалВе 


слЬдовательно ур-ів (11) можно представитьь в виді: 


") Двйствительно, если 2, (цвавя часть разложенія у вьридь) не равно 
нуаю, то, ,какль показвіваєть зеконь образовавнія / я 2 (ур-ія (4.а) и (45)), 
члень ;п., СОДержащій вьісшую степень г, есть ввісшій чаент промзведенія 
з оладаюе дя; чЛень-же /п, содоржащій вьсшую степень т, есть вьсшій член» 
нроизведенія 2,2з.../я» Таким» образомь вт, разложеній вь рядь (по ниехо- 


. їв 
дящемь степеням»ь с) е-цій кА члень сь найвьшісішей степенью с тожественно 
т 


равень вьісшему (по степени г) чавну ),, т. е. вьтсшему члену разложенія 
в» рядь у. Слвдовательно в» зтомь случав (если 1, не равно пулю) еція 


2 ну даєть рядь, вь котором'ь вьісшая степень 2 есть р. 


Переходя теперь кь тому случаю, когда 2,2-0, зам8втимь, сявдующеє: 
текь какь 2 й х непрерьбівной дроби, вь которую разлагаєтся . у, дояжнь 
удовлетворять (вибств сь собтввтствующими 6 и 0), причень б ,, б, и 2, 
нивють вьіШеуказаннья взвначенія) зависимостямь (7) и (8), получасини» 
какь саВдствіє ур-ій (3,а), (3.5), С1,а) (4,5) в (5), то при извістномь вьмборв 
ч, цВаБія Ф-цій ), опредВвляємьш в00бце вависимостями (7) и (8), дозжнь 
или совпадать сь ) непрерьшвной дроби, представляющей разложеніє у, нли- 
же бьть бохве общими цільми функціями, инвющими Х непрерьшвной дроби, 
какь частньшя значенія, 





Избравши для постоянньжь величин |» систому значеній Ма ун Шячнно 
означим» соотвВвтствующін ) пепрерьшной дроби. предетавляющей дВйстви- 
тельноє разложенів у, чрезь Ху На основаній сділаннаго только что 


зам'вчанія, Х, (опредвляємоє вообще формулами (7) и (8)) не можеть бить 
г Фи 

нисшей степени, чвмь Х,. Член сь вьісшей степенью г вь резложеній Га в» 
Г. 


рядь (Фи й /к--цфавия Ф-цій, опредванемьшя в00бше начійми формулами) есть 


. е Р 7 - 
вмещій члент, разложенія вь рядь --, (ето савдуєть яз закона образованія 
: 1 





. и" 2 
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азу. мС)чнмне( 1 уе- Се 


Означимь чрезь є, внсшую степень ж в» лови В 
рядь х,. Такнюь образомь внешая степень 2 в'ь разложеніи в» 
рядь лбвой части ур-ія (12) будеть равна є,-Рб; внсліа-же 

7 їм 
степлень в» разложеній правой части равна р УС , 


зезі 


ябо степень 0, равна д--т,; а степень /, равна У тп, . 
Й зесі 


Итакь 
Є, в: Р баб їй, і 2. "п, і з 
откуда | 
ет (Уж п т) . 


ГЕ 


Чи я /н при раду чен чалень сь вьісшей степенью з в» разхоженій вт рядь у 


ри 
сту позтому, так»ь как» степень ), 


Ха 


не наиже степени 7',, вісшая степень г вь разложевій вь радь (по нисходящ. 


есть вькщій члень разложевія вь рядь-- 


. Фе : , 
степенямь) зункцій Ул не вьіше 2, -- найвьісшей степени 2 вь разложенін вт 


рядь у. Отсюде заключаємь, что и вьсшая степевнь є в» разложеній еФ-цій 


ПРЄ не вьміше р. Очевидно" она и не ниже г, ябо обратноє пред- 


Ф «7 о Фи 
положенів приводять к'ь заключенію, что, если Ф-цію у разложимь вь 
" 


рядь по нисходящим'ь степенямть г, -- вБісШшів член 8» равложеніяхь ум 


" 


Фи 
у, Холжнь взанймно уничтожаться; иньшми словами, вьксшій члень вь разло- 
МН п 
женій - вь рядь (по нисходящ. степннямь г) доджень бьть равень по 
1 


величийв, но противень по знаку вьещему чаену разлстенія в» рядь -- г . Но 


зто невозможно, бо (на основаній сдВвланнаго вьше Значенія) 2, холжно 
хибо совпадать сь ),, хибо представлять частноє его значеніе. 


Итакь вьсшая степень г в» реазложеній в» рядь е-цій АДРРИЮТЬ 


есть р, будеть-ли ), отлично оть нуля или равно нулю. 


"п Яд "-ОСО 
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Слідовательно 
1 
, | чі 1 т. Пи 
тече 22тртин 
п їесі 
. 
ЙИЛИ 
1 1 
| ши вні 
у) п Фа У ти таза о У т, 
П- іс) 
7 т 


Все сказаннов вь зтомь членф можно вкратців резюмировать 
такь: ПпОЛОЖИВШИ 


мете Ї, 0 цє--- Р, б 0 Мо МУ В2й, Ор, У-- Р, 
г 2,аеА,-цілой части разложенія у вт ряд. и опредВлив» 
послідовательнни» путемь шо формуламь (7) я (8) Х,»...К,-., 
соствітствующія извівстной (по произволу избранной) систем'ї 
значеній шли; ДОле, При помощи зтихь ц и Х й при 
помощи 4-хь величин» 
яні, феї, 
аа, фаст 


найдя послідовательнниз путемь, по формулань (4, а) и (4,0), 
два ряда многочленовь 


Л, Ї» з ооо РАНИ 
Фі» Ри Фз о о о є Фи ооо 
будем» имбть: | 
1 
, Сни 
(13)...... у ФитР| У т, 
їі 
г 


Но /, нот,, опред'івденнис по форм. (4.а) я (4.5), пря 
вБше-ваписаннихь значеніяхь /,, г, /- й ф., буть не что 
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нное, какь знамекатель и числитель т-каго пряближенія не- 
преривной дроби: 


Такимь образомь непреривная дробь с, вь которой ве и-- 
ностоянння количества (избранння по произволу ), Ху, Хо... 
цЬхня ф-цій г, опредбленння вниеуказаннниь способом» (по- 
хощію ур-ій (7) к (8)), а Х, - цфлая часть разложенія у в» 
рядь, -- находится сь й в» извістной зависимжости, которая 
аналитическя вкражаєтся ур-івмь (13), гав /, и з, означають 
соотвітственно знаменателя и числителя тп-наго приближенія 
непреривной дроби с. Отсюда сабдуєть, что непрернвкая дробь 
с представляєть собою непрермвную дробь, в» которую разла- 
гаєтся ф-ція у"). Слідовательно, если найдеко Ж, єє?, (помощью 
котораго опрехбляются б, и 0,), то формуль (7) и (8) вполиб 
достаточно для опреділенія ХА». ..ї,..--, іа Также п ці- 
лнхь ф-цій 0,.0,,....6,...., 0,9,....0, .., соствітствую- 
щих» избранной системі значеній нина... ри... 


") Вьсамомь двав, опредвлимь Ф-цію ва-ї так», чтобь удовлетворялось 
уріє: | 


СА) 1... уста 1 Ра 


Изь теорій непрерьівньшх" дробей извВетна Формула, которая вьіводитея сое 
нершенно Формально изь ур-ін (А); 


| 1/8 Ф, 1 
ц і г 
чн 





Такь какь вь силу равенства (13), 


пуранлааниу РО 0090 є 
ге 
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Такой спобобь опредбленія 3, О и 6 взь формуль (7) и 
(8) примфнимь. вообще; но почти всегда діло значительно 
упрощавтся. Йменно в. каждомь почти случаїб веб 2 -- одной 
и той-же степени (очень часто--первой); слідоватольно постоян- 
пой, не зависящей оть т, оказнваєтся й степень 6,. Степень-же 
О, во встьсь блучаяхь ке зависить сть п. Таким» образом» вь 
большинствв случаєть в многочленахь вебхь 3-хь родовт, 
о, 6, я Х,, сь перемЬной указателя т мВняются только коеф- 
фицівнтк ; означивти оти коогффицієнти буквами с» соотвіт- 
ствующими указателями и внеся полученння таким» образомь 
вираженія для 9,, 0, 6,1, бу, будь Ха в формули (7)и 
(8), найдем»ь соотношенія между козффицієнтами 0, 0 и ) вь 
общемь виді (т. 6. состкошенія, нифющія місто для какого 
угодно значенія указателя т). ти сооткошенія дають часто 
возжожность найти общія впраженія для Ж, 9, и 0, вь функ- 
ціяхь указателя т. 


Прцмьчанівє. Ми положиля 


І,теі, фут, 
Дао, фаз 
Й аїр 0 


Нетрудно показать синсль отих» положеній. В'ь самомь ділі, 
возьиемь непреривную дробь 


(1)..... асан а 


1 





у ри 


Непреривную дробь (1) можно представить вь иноюь виді. 
Дйствительно 





Рли-же 


1 


(11). а 1 





Отеюда получаємь приближенія: -, з, і и т. д. ВИидимь та- 
ким образом», что р ,--0., р |-еі можно разсматривать, как» 
числителей, а / ,--1,/ |ее0,--какь знаменатехей приближеній 
непрернвной дроби с, если ве представить в йном'ь н'Боколько 
виді. При зтомь в» непрернвной дроби (ТІ) иифень: 2 |--0, 
Х зле, носо-г7, норе--- 1. Что-же касаєтся значеній, при- 
писнвавннхь нани 0 ,, 0, 0 , и 60, то они внтекають из» 
формуль (3,а) и (3.0), если вставимь вт зти формуль напи- 
саниня значенія / ,. 2 » / Ф и /.. 

3. Перейдемь теперь кь внводу дифференціальнихь урав- 
неній, которнмзь удовлетворяють числятели и знаменатели при- 
ближеній. Дифференцируя ур-ів (2) и кеключая А, между по- 
лученннмь чрезь зто дифференцированіє ур-ісмь и ур-ієнь (2), 
, находим» : 


МОН М ру ро М/Н УЛ 
ЗМ РФ 2 Руж ФУ ПМ р у 
ЯРОГО 
Раскривти окобки, перекесем» в» правую часть равенства веб 
члени, не содержащів ф-цій /,, /", /. а вх ябвую чаєть -- 
вс остальние членн; бсоединимь затфмь в» лівой части веб 
членн, содержащів /,, и послі того из'ь остальньхт членовь 
їЬвой части соединим» ті, которне содержать /,. Такииз об- 

разомь получимь: 


Мо, ЗОМ У)В, МО, НГ МВ М 
М ри 7 0, р-- 78, -7200, Л "б Мб, - Міо, и 
Ов ПР0, р, Рв, 2 Р0 Ло, 
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Правая часть и члени лівой части, содержащів множителями 
Дн /, діфлятся на ф, (содержать р, множителемь); слідова- 
тельно должень ділиться на гр, й члень, содержащій множи- 
телемь /,; но такь какь /, не ділится на фр, и ке йибеть 
сь фр, общихь множителей, то долженть ділиться націло на 7, 
ковффицієнть при /,. Слідовательно можно положить: 


п С С А Сн 
Фл 
Мб Мб Ов, 


б с а, 
З б. 


(14).. 


причемь К, озкачаєть цЕльй многочлене. 
Таким образом», сокращая написаннов внше ур-іе на ?,; 
паходимь дифференціальнов ур-іє: 


(15)...... Мо, ЛОНІ м ТИ У Яд 


Тиф-же путемь (поступая относительно ф,, Ф, й ф, совершенно 
такь, какь поступали относительно /,, /, и /) получави» 


дифференц. ур-ів: 


(16) нь МВ "4 ГОМ" "б М), М РОГ и 
я- (063---079,)7,-208,7, РУ 


гав І,--цфлвй многочлен. 

Если продифференцируємь два раза ур-іє (15) и ур-ів 
(16), то, вивстб сь ур-іями (15) и (16), получимь 6 ур-ій. 
Йеключая низь зтихь ур-ій сначала ф-цію ф, и вев ея пройз- 
водння, затвизь ф-цію /, и ве ся производння, получкит два 
линейньхь дифференціальнихь ур-ія 4-го порядка без вторих» 
частей; первому йзь втихь ур-'й удовлетворяєть /,, второму 
фь» Мн втихь оключеній пройизводить не будемь и бохра- 
нюмь ур-ія (15) и (16). 
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Вр ур-іяхь (15) и (16) веб коезффицівнть, крон К, и 
І,» виражаются помощью цільхь многочленовь М, М, Р, 0 
и б,, нзь которнхь первне четире -- козффицієнтк даннаго диф- 
ференціальнаїо ур-ія (1), а послідвій, 6,, можеть бить опре- 
ділешь, какь мб виділи, помощью формуль (7) я (8). Остагтся 
найти формуль для опреділенія К, к І,. Дифференцяруя ур-іє 
(3.а), находимь слбдующую величину для М/": 


М /5--(0,нЕУ-- Мп СОМ Ре Кк РФ, 
8 Лич 

Винесемь зту величину в» ур-ів (15); переняся затіив 
вої членн в» яввую часть ур-ія и сділавши приведеніє по- 
лучимь: 
(9,8, МЛН, УВО НО ЛЕ 

40,8, 1 Р, - -Р8 фу б. 

Помножим»ь полученнов ур-ів на М я заміфнимь М/" по фор. 
(3.,а);--посяв приведенія будень нибть: 


Г(92-- 7), -- МО, Ук; У) --М5(9,-У- мк 


4 


-(9,--,У ба МОУ) 8,9, МР реє 0 


Вннеса у двухь членовь, содержащихь ф, й ф/, За скобки 
--Р0,, зам'внивши затвиь М /" , (вь членів Мб, |) по фори. 
(3,а) я сдблавти приведенів, найдент: 

(095-738, -- МО, З) чн М (9 ІУ)-Ь МК) 
НЯ, -а РОГ Мо (9, М), вив, ат 0. 
Замівчая что вираженів Мо. ---(9,---1.М)Ф, --б,Ф, -, КОТОРОв МНО- 
жится на Р6,, равно (ка основанін ур-ія (3,5))--0/,, и встав- 
ляя 9ту велачину, получаємь: 


Г(92--12/398, --М8/(9, НІ М)-Ь МУ, (О'ЧН У МК, РОВ,) ДЕ 
- (9, "и 0,1 )б нн В тк; Лу їз ше 0, 
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ли, если вивсто 0,--О, , вставимь -- С (шо форми. (7)), 


(17)....1(92--1У7)8,-- МО, уз що прІМУуч 


- 
-Н МК, РОЮ, Уу/,- пн ЯКО АЛ -атт0 


670 , 
Понноживь теперь Ка п ур-ів (получаємов по форми. (4, а)) 


о я РИ З ТЯ Де ших 0 ) 


найдем'ь : 


2 02 
(18)...... й ль нн льатт 
Оравнивая ур-ія (17) и (18), заключаємь, Что козфицівнтн 
при /, вв обонхь ур-іяхь должян бить равин. Таким образом 
(винеся М за скобки во втором', третьежь и четвертомь члені 
вюраженія, служащато коеффицієнтомь пря /, в ур-ік (17)), 
нифен : 


(19)...... (02-- іме, -К РОЮ, уми (91-КУ) -- 
-О,рУ ре шо 
Тбиь-жі нутемь приходимь кь формулі: 
(20)...... (02-19, РОЮ, ом 2,Ь9,-У9- 
020 
КО МУ аа 
ЩО) Р 


Сравнивая формули (19) и (20), заключавм», что 


(21)....К,468,(01-Н;У79--5(9,-Ь5Л) нн 2,6, (90--1МУ-- 
що М) 
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язь зтяхь равинх вираженій можно 
з ГАВ 6, означаєть цільй многочлен». 
ь вираженів К,-- 0(9,-РІМУ) внесень 
звую часть равенства (14) я вийсто 
жов изь формули (3,5); затбит вюбсто 
получимь, рітая ур-ів (15) относк- 
--внраженів, получаємов зв формули 
уаженія, полученння такимь образон», 
1М), будеюь нийть: 


ДУ А у п 
ЗМ Мр З рук) 
г - 
ПАХУ Ре 2 Ре) 
Л 7 








ро Ми ФУ ви 
ГЯ - 
ЛА УЛ Ре, Я Золя 
7. 





Уч МАО | 

2 7 
ЯМУ Ре РАНО 
, послфдняго равенства есть цільй мно- 
сть должна бить цільиь многочленон; 
жителей не нибють, сл8довательно ви- 
У М З вив 

Ф, 

м», Озкачивр зтоть цільй многочлен 
(равенство (22)): 








здоджно 
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К.--619, НИМ) в, Т. 


и слвдовательно можно положать: 


(23)...... К,-б, (014-17-09, нЮ- У 
а также (равенство (21)): 
(24)...... І, -Ь6,(91--5У7)-- 610, - У) аа -- 0,8, 


прачень 5, озкачаєть цілий многочлен. 
Внося зти внраженія вь ур-ія (19) и (20) находямь 
форжулу (послі сокращенія ка 0,): 


(25)..... 93--.М3-Ь РО о М, 


По втой формулі опреділяєтся У, помощью козффицієнтов» 
даннаго дифференціальнаго ур-ія (1) и ф-цій 0,, 0, и 0, 1. 
Когда многочлень У, опредвлень, К, и І, опредфляются хегко 
по формулам»: 


(26)...... Кран 8, НОЇ НМ АНОЦО, НМ) 
01)...... Іво 58,91-1МЬОО МУ, 


которня получаются изь равенствь (23) и (24). 

Таким образомь ин имбемь формуль, помощью которнхь 
хогуть бить опредібленн вев козффицієнть дифференц. ур-ій 
(15) и (16). 

Єділави» теперь еще одить новий внвод», представляющій 
нитересь. Йменно докажемь, что ф-ція 


М-ЬРу 
М 
(а)......... ри. (У.О 
удовлетворявть линейному дифференц. ур-ію 2-го порядка: 


(28)... МОНО МУ м 4| кн) -- 
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Дифференцируя вкраженів (а), находииь: 


ДАНУ, 


6 
ето ОМАР НМУ Ме Рудь МенМуДУ, 





или, такь такь, вь силу ур-ія (1), 
Му/, Ру, Му ее (Му Му Б Гу" ее ОД, 
уча 0 
(5...... чем ОУН О- Ме Рус, Му/) 


- Дифференцируя внраженів (0), ділая праведеніє ж принияня 
во вниманів ур-ів (1), нахо, низ: 


УЛ ВУ, 
"4'и е мо 
че -лоо МУ", "МОЗМ Ме --- РО, 2 МОГ, -- 
--М'Меу МО ММ, МИ МАУ СУ Ра, 
РОДОМ Ро; - МТ о, МР'9,-- МУ) 


, Чи, | Ф'ч, 
Вставимь вв хфвую часть ур-ія (28) и,, Р ЯРА Послі 
РА а 


аа но 
гель 


раориа зр ПРОАРНОМ МВА МИИО МО ОК, МО 
ЗМ МО, ут, 2МОВ, у 4 МО" -- МОВ, у ЗРО 
-КО "о, ММ, 2ГОГ)8- МК, 7, -- МР, --МР'О р, 


МР) 


Вннесемь во второй части каписаннаго равенства М за скобки 





приведенія получимь: 





НОМ 
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н сократижь сь М, стоящимь вт знаменатеті; послі отого, 
занбчая, что (вь силу форнуль (26) я (27)) 

КМ МО І, 
будень якбть: 


вбачаю мухи (кот бе 
гос 
рр ПОРЧУ Мч ЗД 
ОМ УМО МУ МУЧНКД- 
ау (Ро Род) 





Приннивя во ввиманів ур-ія (15) и (16), заключаємь, что 
вторва часть написаннаго равенства есть нуль. 


Мтакь ф-ція и, дВйствительно удовяєтворясть ур-ію (28). 
Точно такт-же убвждавися, что ф-ція 


уч, 
я "Чо, 


У ) 


ф: г ТО0, 
(28. «Мо НОРМУ ЛУ, ко ра 





гене 


удовлетворяєть ур-ію: 


4. Ви заключенів отого параграфа остановимся на нібко- 
торюхь частих случаяхь, когда ур-іє (1) принимаєть бохбе 
простой вид. 

" а) Еоди положинь Р--0, то ур-ія (1), (15), (28) к 
формула (25) упростятся и напнтутся так»: 


щ 
(ув)... Мн Мун 
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.. МОУ НІОМ'--МУ)0,-- МК, 9 


Ф а 
мод НОМУ) о МиДаЕ Клод 


08 
25.а).. 9-1 ема, 


М 
М УРНИ 


ь язь рітеній ур-ія (28,4). Другоє рішоніє 
какь показнваєть ур-ів (15,4), есть /,. 

ц (1,Ф) разсматриваєтся в вишеупоманутокть же 
зв 


(т, (8), (26), (25.4), а также ур-ів (28.а), 


етворяють ф-ція /, я отв ги 9»). 
езультатами, найденивии Іавпегге'ом». 
толожянь (е-0, то ур-ія (1), (16), (29) я 
примуть вид»: 


й 
а)... м руч Ручоо 
о НОМ М) 0, МОН Іона. 


Ф 4 
. ати ма РРО ЯРА 


М 
. -Лиіа 9, 
» случав ф-цій ф, но2,яке тугу 
тя рііпеніяня одного и того-же ур-ія (29.0). 
ли вь ур-ій (1) Ре-0, то знаменатежи прабля- 
вной дроби, вт которую разхлагаєтся е-ція У, 
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удоваетворяють линейнниь дифференціальньим» уравненіям» 2-го 
порядка сь цільними раціональннин козффицівнтами безь второй 
части. Коли вь ур-ій а) оа-0, то числители приближеній удо- 
ваєтворяють аннейнни» дифференц. уравненіямь 2-го порядка сь 
цінний раціональтими козффицівнтамя безь второй части. Коли- 
же и Р--0, я Ф--0, то подобнни»ь уравненіямь удовлетворяють 
какь знаменатоли, такь и числители приближеній. 
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1. Перейдень кь тону случаю, когда функція опреділяв- 
мая разсматриваємниь нами дифференціальннигь ур-ієм'ь, разла- 
гаєтся вь радь расположенннй по восходящииь степенямь пере- 
ннной независиной. 


Если дана такая ф-ція у 0ть опережінной независжиой 2, 
то можно положить; 


Пе | Ре 
- оо Ура, 
РУ | ун 


ТДВО 2р--совокупность начальннхь членовь разложенія у вь 
рядь до постояннаго члена включительно; 2, Аа. «А, Що 
стояння количества; ру Ма» - - РерагтоОодночленн вида ад" 
(причемь / число цілбе и положительное); наконецт у, Мао «.- 
Уща--функцій, получающія конечнов значенів при жа-б. 

Изь написаннихь равенствь витекаєть разложеніє у вт» 
непреривную дробь 
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- Шостоянння количества 2, ,);..-.. могуть бить вибранн по 
произволу насчеть козффицівнтовь в одночленахь и. При из- 
бранной системі значеній Ху , А... -.-..», разложенів (А) 
единственно: только одна система ОДНОЧЛенОвт Шу ,ра-. Р, Я 


одна ф-ція Я обращьющаяся вть нуль при с2-0, удовлетво- 
«1 


оряють ур-ію (А). Чтобн найти разложенів у в» непрервную 
дробь, нужно такимь образомь для опреділенной, напередь 
избранной системі значеній А, А, ..... опреділить систему 
раціональнихь одночленовь р. (степени не ниже 1-ой относи- 
тельно г) таким» образомь, чтоби удовлетворялось ур-ів (А), 


гав Я обращаєтся вт нуль пря азе0, Х, Єсть совокупноєть 
фі 


начальннхь  членовь разложенія У вь рядь до постояннаго 
члена включительно. 

Означая, какь и прежде, числителя и зкаменателя п-аго 
приближевія непрернвной дроби сооств'втственно чрезь сф, й /,, 
возьмемь извістнов сооткошеніє : 


. і ЛО и м 
В « о о о о о ее в е "" вчи б ЖУ'нНН У, 7 
( ) у) Ф У У» .» «Уа 


Если чрезь їз Фа з 4 "йно їні ОЗНАЧИМЬ СООТВІВТСТВОННО СТО- 
Пени ОДНОЧЛеновР рр Рая» ТО ЧИСЛИТеЛЬ ВТОРОЙ ЧАСТИ 
ня 0 Й 
равенства  ( В) будеть одночленомь степеня 3 | і, Такь  какь 
всі 
УрУзує б «Ум ПОЛучають конечння значенія при со--0, то 
твит-же свойствоюь обладаєть н знаменатель второй части ра- 
венства (43), равинкй произведенію у,«Уд . - - Мп. 
Слбдовательно вторая часть равенства (3) разлатаєтся 
вь рядь пло восходящимь степенямь 2, и рядь зтоть начи- 
| РЕВРИК 
наєтся членомь, содержащимь х вь степени равной У 1. 


весі 
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Если для ф-цій, разлагающейся вь рядь по восходящимь 
стеленямь 2, употребижь обозначенів (2х"), причень р озна- 
чаєть нисшую степень 2 вь разложеній ф-ція, то равенство 
(Б) напишется в виді: 


7 ная 
21, 
у у Фу «С які ) 


| ен 
РО 3 Де 
(с)..... й нк ) 


ябо /, есть ц'івлий многочлень, вь которомь нясшій (по сте- 
пени г) чалвнь есть постояннов количество (вто схбдуєть из» 
язвВстнаго закона образованія знаменателей подходящихь дробей, 
если примемь во винманів, ЧТО ХА, А, -ПОСТОЯНиня КО- 
личества,). 

Предположим»ь теперь, что резсжатриваємая нами ф-ція у 
удовлетворяєть дифференціальному ур-ію: 


Отсюда находииь: 


а | 
С... «НОЯ Мун Ву Об, 
ть М, У, Р и 0--ціаня раціональння ф-ція 2. 


Дифференцируя равенство (с) и возвншая его в квад- 
рать, находни»: 


ваза-рІ - 
фу з. мзляь; 21) 
ар | 


БУНТ 
ра ЯН я 
нд Р) 
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тачниь чрезь т нистую степень 5 вь разложенін ть 
Тогда послднеє равенство можем. написать вт виді: 


т 7 
ма жалі 
хи 25», 
тоженів вв рядь зі Га т Ре - г очевидно начи- 
Р 
членоюь, содержащинь 2 вь степени Уеке 
«т 


4 
тавляя найденння ввраженія для у, и у? вь ур-ів 


учак: 


ен 
А КЕ НЕ З С хе 7) 
ло ТУДАТрКочм. з 


з 


ката 
чн 
Хі, 


(5) (жен) 
поь Р о 


и во второй части ур-ія винесемт за скобки го ко 
, обі части на //, 


Шу... М (у ОМ 1 Реала 


живи 


Ха 


зуп рм(айчн будь Майн ур рачки" 
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Допустимь, что т 220"). Тогда сь одной сторонк нмиб- 
ек, что /21М(вілнагТ)4Ь М (жін )-Ь Р( діла 7)) дать ряде, 
расположевнний по восходящимь степенямь г и не содержащій | 
отрецательнихь степеней. т. Єь другой сторонк зтоть рядь 
дояжень бить конечнимь, такь какь лбвая часть равенства 
(ІП) -- цбянй многочлень (нбо М, М, Г, 4, р, /,--цілно 
хногочленн). Слідовательно можно лоложить: 


ПІМ(авчнттуч Майн Майн 9)аа В, 


причемь А, внражаєть постояннов количество, для котораго. 
будеть ниже внбрано извістнов значенів, 0,--цЬлую раціо- 
нальную функцію х. Такь какь нкстая єтепень г в» мно- 
гочаенф /, равна нулю (/, всегда содержить постоялинй член), 
то нибшая степень х в» разложеній в'ь рядь /2( М (аа 1) 
3 (ач ук Р(аіянОТ)), т. в. нистая стопень г вт цблой 
ф-ція 0,, равна нистей степени д'вь рядь М (ай 1)-- 
М (ан Ранні Є7). | 

Бслй нистую степень з вьрядь М(21)-6--Р( а") озна- 
чимь чрезь б, нистую степень 2 в» цілої ф-ціи 0,---чрез» 
Чо ТО | 


ч, т б "б 7 ЛРИ 


Итакь равенство (П) принимаєть вид». 


?") Оть тавкого допущенія излагвемвій способь ни мало не аишаєвтся 
общности. В свмом дВлв, всли т«0, т. в. если нисшая степень г в» разло- 
женій вь рядь у равна --1 пли ниже., то вь таком»ь случав можно положить 
у-з-»-Ьрз, ГДВ о означасть совокупность членовь сь отрицательньшми степе- 
ними го вь ряді, получаемомь для у, и сяВдовательно разложенів вь рядь з 
не содержить отрицетельньшх» степеней г. Для з, очевидно, чолучится ур-іе 
виде (1) сь цвльши раціональньми козФфицівнтами. Разлагая з (относительно 
котораго вьпояняєтся условів т220) по способу, которьій будеть ишзложент, 
цолучимь нівкоторую непрерьшвную дробь аг. Функцій у будеть соотвВвтство- 
вать непрермвная дробь о-рс. | 
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5 
заз 

(1)........ М (шт Ро ОП ж А, т. 0,. 


Для постояннаго количества А, вибираємь слідующеє 
значенів : если чрезь аа... ....д, означимь соотв'втственно 
козффиціенть в одночленахь шо рано Р Т- 0. ПОЛОЖИМЬ 


ра разу. разта,тіт, 
то чрезь А, будем означать произведенів а, а,..... а, 
По извівстной форжулі иибень: 
фа ват вифанннн ВР м з ФАЙНО Ніч Аа 
5 


Виеся вь ур-ів (11) ф. ./,-ч/,-1ф, ВИВСТО А, бу- 
день нибть: " 


М (т, - ІФ.) Ме Ре РОЛ еко ау ннаіФи ) 

откуда находииь (какь вь 8 1). 
(ТУ. а)......-. Му (9, Ре ЧНО, а 
(1У5)........ Ме (9, )р Оу 

гав ф-ція 

МН вия МУ М Рено в 
| Фи А 

есть цілій многочяень "). 


о, 


7) Вь послВвднемь убвждвемся такь-же, кажь й вь 6 1, -- замічая, что 
дробь г -- несократима, ибо ри і /п, Вь силу собтношенія Ф, 1Ла--/ц 1ригг 
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Понноживи ур-іе (ТУ. а)на Ф, -1, ур-ів (ТУ,б) ва /, ,, вичтя вто- 

| хі 

роє яз перваго и замінивши затвм в р, /,--/ а-іФи ЧРОЗь 4,2", 
будень нибїть: 


Урі 
(У)... МОЛ ач ОН, а ро 
"я Ре, р, З 71 0 РА 


Міняя по на п-р1, находниз: 


вази! 
21 


суу МОЛ ана" ОН Лани 
Ре нт 


Понноживити "яна ри чна ад'яча ур-ів (М) и сложивши сь ур-івмь 
(ХУ), получимь (замчая, что а, Аа 4): | 


Ма Фи ми Фа ї 4 Шан ил ти шиніФУ» -1) - 
каси 
ох 
-- У; МАРС (Фа "б О,) Ма "8 ифича - Рол Фа 1 А - 


- РР -1ФУ РО / «ТП Вані Л / -аУРР(ФозаФ, "б Виза ФиФи-зл). 


Перенесем- ,вираженів, стоящев вт лбівой часта, вь правую 
часть, первній-же члень правой части--вть ліфвую часть; зам'і- 
НИМ» а Й Фі По извівстиммь формулань: 


ча дані ах | 


Фачні є) раФаРріФа-т з 


зай 
5 і, 
аееї : 
-е , немогуть имЬть общих зункціональньжх'ь множителей (простьх), 
кромф 2; на є же /х не можеть дВлиться, ибо содержить постоянньшй член». 
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а также / у НО Фі: по формуламь (которня получаєнь, диф- 
ференцируя написаниня формулн): 


/ тн піна тн парні "п-Л1 
фін і ифи "- РР ДЕ шин Фа--1 
Поств небольшато преобразованія найдемт: 
сті 
ій 
(ХІ)...... ман (9 9 мМ Фа 
пр о М Лк ДНЯ п АРАР СЛ Дн) 
б - Х п-НІ (Ме / "7 тФ,) - М ри. п 4 Ре, з ог 


Такь как» 


. у 
(ЩШІ).... ..М(еу/ ж) Мр РАД Аа" 0, 


рицеуН, | ра Тв, 


затфи» У 
Фо -- фанти А, а 
и отсюда 


2-1 


, , , РУ 3-1 
фа "РФич" ло п пра -М. А, . 7 4 


ото равенство (УТ) принимаєть видь: 





веза-р1 са 
1, 21, 
2 ПРЕС за (а З О, ек - М У і, А нд" и 
якал-1 вини 
1, У г 


Мінін" ". Хна Аж б 
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яли, послі приведенія во второй части и раздблепія обвихь 


частей на пені -и 
Хі 5 
А. нія" з 

М о, 

(УП)... оно 


Поиножиюь теперь на Ліза равенство (ГУ, а) я на /, ра- 
венство, котороє получится яз равенства (ТУ,а), если увели- 
чижь едипицей указателя п. Вичтя затікь первній результать 
нзь втораго, получниз: 


Ми нн ча 9.) ча ЛЕ Ренні В 
он чна 
а 
м, . 
Зажіфнивтя Фу Лчя Ф Рез Ан А 
Лін Со0твітотвенно чрезт Ж, Ліон Лич Я тот Лат 
уран будоюь нийть (послі приведенія). 


Мая - вина меч) ні (а он" чо 
я 
Хі 


Б чо ДНА ДІ ДИ Уиинд Лан ня РУ вна - 
ба Лав нн 
ані 


Зажінимь -- ба чрезь вон, «У 
г 


(по формуль (УП), М/; ни МУ", соствіжтственно чрезь 
ЗНУ Рено, Ля я (9 Да Рея ва 


Ах" . Перенеся воб члени вь лбвую часть й сдблавти 
приведенів, получим: 
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- івана 
(оно внлннноло ОЛЦ, мн 


фен Му аква ЛяЯвнвь а Лана 0. 


Зажінимь теперь 9,-Ь9, по фори. (УП че 
ет 
8, 
ЛЕВ, поси чего будень нибть: 


оман) зроан 





кб У дан ДАРЕТН РРИИ  ЛРН 


Такь кзкь вн 


прі 
вана марнайнН іі ж? 


вохіфдствів чего 


У, зм вні цу. дан тоб, 


(У 


но такь БАкь, В силу соотношенія Лана а» 








ва . 
Р УЛаннво Ла вм 
цу 2 
вал, 


то написаннов внше равенство принимаєть видь: 


(нон рано, 
яли, послі сокращенія на /1, 


куш)...... ГУ РИ РН 0. 
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Примтчаніє. Полученння нами зависимости (УТ) и ( 
между цбяния ф-ціями О, 0 я щ я постоянними числами 
отвітствують формуламь (7) и (8) параграфа 1-го. Ра 
между форнухами (Т) и (УП), (8) я (УП) находит 
связи сь разлячннии значеніями, которня мк придаєюь т. 
н придавали вь 8 1 Х кн и. Вь 8 1 ин разбиатрива 
какь цілня ф-цій а степени не ниже первой, а ц, -- 
постоянння (количества; теперь же Ж разбизтриваются 
кажь постоянння количества, и р, -- Бакь раціональнне 
членн степени не ниже 1 относительно 2. 


2. Тькь-же путень, что и вь 8 1, приходижь кт 
дующей лений: 
Если положни» 


Уа (9, НМУ МУР, Нв, Ля 
Жан (9, Уж Ме ЧЕ з 


при чень цілня ф-цій /,, Фу, 0,. О,, одночленн и, Я що 
ння количества 3, сботвітотвующія различнихь значе 
указателя т, удовябтворяють соотношенілив 


(ІХ, а)... чан Енн Мол яе) 
(ІХ,5)...... Фен Фанні 0 


я формулань (УП) я (УПІ), то жежду тремя нногоча 
У о Ууа и онежду тремя многочленвии Й, М; 
шиють істо соотношенія: 


Газ ха Рв Уа 
Жага Ж а Ж, 0 


Положимь теперь: 





ЗАЗЛОЖЕНІЙ ВЬ НЕПРЕРБІВНУЮ ДТОБЬ ФУНКЦІЙ. її 
щурезпостовнному члену разложенія у вьрядь, 
ат, фасеі 
ачті, фа 
азе-- Р, вне АН Уж. Ра 
мій, ванроРю 
рота 1 


значенія, как легко убідиться, удовлетворяють ур-іянь 
19,5), (ТХ. а), (ХР). 

ділимь, при помощи написаннихь значеній 0, б, 
по формулань (УП) я (УТІІ) цілня функція 0,, 0, 
ля избранной системи постоянньихь количествь у, пе- 
ь нисшихь указателей вь вношимт, -- послідователь- 
виз; опреділимь затіиь, пользуясь язбраниний ), 
я рон написанними вне значеніязя / , Фо/оЯ Фе 
1 /. я р, (для поз 1,9,3.....) по формуламь (ІХ а) 

На основані ввшеуказанной лемиц будень вибть | 

то значенія указателя п (начиная сь по- 0): 


Га чн вена Ре 0 
Ма чн У, З Ві Ж ні 0, 


Ж 
У зазИуяно, Мр ре, 
о нд -д 
ЖИМ... Й на. ...же0, 


всякаго п будень нийть: 


ховточь мазі й де опредванень такт, чтобиі ди іно, гав рег 
знь т в о-цій ба, д--нисшая степень х в ризложеній Мо -1)Е 
іа -оСтепень мирі ОТШОСИТеЛЬНО з. 
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кнЮланМЮРьНЬ од 
9-Х Мову ле. 
Йсключая язь отяхь двукь ур-ій О,, находнив: 
(Клнна МЛ Ме ЛЕ РИНОК) 


Изь урій 
ЛА Гоа чат 0 


о 
находииь: 
С Р п А | 
я сяВбдовательно 
зай ннафаттвина о о ФЛ вна м м зви 


Ми опредбляєнь по формулам (ХП) я (ХІПІ) рід... з 
как одночленн впда ах? (приченть і означаєть число цілов и 
положительное). Положии», что ми наділи: 


Вста, раза, що калія, рова НО. 


Такинь образомь будеют нибфть: 





за фата ва 
- тав (за... а, 
Ур-ів (Х) кожеть бить, сяВдовательно, представлено в'ь виді: 
5 
СкІ...... Ми Ме РЕНО паб 0, 


Полагая теперь 


узуя 
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їяя ото внраженів для У вь ур-ів (Г), находниз: 





ЗО у р» | г, ( С ) 
і ЗАЕЕРАЧНО і мо УтеРе УА , 
о 
такь как лівал часть равна Св, (вь сялу ур. (Х1)), 
р 
дж Ф, ) Са", 
жена -оо 


Ж 





та") 





ія степень х вт разложенін вт рядь зав т), 


гей степени х в разложеній у, то находимь: 


Мьозтожь но трудно убвхеться, Звивчаємь прожде всего, зто З'Е 


у» Коли 3, не рави: 





ул, то нисшій члонть кажгь взь ревложенін у, такь и 

знін р равенть постоянному кохичеству ,. Вьотокь случав разложеніг 

ін чу начинаєтся также постони. членомгь (равиш З). 
ти 

мото резхоїенів взорядь (по восходищихгь стелонихь а) "р вами 


доюсь, равивось--- Шусть уействительног резложеніє у вл яецре" 
| 


збь будеть 





ю 
льно нисшій чаєнь вь ревложеній ва рядь у будеть равень-- 1. 

- 
ь й, овначимь степень м, чревь д -- нисшую степень г вь цьгій 
удолжно существоветь равенство д--д-Ні, Дайствительно, такь как 
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- 
Ум, 
.С, Р 0, 
Л 
п 
Отсюда, означая нисшую степень є вь разложеній вь рядь 7, 
чрезь є,, Бисшую степень 2 в разложеній М(2"")-Ь.М/-Ь Р( а") 
чрезь б и нясшую степень г вь ф-цій 0,--чрезь 4,, получавм: 


"ПМ (а77)-Ь М Ма" 


є. бжех і 4, ь, 
. вк 


м а 
нисшій члень (по степени ж) в» разложеній у равенть-- г» то у (а 1 і" 


2.7) зі") . ау 
ес , уза . Вставивши зти вьшраженія для у, ей у" вь ур-ів (1), 


РР Р РОД А Р Лу 


; 
нан (если вьінесемь вь абвой части х ' ва скобки) 


А Р Р РЕ РУ Р РОД 


Такь какь нисшая степень х вь резложеній вь рядь вмраженія, стоящаго 
вь скобкахь, равна 9, то сліВдовательно 


бабака. 
Сь другой сторонь мим опред'бляємь и, тав», чтобьи і, (степень ж,) удов- 


зетворяло ур-ію дує-3-Рі,, ГАВ 9,--нисшля степень г вь цблой Ф-цій 0,2: 0-45 
У, КРО,оО (або мм разематриваємь случай, когда »,227,7-0); сявдова" 


будем имбть: 


. г . . 7 Фа 
тельно й|л-і. Йтаюь разложенін по восходящимь степенямь г Ф-цій ух 17 
п 


и и" 
начинаются соотвВтественно членами пн и --77 ОДНОЙ и той-же степени от- 
1 1 
носительно х. Оти члень не могуть бкіть равньми по ветичинів и против» 
ними по знаку (або м, есть одночавнь степени і,224,--7, в00бщє опредвляємьій 
язь Формуль (У 11) и (УПІ), а »'--одночлень той-же стєпени, ксторьій дол- 
жень удоваетворять тВм'ь-же формуламь., и слВвдбдвательно м", лабо совпвдаєть 


"7 Сь з, либо предстявлясть частноє его значенів); отсюда заключаємь, что 
! в фр Фп 
разложенів (шо восходящимь стеявнямь с) еФ-цій 2 аї гатзуР начинаєтся 


часномь, содержащимь г вь степени і,, также какь и розложеніє у. Йтак»ь, 
будеть-ди ), отанчно оть нуля, или ровно нулю, разложенія в» рядь у п 


дата начинаются членами одной и той-же степени. - 
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откуда | 


8сеп 


є,о-2 іа 
. зга 
Такь какь (си. внноску на стр. 44) 


/ ру б і 


то: 
к-т 
вт 21, 
ва! 
т. 6 
ве-т-р1 
Хі, 
мам"), 
и слЬдовательно 
зезаБ1 
- | Ф 21, 
Ти 1 
уч а" ), 


откуда (зам'вчая, что нистая степень х вт многочлен У. равна 0) 
заключаємь, что 
кот 

| | | ХМ 
(ХП)........У/,--Фин-(" о ). 

Итакь., найдя Х,--постоянному члену разложенія у вь ряд 
и опредбливши по формуламь (УП) и (УПГ) |прк помощи на- 
писаннихь вне значеній 0, 0 ,, 0,) систему одночленовь 
Ваео Нау, СООТВ'ВТСТВуУЮЩУуЮ 1 ИЗВ'бСТНОЙ СиСтем'В постоянп- 
НИХ ЧИСеЛЬ Зо, Дану» ПОЛучЮЬ нопрернвную дробь 





- ру урни 
о ант 
Ж. 





"у 


знаменатели й числители приближеній которой будуть нахо- 
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диться сь ф-цієй у в зависимости, виражавмой равенствомь ( Х.11). 
Изь етого равенства сл'Ввдувть, что, если положим» 


р р ко 
р нн 
и 
ДЦ 
кн, 
Мир 
то фія дояжна обращаться вь нуль при є2207), й сяб- 


ч-НІ 
довательно непрерввная дробь с бсовпадаєть сь дЬйствитель- 


ним» разложенівиь у вь непрернввую дробь. 

Такимь образомь, если найдена величина Хе, (помощью 
которой опредвляются 0, и 0,), то формули (УП) й (УПІ) 
внолийф опредфляють одночленн и, а также многочлени 0 и 0, 
соотвітствующіе избранной систем'5 постояннихь величин 2. 

Доказавти что формуль (УП) й (УТ) достаточно для 
опред/Вленія непрерквной дроби (т. ве. для опреділенія какого 
їгодно числа звеньевь 6я), вь которую разлагаєтся ф-ція У, 
покажемь, какимь образом вопрось о кахожденій зтой непре- 
ривной дроби рЕшавтся на самомь дбіль, т. в. какимь образом» 
изь формуль (УП) и (УПІ) опреділяются р, о. рим: 


Р РЕ ЕЕ АЛЕ ЕЕ В -- 


") Вь свмом' дб, павістнан Формула 
Чн--1--рн--1 
Ши НІЄУИа-рІГ ру 7 
даєть нам: 
Р-НІ Щи 
Мара ри--і З 


откуда находим'ь (вь силу зависимости (ХІЇ)): 


«СТ 


(25) а- 


в саЗздовательно 
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Опред'ливти у-ефоге постовнному члену разложенія у вз 
рядь, находинь значенія б ,,0, и 0,, опредфлявиня равенствани: 


6-с--- Р, брее-Ь фо Ро, дав оо ро. 


Ур-ів 4д,220-Рі,ц') дасть нам є, (степень ц,), Такь каке 
до (нисшая степень 2 вь ф-ція 0,)--изв'істно. 

Вставивши вь форм. (УП) и (УП) зкаченія 0 ,.6, к 9, 
положивши 2 


рого-ті, и зар, 


гдВ ар--неопреділенний кооффицівнть, и вибравши для 3, из- 
вістнов значенів, опредВлимь изь фори. (УП) 0.  Найденнов 
вираженів для 0, (вь которов входить а) ветавим'ь в фор- 
мулу (УПІ). Не оскованій вмшесказаннаго, мн дояжни полу- 
чить вполяв опреділенную величину для а, (и такимь обра- 
зомь будемь иийть цр-за с"), и, СІфдовательно, также вполиб 
опреділенння внраженія для 0, и 6. ТВиз-же путемь най- 
демь ц,, 9, 0, и т. д. 

Таковь ходь рішенія нашей задачи, примфнимнй в0- 
обще. Но вт большянстві случаєвь величина г, (по крайней 
мбрі, начиная сь нфкотораго значенія указателя т) остаєтся 
неизибнной, и формули (УП) я (УПІ) дають вту величину, 
также какь и внеошую степень 2 вв многочленахь 0 и 0. 
Вводя в» формули (УП) и (УПІ) общія вираженія (сь неопре- 
діленними коеффицієнтами) ф-цій 9. 0 ц, вибирая извістиня 
значенія для Х и уравнизая в» полученнихь формулахь козф- 
фицієнть при одинаковнхь степеняхь 2. получимь общія со- 
отношенія между козффицівнтами 0. б й у; помощью зтих'ь состно- 
шеній часто можно найти общія вкраженія для 9,, 0, и р, 


) См. стр. 37 и виноску на стр. 44. 
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3. Дифференцируя ур-ів (ПП) и всключая 4, изь цолу- 
ченнаго таким» образожь ур-ія и ур-ія (ОП), находниь (послі 
5-1 
сокращенія на а"7 ): 


(ХА) .. | Марині Ли) Марі, Мао, ДН 
Ме НА Реруру Ра На )0 ДМ  ) 
МЛ РІЧНОЗУГО, У наб! 
печі 


Перенесеж»ь в» правую часть равенства вев членн, не с0- 
держащіє ф-цій /,, /7, //, воб же остальнно членн-- в» 25- 
вую часть, и цереміним»ь знаки; соединимть затімт вь абївой 
- части вев членн, содержащів /,, и козффицівнть при /, озна- 
чимь для краткостя чрезь С,; поса того йзЗь обстальннх» 
членовь хбВвой части соединим ті, которне содержать /7. Тогда 
ур-ів (Х.ИІ) приметь вид»: 


(ХІУ). .. Мавур "ЗК ТОМ'є -- Мао М Х 10, --Маб'Ур, ЛЬ 


5 С, Ган Равури Раб РО, У, Раб 

колії 
Такь какь вев члень, кромі (т, /,, содержать р, кножителемь 
и такь-какь р, и /,-- несократимн, то, очевидно, цільй много- 
члень С, доджень также бодержать ф, множителем, т. 6. дол- 
жень иміть видь К,»,, гдв К,--пілая ф-ція. Вставивши в» 
ур-ів (ХТУ) К,ф, вивсто (7, и сокративши затіжь ур-іє на Ф,, 
будем нибть: 


( ХУ). ... Ма), ГИ РОМ МУ 1 Моб, Мав ти 
я 
ОК, не З РО, У Р'Оув- РО, РОД є, 
зщзі 


Цодобним»-же образом» найдем» ур-ів: 
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(хУТ).. 2. Мабуеи -Н((М'є -- МУ Бе 4.4Н.Ма)в, Мав нн 
КІ р, - -200,2/1--10"0,2--- 08, ррив 0127. 


гд5 І, означаєть цілую раціональную ф-цію. 
Разсуждая совершенно такт же, Какт вь 5 1, найдемь фор- 
муль, служащія для опреділенія К, и І,: 


(ХУП).... Ку НУ) (ВХ Хі-рба)-6(О1-НИУачн8,) 
(хуш). .. Іуя(9,--1У)6, хі 3ьв'а)--8, 1--МРачн 1, 


причемь 9,--цбілая функція, которая опредфлявтся формулой : 


(ХІХ) ....(02--1М79ж-ь Род щ и М8,. 


Нетрудно убідиться помощью  непосредственной  подетановки 
(принимая во вниманів найдениня соотношенія), что ф-ція 


М-Ь Ру 
"и о 
ц,--е (у Фо) 


удовлетворявть дифференціальному ур-ію 





Ф т 8 

СКК) Май Мав КУ 

зас 
а функція 

но, 

Фи ) 
шеб 
Р у --/ 





удовлетворяєть дифференц. ур-ію 


РОЮ, 3 


мо). 


фе 
( ХХТ)....Маб, ра ЗНО МУ хі Ма), Мав, пре ші о чут сей). 
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4. Ксля Р--0, т. в. ур-іе, которому удовлетворяєть ф-ція 
у, ниїеть ВИДЬ 


ф 
маг Му 9-0, 


то вторая часть ур-ія (ХУ) исчезаєть. Вь отомь случав /, и 
М 
іт 
ф-ція оно й (у/,--р,) удовлетворають одному и тому-же 
линейному дифференціальному ур-ію 2-го порядка безь вто- 
рой части: 


Фи тон з Фи 
Мая Р Г( Мх--- М 2.і,-- Ма), -- Мав че Кома. 
Коли у удовлетворявть дифференц. ур-ію 


ду 
Мао МУ -Ру'з- 0, 
т. 6, если зе, то нсчезаєть вторая часть ур-ія (ХУ 1); вь 


- М 
отомь случав г, и ф-ція і же (2- ) удовлетво- 


ряють длинейному дифференц. ур-ію 32-го цорядка безь вто- 
рой части: 


М Мо МУ Хв Ма І, се 
жа 2 ді 2) "о 12 нот. 


Коли, наконець, ф-ція У уговлетвораєть дифференц. ур-ію 


то какь числители, такь и знаменатели приближеній непрернв- 
ной дроби, вь которую. разлагаєтся у, удовлетворяють линей- 
ним» дифференціальннить ур-іямь 2-го порядка безь второй 
части. 
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5 3. 


Разсмотримь, вв качествів приміров», шбоколько частимхь 
случаєвт. 

1. Разложимь вь непрервнвную дробь функцію у, опреді- 
лявмую дифференц. ур-івмь 


4 
(а--пу іно. 


Изь зтого ур-ія получаємь два разложенія у вь ряд»: 
одно по восходящим»ь, другоє--по нисходящимь степенямь х; 
саВдовательно для у могуть бить полученн непрернвння дроби 
обоихь разсмотрівнинхь нами видовь. Ми ограничимся опредб- 
ленісиь непрернвной дроби, соотввтествующей разложенію у в» 
рядь цо книсходящимь степенямь 7. Йтакь мн воспользувися 
формулами, найдениния вь 5 1. 


Вь разсматриваєномь случаб ми имбфем» : 
М--а'--1, МавРес0; Ока. 
Разлагая у вт рядь цо нисходящимь єтепенямь з, находинь; 


с-раг''-Ніа"?"Ь...... 





Сліьдовательно 


Хотефулес 





0 ця 7 Раш 0, бе Ме ФР 1 , 0. б - - М Рерог-0 


Даліе ?) 


зо, 








ч) Ом. 6 1, стр. 11. 
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но такь какь т, не ножоть бить меньтів Ї, а у, женьше 
нуля, то жзь ур-ія 
ут, едяе1 


заключаємь, что 
: т, -- 1 9 


т. 6. можно положать Х,она,цє РО, й 
є у со 0, 


т. в. 0. -- Сдпзі. 
Внибираємь постоянння числа у такь, чтобн 


вича, 
Дахіе можемь положить"'): 
о, пе-В, 
Формулн (7) я (8) дають нашь соостнотенія: 
(дата Ва В нава 
(а Кая Ва 88 нє НЕ, )ЧНвицатв, | дат»; 


для поз) посліднев состношенів напишется такь (в виду того, 
что 0 ,--0): 
(2"- -1)а е(2-ЕВ,-- 8. ані) 8. 


Изь зтихь соотношеній похучаєм»: 
(1)....а.аседп-р1 
()....В.а КВ фа 
(з)... (Ваг В.)ана вон 0, 





7) Си. 6 1, стр. 11. 
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(4)....--аан (Ва Ван 8, 0 для п»б, 
и для по-0;: 


(ь)... че Во В)б, б). 


Сложивши равенства (2) и (з), вставивши 2л-Ь1, виїсто 
дяді Н8іїДемь : 


(2п-Ь2)В, а - дп В, 0, 
откуда 


п 
(в). . чи 
Такь какь О0,--0, то сяВдовательно /,2-0; состношенів 
(6) показнваєть, что В,«-0, В,е-0 и вообще 8,--0. 


Состношеніє-же (2) и полученний только что результать 
показнвають, что и 0,220. 


Изь формули (4) каходим»: 
(7)... .Вщца-- буе- (дп 1) дія по»й. 
Положивь па-і, получимь 
0, ее0,--3. 
Изь соотношенія-же (5) каходимь: 


0, р пт а -- 1; 
слфдовательно 
0 за оф 


Положивши вь форм. (7) пе-2, получим»ь: 
0, ее, ав о оЗ 


Легко видіть, что вообще 


ПТУИРЧІ 
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Вь сажоюь дВлв, допустимь, что формула (з) справедлива для 
пазсу--1., т. 6. нифеть місто равенство 


б це2--0--1). 


Полагая вь форжулі (7) по-у--1, находимь: 
вав. а--(29--1)22--(»--1)7--(2-- 1)ж----м", 
-т. 6. форшула (з) вірна й для позу, Такь какь формула (з) 
оказалась уже справедливой для п 21, 2 и 3, то, вь виду 
только-что доказаннаго, она справедлива и для п-- 1, 5,6 ит.д., 
т. 6. для всякаго п. 
Итак» 

О по, по 

Хентана Вас (дп -1)х 

раза ту баттт, при реа дво 1, 


и сябдовательно у разлагаєтся вь непрернвную дробь: 








(п--1)? пі 


(а ж- "(длаїуач за 


Посиотримь, внражаєть-лй зта безконечная непрернвкая 
дробь ф-цію у, т. в. стремится-ли приближенів 





с п 1 
й 1 22 
Ба 
(п--1)? 


когда тіббезконечно возрастаєть, кь ф-цій у, какь кь преділу: 
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Сь отой цілью найдемь дифференціальнос ур-ів, которому 
удовлетворяєть знаменатель п-наго приближенія. 
По формулі (25)7) 8 1 каходимь: 


и затінь по фори. (26) 
Ке---п(п1),. 


Такь какь Ро-0, то ми нифень первий изь осхучаєв", 
разсмотрвннинхь вв 4-иь члені 8 1. Ур-ів (28,а) прини- 
масть вид: 


(9)...... (2-1 аа ант 1) м--0 


дтому ур-ію удовлетворяють знаменатель т-наго приближенія 
/. я ф-ція ц,ееу/,--р,. СлВдовательно общій интеграль ур-ія (3) 
можеть бить вкражень так»: , 


цеє С, "би, 


Сь другой сторони извістно, что ф-ція Лежандра Х, 
удоваетворяєть дифференц. ур-ію (9); позтому при опреділвн- 
ннхь значеніяхь С и (" пройзвольнихь постояннихь С, и Й, 
должно ймЕть м'всто равенство: 


хан Ом, 


Опредфлимь С и С. Функція Х, и /, -- цяно много- 
члени степеня тп; ф-ція же и, даєть ряць, расположенний 
по убнвающим»ь степенлизь х и начинающійся членомь, содер- 
жащимь хо вь степени--(лп-Ь1); слідовательно 


Се б, 


") 9гой еормулой чожно б лои-бь вогепо'ьзОовіться й для Опредваєнія 
В, и 0,, чтб значительно сократило-бьш вьічисленія (см. прям вроду: й). 
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и ян нибфемь просто г 
ХУ, 


Приравнявь другь другу козфіфицівєнти при 2" вь оббихь 
частяхь втого равенства, кайдемь (7. Козффицієнть при а" в 
ф-цій Х, равень, какь изв'істно, 


1.3.5....0п--1) 
12.3.... п | 


Кооффицієнть-же при х" вь многочлоніф /, равент 
1.3.5.....(2п--1), 


очтб сябдуєть зь закона образованія знаменателей приближеній 
(фориула (4,2), стр. 5). Йтакь 

1.3.5....(2п--1) 

13 по 7135. (2п--1),С, 
откуда , 


Е слідовательно 


Дає1..3....пХ,. 


Легко видіть, что, при возрастанік п до СО, /, не иибеть 
конечнаго предбла. Но мив покажем», что, когда тп увеличи- 


? 


ваєтся до 00, отношеніє стремится к'ь конечному предблу, 
в 


и яиенно кь функцій у, для вебхь значеній 2, кромі тіхь 
дЬИствительннхь значеній, которнхь абсолютная величина «71. 
Сь отой цілью введень новую перем'нную 2, положивши 


зева-- є --1, 


причень корню | 2?--1 будемь придавать знакь  одинаковнй 
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со знакомь г. Для всякаго х, крож дійствительнихь єго зна- 
ченій, заключенкнихь между--1 и -Ь1, Мод(2)«01). 
Вводя перемінную г вь ур-ів (9), получимь: 


7 а 
(по)... ПРОВО ре Ре СВ єго г 


Найдемь общій интеграль зтого ур-ія; при зтом'ь значенія пе- 
ремвнной независимой будем'ь ограничивать условісиь Мод (2 ) «11. 
Положимг: 

шана. ю, | 


гав ЕК оставжяемь покуда неопредіфленнни». | 
Дифференцируя посхвднеє равенство, находимь : 


Чи ду 

рі ейа" о Ра, 

Р і Ф 
чат Н- Тато За М 


2? 





Вставивши вв ур-ів (10) зти внраженія для ф-цій ш Ж вя 
производних», найдемь дифференціальнов ур-ів, которому удо- 
влетворяєть м»: 


(1).. .... РЕ БАН ПР 
-Ь4ЧКОК--1) (1-2?) --2ка'--п(п 1) (1-2? паз 0. 


Вибираємь К такь, чтобн лбівая часть зтого ур-ія сокращалась 
на 2", для чего козффицівнть при ю должень ділиться на 
28, т. ве. вираженів 


К(К---1)(1---27)--2а--п(п 1) (1-2?) 


") Си  Неіпе, Напірцеп дег Каєвіїапсбіопеп, В. 1, 18178. стр. 40,41, 
49 в 60. 
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дояжно діляться на 2. Для зтого же необходимо и достаточно, 
чтобн 


А(к--1)--п(п -Ь1)-- 0, 


откуда находимь для / два значенія: п-Ї я --л. 
Дадимь сначала А шервов из зтих'ь значеній; вставивши 
его вт ур-ів (11) сокративіи посліднеє на 2"Т?, найдемь : 


а-дуба 5-НГдл-н2- (дпа 42 ЗРАИЕУ НИ ржж 
Одинь изь интеграловь втого ур-ія есть 
пр Р(, пп, 2') 


для значеній 2, удовлетворяющихь условію Мо(2)«31-: бо 
вт» зтомь случа? гипергеометрическій рядь Е(., 2-1, п-р,2)-- 
сходящійся. 

Мн слідовательно 4 имвемь  одинь частний йнтеїражь 
ур-ія (10) для значеній 2, входящихь вт нате разсмотрінів: 


шва". Е(уп-кі, поріз), 


Другой частньй интеграль ур-ія (10) найдемфь тіиз-же 
путемь. Положивти вь ур-ін (11) Ко-о-л и сокративти за- 
тфизь обВ части ур-ія на 2", получимь ур-ів: 


2(1--2 2. Мрурони 1)г б те реє 0, 
Отому ур-ію удовлетворяєть функція 
-ев( тп, іт є) 
и схВдовательно нифень второй частинй иктеграль ур-ія (10): 


цена". (ть; тує). 
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Итак для значеній 2, удовлетворяющих условію Моф(2)«СТ, 
общій интеграль ур-ія (10) можеть бить написань вт виді: 


цазбуе. КО, п-К1, пор, 2") ть з т, 2). 


Функцій /, й у/,--т, удовлетворяють ур-ію (9); рав- 
сматривавння, какь ф-цій 2,.0нф представляють собою частиня 
рЕшекія ур-ія (10). Слідовательно, при опредбленнихь значе- 
ніяхь С и С), СУ и СУ пройизвольнихь постоянннхь (С, и (», 
имйють вз'всто равенства: 


(аз. ані Ел) НОЯ В?) 
(5). . УСТАНОВ Я піт Ра ВО ДАРАИ 2 б т, 5- ть). 


Опредфлимь (1, С, СУ и СУ, Обі части равенства (а) по- 
уножимь на 2"; получикь: 


(0....2" а СЙУЧЕО, п 1 ячна 2?)-СВО, ть 1 ть). 


Легко видіть, что функція, стоящая вт» лбвой части, есть ці- 
льЙ многочлень степеви 2 относительно 2. ДіВйствительно, за: 
висимость между перемінннии 2 и є | 





2-2 Й 2-1 
можно представить вще в» виді: 
1-2 
доти 
22 


Сліьдовательно, введя 2 вь ф-цію /,, которая  представ- 
лявть собою цілий многочлень єтепени » относительно 2, й 
помноживши полученньй результать на 2", будем им'бть цілій 
многочлень степени Зп относительно 2. 

Функція Е(іп-РІ, нор), стоящая вь правой части 
равенства (с), представляєть собою ряд» безконечний; ф-ція же 
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Е(5--поі-т т) єсть цільй многочлен степени Дт относи. 
тельно 2. Слідовательно (час, и таким» образом» мн нибфемтз: 


(Ф......2/еСЕ(ть т). 


Опредфлимь постояннне членн (не зависящів оть 2) ябв- 
вой и правой части равенства (а); приравнявь их» другь другу, 
кайдень С. 

Занічая, что козффицівнть при а" вь многочленів /, ра- 


вень 1.3.5....(2п--1), не трудно видіть, что, посяб замфин 
22 
вь ф-цій /, перемівнной хг чрезь рацій, помноженія ф-цій /, 





на 2". постоянний члень полученнаго таким» образом'ь резуль- 
тата будеть 

13.5....(2п--1) 

нн 


Таковь члент ябВвой части равенства (4), не зависящій ость 2. 
Члень-же правой части того-же равенства, не содержащій 2, 
равень С), ибо постоянний члень многочлена (2 --п.2-- 1,2?) 
равень 1. Йтакь 


соі3 . | п-- 1) 











и слфдовательно 


ПРИН о РУ 


Обращаясь кь равенству (Р), зам'вчаємь "), что функція 
у/--р, даєть рядь, расположенний по нисходящимь єтепе- 
нямь х и начинающійся членомь, содержащиямь г вь степени 
--(п 1); иначе говоря, у/,--ф, даєть ряд», ядущій по воб- 


ходящижь степеняиь -- и начинающійся нчленомь, бодержа- 


") См. 8 1, ур. (Ф, стр. 4. 
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1 порі, Заквиивши Зо чрагь о 
ЩИМь г вь степени п-ЬНІ. бамінивши г грез пп по- 


їлучимь рядь, расположенний по восходящимь степенямь 2 и 

" пачинающійся членомь, содержащямь 2 вь бстепени п-ЬІ. 
Ф-ція 2"НЕ(Ет-Б1, пр; 2), стоящая вь правой части ра- 
венства (0), есть также рядь, ндущій по возрастающиюь  сте- 
пенниь г и начинающійся членом», содержащимь 2 вь степени 
п-Р1. Что же касаєтся ф-ція 2 "К(2--п,,--п,2?), то то 
есть рядь (кокечньй), идущій по восходящимь степенямь 2, 
но начинающійся шчленомь, содержащимь 2 вь степени--- 7. 
Отоюда слВдуеть, что 


2777У9 


п таким» образомь ми имбемь просто: 


у/,- Фа ОТеН'К(Е, 2-1, пе 2'). 


Опреділимь козффицієть при 2""" вь разложеній вт рядт 
ф-ціяй у/,--,; С будеть равно зтому козффицівнту. Сь зтой ціілью 
воспользувмся зависимостью |) 


оо виваю ооо Мн 
ЗК ЛО ЛА, Аг 





у/, -Фито 


Очевидно члень, бодержащій внстую степень г вь раз- 
ложеній вв рядь (по нисходящимт степетям) ф-цій уущ-...Улл- 
равень члену произведенія ХХ,....Х,ць бОДержащему внстую 
степень 2, т. е. равень 


13.5....(2п-- 12". | 
Такь какь, дахбе, 


авіа о «Шазнітт т 122282 ..тї, 


7) Си. 5 1, стр. 3. 
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то изь написанной вне завасимости слбідуєть, что член» раз- 
ложенія вь рядь ф-цій у/,--о,, бодержащій внстую степень 
х. равень 

122232......п? 1 

13.5. Отаїуаєі 

Отсюда-же заключаємь, что разложенів ф-цій у/.--ф, в» 

рядь по восходящимь степенямь перем'бнной 2 начинаєтся 
членом» | 


дл, 1. 92... т? чн 
1.3.5... "пт? 
Итакь 
(7! --- дя нн. 12. 27. 92.. 
М 177 13. у 
и блбдовательно 
12.22.32. 


(13)  ..у/,-,яе2" 13.5 і АС; 9). 
Разділивти равенство (13) на равенство (12), получам»: 


5. Р ом 27. завиенан ТП п? ди ЕС уп о223) 
(УС 2 193551. (пот) | Болі пугяу 


Не трудно показать, что, при условій, принятом'ь нами: 
Мой (2)« 11, 


правая часть равенства (14) стремится кь нулю, когда т воз- 
растаєть до 00. ДЬйствительно, 


Й Її 
іт (льні ль або т В-ль б) 
Дахіе, по язвістной формулі Й/айаз'а, 


й 2242.62....(Зп)з У т 
"т їз 32.53. (дп 1Р(2 1 о З 


І 
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и слідовательно 


; би 12.22.32............тя 0 
то 12.32.5....(2т- 1)Х дп-1) 1. -т. 
Наконець 

т (2 хаоочо0, 


нбо Моа(г)«21. 


Таким'ь образом 
» Ф, 
У / п? ясзоб 


. Ф, 
ітооає 
7 У 


ИЛИ 


Мь пришли кь зтому результату, ограничивая свой разсужденія 
условівнмь Мод (2)«11. Убсловів зто ограничиваєть обхаєть 
значеній нашей первоначальной первмвнной независимой г в» 
том» смислі, что яз» всвхь зкаченій, которня жожно прида- 
вать 2, должин бить иосключенн дійствительння значенія, 60- 
держащія между --1 и --1. Такямь образомь для вевхь 
значеній г. кром'в зкаченій --1.......-НІ, 


іт б'язу, 
т. в. найденная нами непреривная дробь --- сходящаяся й ви- 
ражаєть собою ф-цію у. 
2. Возьмемь дифферекціальноє ур-ів 


Чу 
"РУ 


пу АЛ -- Й). 


т? 


Разлагая вв рядт ф-цію у, удовлетворяющую зтому Уур-ію, 
находим: 
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са-да Удав з 


ТД с--произвбльная Постоянная. 
Такь какь для у получаєтся рядь, расположенньий по 
убювающи»мь степоняюь г, то для полученія разложенія у в» 


вепрернвную дробь мн должни воспользоваться формулами, 
найденнний вв 8 1. 
Итакь, якфемь 


Мо Месой, Ре-0, кі, 


ї сл'бдовательно 


бі, 
в, є Сопзі. 
и можно положить: 
хи а,2-Ь, 
О,ягпое-Б,. 
Дахбіе 
/ 
ване, бе, Оу. 


Полагая (для п220) 
Ві о), 


и примфняя формулу (25) (стр. 29), будень пибть: 


ьз 
па? Оп, в -Е0, еа2, 5, для по). 


Отсюда (для п7»0) 


У ті? 
В,«0 
б 
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Формула (7) даєть нань (для п7»0): 
(2п-Ь1)є тан В аа з 
іа 0 
а, --21.-І 
Итакь М 
2 


ЛЗ / 
вен» дян, ті, она ра нн (и Т У 


для 720 
Такь вакь 0,--/(1--с), то 


реа бо Ї -- с). 


12 
Далі 0, --» О як, и сябдовательно по форми. (7) ям'Бем'ь: 
2 





Для рітенія вопроса о сходимостя зтой непрернвной дроби 
найдем»ь дифференц. ур-ів знаменателей приближеній. 
По форми. (26) каходи»г: 
з 
Кее-пп-р1) 5 


н такниь образомь дифференц. ур-ів (25.а), которому удо- 
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влотворяють знаменатель /, п-наго шприближенія и функція 


рр 


иа (у, пд (у/,-- 9.) шринимаєть видь (посяб 


сокращенія на й У 


би икруіВ імен 
(а)...... х'єда ач З яри СВ Ума 


Изь зтого ур-ія не трудно найти /, и рядь, представ- 


/Д 
ляющій разложенів ф-ція є" (у/,--,,) 
Такь какр Ж, Аа. А, -- первой степени, то /, -- 
Жногочлєнь Степени 7. Полагая 


Дон" РА... ВА, 


найдежь, при помощи ур-ія (а), зависимость между двума по- 
сльдовательнний ковзффицієнтами А, и 4,: 


(6-1) і 
7 п(п-Ь1)-КО4ІУ НЄ 


Лавая К значенія п-- 1, п--2, п--3,...., получимь: 


4 


(п---1)/ пп --1)12 
"-2770(2п--1) 718 12.2п(2--1). 


(под), пп--1)(по-дО | 
3(2л--2)7"7 1.2.32пдп--1)п--2) 





У; Р А,, 


РАНИ СБ В ЕХ Ск З 
"7713....К2цдп-- 1)іто-3).. ..(2п--К-1) 
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Такь какь члень многочлена /,, содержащій висшую сте- 
пень х, равень внстему, по степени 2, члену произведенія 
Хі... ..А,, То блВдовательно 


кло1.3.5....(и - 1). 
Такикь образом» | 
(8)... ек 1.3.5...(дп-- 1 б зум ЧІ за стува 
р ау в 
нн 


Изь соотношенія 


ран о зо Вінн 


Ко 2... Ума 


слбдуєть, что ф-ція у/,--?, даєть ряд» (расположенинй по 
нисходящимь степенямь 2), качинающійся членомь 


2н.31 1 


00.4. С-1У- Фо 3 5 торі) ач? 


ибо вношій цо степеня х члень разложенія в» рядь произве- 


денія уу,....Укргі 8СТЬ вНОніЙ член произведенія Жуда - - . «Ха 
ІЛ 


Такь какь є" разлагаєтся вь рядь, ндущій по убнваю- 
щимь єстепенямь 2 и начивающійся постояннниь членом», рав- 
1 


нни» 1, то сафдовательно ф-ція ет (у/, и) даєть рад, также 
расположенньй по нисходящимь степенямь г, начинающійся 
членомь, равнимь каписанному внше внраженію (1). Опре- 
дівлимь зтоть ряд». 


Полагая, что е"(у/,--7,) разхагаєтся вь рядь 
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В рада і, лк 


Ва 
(3)... янбоафо банк 





С 
дв Ва се (--1)(01 --с); 3155... .Олїлу находямь из» 
ур-'ія (а) сльдующую дзависимость можду двумя послідова- 
тельними козффицівнтамя В, я Ва: 


В (пою 
чн "(УК к 1)-щпя гу! Зине 





Полагая послідовательно К--1,2,9,...., получнмг: 


(ль 1) 1 
прот дп 9 Ватт Вин 


- (п 2) у (ль 1(п 42)ій Й 
3779(9п43) чн 771 202142) п 3) 


В 








Ва 


во щ (а-Ь1)(п-Ь9). (по 4 
877123....К(29п-2)Оп-р3)... ..(порЕЗІ) ЯН 


Ясно, что ряд» (8)--осходящійся для всякаго значенія 7, 
и потому можем» написать: 


Іа Ва В, пк 


Є" (у/-- ри) НТ «ето Я а -. 


ИЛИ 


. а-оімчн. Гі 15 
(в)... 6 у - Фу (- 1). уні 9.5 «(лч1) б "о . 


(лА1)(п-2) | А (п-1)(п--2)........ (яю) Лу 


1 "309 тн ВЧ КОЗУ. (дл Ним 
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Разділая равенство (є) на равенство (8), нахоцимт: 


2 0 (озвуідчн 
"зо з зол я Отакі) 7 
1 (л-Ь1)(п-ь2) 0840 1а 
ее і. 9, мні ФО г» 
га ізація гуїє Р... 





ИЛИ 














Фи суч вм 
У НУ ж УНІ 9 і 
11 00 (а-рі)-2)  /е 

1 Зо Ж 13(т-р2)0л4 8) ай 
ж 1 11 п(п--1) ПУ 
Зрада 





Сь возрастанівмь т до 00 вторая часть отого равенства 
стремится кь нулю для веВбхь значеній є (кромб 2--0), ябо 


(2-К1(п-2) 4 А? МИ 
Р "у 1. 20 оратора і 
йті - п о ан 1 
1 Ті - Ча--1) 0 І? б 
То 122пдп--Туай б" ТО -оо є 








и произведенів 


1 Су 
24129251... (д2л--ЇуКдп фі 


при "п. безконечно большом' есть, очевидно, величина безко- 
нечно малая, если только 2-Є0. Д'вйствительно, зто пробйзво- 
денів можно представить вь виді: 


УЛ ЛИ Ли. і й й п 
Ук рирюгриюрюаюто явугртотяв утри ортоттиоі 





73 В. ЦИММЕРМАН". 178 


- 


Каковн-бн ни били / и 2 (при том только убловій, 


чтобн г-Є0) можно опреділять число ЕК так, что будемь 
им'іВть неравенство : 


Мод (акред єе 


гд5 од правильная дробь. Тогда тфиз бохіе 


Ма (аву «ся 


(зако) 
Мої З(28-Ь5)х «1 


и т. д. 


Такять образом, если положимь 


м С Л А В во й Л ) 
"ар да 2.30 23 2.5а (8-1 уа З-Д 


причемь т, означаєть величину конечную. то модуль произве- 

денія (7) будеть меньше та" "1, й ольдовательно пронзве- 

денів (7) будоть стремиться кь нулю сь возрастаніємь п до 00. | 
Итакь для всякаго г, кромв со-і), вторая часть равен- 


ства (7) есть , величина безконечно налал при т безконечно 
большомг ; другини словами. 


іт (Є) 7 зу, 
Й по2 19) У 


й потому можно написать: 














П1-- с) 
с п 
2 а й 
Зако 1-Й 
Ба 


РУ 
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Вь конечномь виді полньй янтеграль взятаго нами диф- 
п 


ференціальнаго ур-ія виражаєтся ф-цієй 1-- Се ". Слідовательно, 
при извівстной зависямости между С и с, зта ф-ція дояжна 
бить равка кайденной нами непрернвной дроби. Зависимость 
нежду С и с должна бить, очевидно, сявдующая : 


С сас--ї, 
и такимь образомь мн кмфемь: 
Ь 
1-(с-Тувіазс- ПО 9) із 
о п 


ЗР 
Ба 
Ча-Ь. 


Цоложивь 
сес2. іе---2, дес, 


? 


найдемь извістную формулу 9йЙлера: 





3. Зайненмся разложенівмь вт непреривную дробь ф-цін у, 
заданной дифференціальнимь ур-ісиз 


4 
2(а3--1)39--(22--1)учра?--б, 


и именно найдемь непрерквную дробь, соствітствующую разло- 
женію у вь рядь по нисходящимь степенямь 2: 


са-Р1-Н3Я"-Ь.... 
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Ва разсиатриваємомь случав мн инбемь: 
ХомеФфостсї 41 
Мена 22-11), Меса (22--1),Реє0, Фе 
8 ро Ре0. бе 0/4 Му Мр Ре, аа Ра 12, 


Внстая степень г вь шногочлені 0, равна 2 (си. 8 1, 
стр. 11), и потому можень положить: 


о, АВ, Є,; 
при зтомь 


Адсто Вз0, вбуо- 
Датіве, д--2, и оабдовательно 
7 тд Рука бо 2. 
Такь какь 0,21, т. в. мул 0, то 
| те2, 
я потоку нужно положить: 
хазаця? фе. 
Нетрудно доказать, что вообщео 
у, 0), 
т. в. 0,-- Сопзі. Допустим» сь зтой пілью, что 
8, --Сопзі, 
тдв є означаєть каждий язь указателей К, К--1...2.1,0, 


и докажем», что в» такомь случаб и 


бал пить Сопзі. 


! 
176 || 0 РАЗДОЖЕНІЙ В'Ь НЕПРЕРБІВНУЮ ДРОБЬ ФУНКЦІЙ. 76 


Такь как», согласно допущенію, 0, -- Сопзі.., то Х,,; НИветь 
вид ані? Кв Са при а «70 (для "--0,1,2,....К). 
Формули (7) и (9) параграфа 1 дають намь состношенія, 


0, 
( і ). г СА чад "а В а "о Ваза т рун нано) 


(2)... 2(27--1)(2а, ен, ) «Аа - 4, )29-К( В, Ва 


' В, 
(Са - С) Казані аб фе) по АР | ва 


Изь отихь соотношеній находимь: 


0, 
(з). - аца РА чн 


б, 
(4). и Вин ви нн 
(з) ЖК зага ( Аа 4, аа 
(8) б бат (Аа - А,)біча НОВА - Ва 


Равенство (5) (такь какв а 0) Даєть намь: 





Ааго Ач; 
отсюда (для г--0,1,....К) 
Арт АЗТУ 1) (ген 1). 


Изь соотношеній (з) находим": 





() 
мет Ффаіттфт-З. 
п В чн т 


0 
Помноживши на -- М равенство (є) й зажфтивь, что 
Ж 


« 
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6, 
Аа 4,2, зас, будень нибть: 
Мерарі . 
иа зала (4и-ь 3)( да -- В) 
.б 
Исключая затбит язт ур-їй (4)и Он ца» НаХОДИМт: 
"З 
(47-Ь2)8,, --(4т-ь 4), «- б, 
откуда 


2т-ь2 
Ва ррідо 





я такь какт /), то слідовательно /),2-0, Д.--0 я воббіе 
В, 0; 

отеюда-же й изр сооткоїенія (7) слбуєть, что 
зате б. 


Таким» образом» соостнотенія (1)я (2) прикикають вид»: 
6, 
С ПАДКУ ач 
Руна 


(2)"..За ат 22-Т)-042-6, ,-( Ха,зааічно а 6 


ге) 


дтя сооткошенія, вь силу едіВланнаго допущенія, имібють 
жбсто для го-(),1,2....Ю--1.Ю. Полагавит г-- Й; тогда соотко- 
шевів (2) нацишется такт; 


с у 
заз (22--1 )-(да8-С а Санчо, ва - б 
3 
Отеюда, заж'Бчая, что у, Степень 0,,,, не можеть бить 


вние 1 (йбо у, | 226-- То бо 2, ту, Пе меньше 1», прихо- 
динь кь заключенію, что 
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ване (орі. 


Итакь, если 6,--Сопзі. для то-0,1,...й, то ото равен- 
ство справедливо й для 722к--1. Такь какь 0 221--( опзі. 
и легко убідиться, что и б, -2( опзі.. то слідовательно 


0, аеСопзі., бул Сопзі. и вообще 6,2 (пі. 
Такимь образом вообще можно положить 
Ха ж сил? з Ж Са 


0, я-(дп-рда?-нС, ; 


причень 


0 
зацацучач 3. 
и А п В 3 


До вихь порь м не давали никакихь  опреділен- 
нихь значеній постояннняь величинамь у, которний ик мо- 
жень располагать по пройзволу. Винбираємь теперь яхь такь, 


чтобн 
вин 1 


Тогда, вь силу написаннаго ввше состношенія, будень нибйть: 


(в)... -вуяе--(4п-РЗ)рицн- 


Остаєтся такимь образомь найти С, с, й ру Виїсто 
того, чтоби опреділять зти постоянння величини изь соботно- 
шеній (1) и (2)", обратимся кр формулі (25 ) параграфа 1-го, 
что значительно упростить діло. Вставивши вь зту формулу 
написанноє внше внраженів для О, я замінивши 6, и 0, , по 
формулі (в), каходни»: 


( Зп 4Ь5)2а? 4 (Фк 1)С,29-Ь СІ -- 2-22? 1)-- 
-- (Ат 3 (по 1 р, ас 2(22-- 1) 5, дія п2»0. 


аю ОА - 
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Х 
Такь какь лбвая часть не содержить нечетинхь степеней 7, 
то н правая часть не должна ихь содержать, и слідовательно 
можно дпцоложить 
3 се. 


Вставивти зто внраженів для 35, вт» наннсанную формулу. 
найдент: 


В ездп(дп-1) 
(Фон 0)С, ув дп 1) 
5-3 (Чт 1) Фк 3) воза од для п720 


Изь носл'івднихь двухь равенствь находим»: 


1 1 | Зм(дь 1) 
(2) ." 7777941) гру у Е 
1 
(ль ПУбннеЗуенн (дян 05 ду й 
у вен | 1 ул) (дпутьнтув. 








2 | Ап "З(ан1) 2 084 4поі (4пчн1)! 
откуда 
б (ау(да-1) | 0 
ОД ДУ с ОТО РУ РУ Ру 
при 
(), 1 
во 
Для опреділенія с, возьмемь зависимость 
СаО, ге (іп р З) є з 


которую получаєюмь из» соотношенія ()", полагая тост и ЗА. 





і, 
хічая, что  - ---ефп-3. 
Ви 





м 


80 0 РАЗДОЖЕНІЙ ВЬ НЕПРЕРЬІЗВНУЮ ДРОБЬБ ФУНКЦІЙ. 80 


Вставляя сюда вивсто С, и С, Значенів, даваєння 
й 
формухой (9), находимт: 





, 1 1 04 (2262)(п43) да(данї) 
- 0 с4пяьЗ 0 (дна)? Зп | (дл) дні 
"(Фаз5(фич1) Дп-р5 | Ап Ап 040 ач 
Олну (ану 
"4 4пі1 
Отеюда 
(21-61) (дп -р 2) 


ни Г(4аЬ3У (Фо р3 іо 5) 
и слідовательно 


сану - (яз) 
(1... ана" ЯР жна "(Фа-Б1)(Фо-Ь3) (Фон) 


Найдениня внираженія (10) и (11) для мур й Худ, ВИЙСТВ 











сь значеніями р,се-- у Й Жожеся-1, дають нам» разложеніс 
у вь непрернвную дробь: 
1 
са-ніз- . ; ж 
, 1 2 3.5.5. 42.52 
7713 35 "оф Ж 
И 8 1 9.9.11 
ь1 7.9 53 61 
42 -- о -- 
911 11.13 


Найдем» дифференціальнов ур-ів знаменателей приближеній. 
По форм. (26) параграфа 1-го находимь Ц|заифчая , что 
б, яе Сопзі., 0 яв дп-КТ)22-ЬС,, 5 Ве д-р ба: 


К,ее---8, | 2л( дп 1)24 (Ая-Ь 1)2-- 2)----0, поп 3)г. 


| 
| 
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Такимь образомь ур-ів (28.а) которому удовлетворяєть знаме- 
натель п-наго приближенія, принимаєть видь (песлі сокраще- 


нія на 0,): 
Фи Фи | 
(12)... «а"--1) р (Фа"--9) зп З)х.ліне 0 
дтову же ур-ію удовлетворяєть ф-ція 
Е -е 1 
ше М сао -одчо (уу,--фе) не (У т») 
и слВдовательно ф-ція (/,зу/--, удовлетворяєть ур-ію 


ФУ ай 
(з)... (а?--Т) да 2277--Кда( дач 34210, 


Вели положим» 


По 


1 
5 7 
то ур-ія аз) и (13) преобразуются вь сявдующія: 
| аз Фаи 
азу... 81-23 КО пт мес 


2 
азу... ра НИ зву -Татнн3у рено 


Похожямь теперь 
| шасі ".о 


Пра 1 


Для о и ИЙ найдемь дифференціальння ур-ія: 











Да--1, 4п--114 2п-1 
(4) ...5(1-- з ря | За ши ра Ах 


я 


у2е0 
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4 а 
- т) ра и 


щія 


суть Є); 


, Па" К-т -унЗтнь б) 





(12) яжфеть видь: 


ля Си, з 


» степени Зп относительно 7, а 
щая ряд, расположенньй ло убь- 


знающійся членом», содержащни» 
Отсюда (зам'ічая, | что ф-ція 
зв) -цімвії многочлен степені 


из, что 
- 1 1 
ія з з)чаи. . 


, при а?" в многочленів /, равень 
т9-ре), то заключавиг, что 


Хає1 
1 1 1 
ті у-а-і, 3). 


тать показнваєть, что при п без- 
зтремится кь конечному предблу, 
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однако можно доказать. что откошенів Я» нифеть конечний про- 


/ 


дбль, когда п, возрастаєть безпред'ільно. 
Введемь сь зтой цілью новую перем'внную независимую. 


Извістно, что лля всїВхь значеній г. кромі дфійствитель- 
ннхь значеній, заключеннихь между--1 и --1, 


Мой (2-- /22--1)«1, 


гдз | 22--1 нибеть тоть-же знак», что й г. Вт силу равен- 
ства | 


(а-- Да 22--1)(2-к /22--1)ж-1, 
для тіЬхь-же значеній 7 
Мой (2-/23--1)51 
и слвдовательно | 


ми - маг ее іч 


2 а?--1 1--/1 


причень /1--1, и 1 должнк имбть одинь й тоть-же знакь,-- 
яньми словами, корень / 1-5 дожжень обращаться вв 1 при- 
тез. 

Итакь, всли положим» 








1-/1-5. 1-- УП 
т жуч 1--/145 


то всякому значенію 7, крок дЬИствительннх значеній --1... 

..."РІ, будеть соствВтетвовать величина 2, удовлетворяю- 
щая условію Мод(г)«(1. |Такь какь дійствительнимь значе- 
ніямь ох, заключеннниь между --1 я -Ь1; соотвфтствують 
только д'вйствительння значенія 5, содержащіяся между -К1 и 
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оо, то убловів Мо (2)«С1 будеть виполняться ля вовхь 
значеній 5, кром' значеній --1....-но0|. Связь между 2 я 2 
можеть бить вкражена ещб и вт другой фориф. Йз» равенства, 


е-ГОЇ-з 
| С14у1- 
находимь: 
1 2 
течурурію 
сіВдовательно 
це, 
(1-2) С 


Вводя перекнную 5 вь урія (14) и (16), получим»: 
(му....244--с)Й аа УРТУР СИРУ АУ ТУ Р ГРИ 
-- (1 ре чит а реа 0 


(15)".....2401--2) роб ЧО За Фа(2-2)- в Туг в 
. И 
От Ь5)П1-р2)2) 5224 ЗУлнА1 а) Усе 0 


Положивь 


(а)... .Обае-(1-р2)чо0 
(5)....Раез(14ь2.М 


ТД Кк й то -- покуда неопредбавнння числа, найдемь, что 
о и ИЙ удовалєтворяють ур-іямь: | 


(6)... 26 ченні о пачка) 


- 1202-24 а-1)2- (4п-ні ач 12 май 1 знутаме- -1)2(1- 2) 
ФКС2--2)- 483-124 1)Й 2)" 2-11 -2) роо- 0 
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(17)....22(1--2)(1-ьг)"Рп тре НИ 4-2)" Н|4та(1 2) 
4 
КР НИ С ГРАН СОУ У р 
НОЗ2)"| дн т 1)2(1-- 2) Ате(2--2) -Дт( Ат -КТ)2Ь 


ото 51-62) 4932-11-27 --0. 


Вибиравиь 5 я тп так, чтобн первов низь отихь ур-ій 
сокращалось на (1-2), второв--на (1-р2)"1!, для чего 
необходимо я достаточно, чтоби вт уравненій (16) множи- 
тель при 10, й в» уравненій (17) множитель пря Й/, 
стоящів вь оскобкахь | |, дблились на 1-Ь2 я сабдовательно 
обращались вь нуль при 222--1. Вставившти вь названння 
вираженія --1і вифсто 2 и приравняв» нулю полученнне ре- 
зультати, найдежь для ЕК два значенія:-- дп, н--(2п-Н1), и 
для т два зкаченія: 2п-Ь2 и 2п-р3. 

Полагавнь К2---(2п-Ї) й течдп-Ь3; тогда состноше- 
нія (а) и (5) примуть виде: 


оеє(14ь2)39"09ш 





У- б рен МУ. 


Ур-ів (16), какь оказнваєтся, можно сократить на 2", 
ур'ів же (17) сокращаєтся на 27", Послі указанинхь сокра- 
щеній, ур-ія зти напишутся такь: 

2 Фу | 4 
(19)... РА СВЕР нн -Н(4а--1 Уго (аньТ914, тин уюо- 
ФУ а 
(19)... ЛО РО Р "Ніл 7-51 (пд) ее. 
Урію (18) удовлетворяєть ф-ція 


ур 2 р у р ге п 


-Ф 
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а ур-ю (19) -- ф-дія | 
Тед 2, дпН,;, 2). 
Слфдовательно функцій | 
зуе-(1-Ь2)7919, КО дно 1, ду, 2) 
у, (І прання, дп Зп, 2) 


удовлетворяють  собтв'втственно ур-іянр (14)! и (15), а также 
ур-іямь (14) и (15) при условій, что между 5 и 2 существуєть 
вншеуказанная зависимость. 

Далбіе, ф-дія 


црт-В 1-2) 09 Вод 1-2, 2) 


удовалетворяєть ур-ію (12) и, вифств сь тімь, представляєть 

собою одно изь частинхь рівшекій ур-ія (12), всли перемби- 

ння с, Є и 2 овязани между собою написаняним внив ур-іями. 
Ф-ція же 


(ен дн КСдпр2 дп 2) 
удовлетворлєть ур-іямь (13) и (13), и слбдовательно 
и ее 1-ь27.КОп Р 2,245 2) 
есть другое частноє рівшенів ур-ія (12). 
Итакь мн можемь написать общій иктеграль ур-ія (12). 
ца-Сущ мое СЕ) ОО ВО, -г до 1, дп 2) 
Оле НаУОА, дп 9, діє), 


42 
шли, если виїфсто 5 внесомь виражетів агро 
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еС(42 (142) дп - 1, дані 2) 
СД) ЄВ (ь дп-р2, дп 2). 


Такь какь ур-ію (12) удовлетворяють также ф-цій /, и 
у) то, при извістинхь значеніяхь (4 и С, С" и СУ 


пронзвольнихь постояннихь Є, и С., дояжни нмбвть місто ра- 
венства: 


(а)... р. 42) 142 КО, длуа) 
Сан, дп тні, 2) 
(в)---- Чи. вд ОПОВ) Очне). В дп 1 для 
ОНКО дп-нЗ, дп», 2) 


Покноживши об части равенства (а) на (421 -Ь2), 
получнмг : 


" (421 42) Сб дп Іа 2)4 
сиМавуЧЧІ а КОдпь 2 дя з) 


Такь как» 
дп 


то /, вь ф-ція 2 вкразитоя сябдующиюь образом»: 


- (ам 8 
(у е(- пити ува) 


Отсюда же заключаємь что ввраженів, стоящев вв жхіввой 
части равенства (у) есть цілий многочлень степени 2п-НІ о0т- 
носательно 2. Фливчая, что первнй члень правой части есть 
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о также цільй многочлень степени 2лп-ЬІ отнобительно 2, а вто- 
рой члень правой части внражаєтся при помощи безконечнаго 
ряда, приходижь кь заключенію, что (-ах0, в ствдоватольно 


МА2ЧИ а) СЕС, дп 1 пз). 


Постоянньй (не содержащій г) члент многочлена, єтоя- 
щаго вв лбвой части, равень 1; постоянний же члень правої 
части равень (1; такимь образомь (1--1 и сльдовательно 

(20)... /.2-(Ф2) "(1 -ь2)7.КО--дн  1,-- дп, 2) 


Понножимь теперь обі части равенства (5) на 2; получнит 
(8). .М/е -фет-Суа42) "(14Ь2)7.РО, 2-1, де) 
ЕСТАуЧН ВО, дп 2, дп 2) 


Изь воотношенія 


щу, Рава б м є я 

у» Ти У. ..Ущі 

сабдуєть, что разложенів у/,--, вь рядь по убивающим» 
степенямь 2; начинаєтся членам 


1 2233 | 48,2 (зуп 1)» анна 
37 3.5.5.7 7.9.94117 (4п-1)(Фа-Е1)(аО1)(Фе3у 0 








и сябдовательно ф-ція у/,--р,, стоящая вь жівой части ра- 
венства (6), давть рядь, ндущій по восходящим» степенямь с 
и начинающійся членом» 

1 25 475? (а (да-1) 


3355 7931 (повин СОМ 


Что касаєтся правой части равенства (5), то, закбВчая, 
что 


- 1 
с(ачаянуро; 
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закаючаємь, что шервнй члень вя даєть конечньй рядь 


"1 -- 1 
С 22 (42) "К(.-- 2 --1,--2п о 2), 
вмсшая степень 2 вт которомь єсть тп-і; второй-же члень пра- 
вой части равенства (2) предотавляєть собою ряд», располо- 
женний по восходящимь степенямь 2 и кначинающійся членомя, 





С4аучн, 
Сльдовательно 
(аа 
сн 1 29.32 га. Б" (2Зп)Х да-ьл1уг 
3 3.5 - 9.9.117 (Фи-- 1 Хнн вин (пз)! 


й таким» образомь 


п 1 22.32 | 42.52 (дп) (2а-ь1)? 
20 РеЗ35511988Л1Г "(4а- Чат ин из 7 


ж (42)"НКО, дтп, дпа, 2) 
Д'вля равенство (21) на равенство (20), цолучаємт: 


, 1 22.33 | 42,52 (злу Чдп--1) 
(у Й 733,5.5.117.9.9 11 "(4п-1)(Фп 1441) (Фпз 3/7 





й 2па2, дп, 2) 
9я-І 29 29 
Кін Ек уг2п-1,-дп-з,2) 











Не трудно доказать, что правая часть равенства (22) 
нифеть преділомь нуль, когда т безконечно возрастаєть, при 
усковій Мо (г)«11. 

Лйствительно, 
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іт. В Зк дпа) оз т Ат 1 то (1-2) 5; 


даліе 
1 ЯЗ 42.57. (Зпу(дп -Ь1) ча 
373.5.5.717.9.9Л1" КУСИК РЕНТИ оси УП 


22.42.62.82..........-. (п Х(Ап-2)2 РР 
" 1232.Ь212.. ..(Ап--1)Х4п-1)(4п-3)7 


и такь как» (см. стр. ва 


12.32.52. «вксіуаенУканз 


,22.43.62....(4п)(4п-р 2)? Я т 
тп що, 
г ) пев 00 2 


то сл'ьдовательно 


ін ГІ 2232 0 42.5 0 Флудл-ртув ау 
Ми аБвЯ ТАТІ Фа -1)фа- 14189) УТХО 


Е( дп. діє) і - 
о нал о но) тою 2-0, 


ибо, при убловій | Мод(2)«11, 
Пт (2835), со те 0. 


Итакь вь предблів равенство (22) напишется такь: 


іст ( З) 5 


т (2) ше 


я СО 


откуда 


Равекство зто иифеть місто при условій Мод(2)«01, т.6. для всех 
значеній а, кроміб д'Бйствительннх зкаченій, заключенньхь между 
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-Ї й -ЬКІ"). Такикь образомь можемь, дли указанинхь зна- 
ченій х, написать равенство 


1 
8  2,9,3.3 
Р ні 
МУ 1220 0 Б7л3 
15 3.5 33 44 


27--57779177 | 


Примтчаніе. Пабпегге вь свовиь мемуарб, содержащемь 
изложенів метода. развитію котораго посвящона настоящая работа, 
означаєть чрезь 0), цвлую ф-цію; соотв8тствующую натей ф-цій 
жі; НОХОДЯ ИЗь Недостаточно общаго опреділенія знаменателей 
подходящихь дробей, Паєчегге полатгаєть, что вообще 0), -цілая 
ф-ція первой степени. Посявднеє изь полученнихь нами раз- 
ложеній, вв которомь веб частине зкаменатели 2--второй сте- 
пени, обнаруживаєть недостатоюкь общности вь допущеній Га- 
спогтв'а. 

4. Бозькемь теперь дифференціальног : ур-ів 


содержащеєс квадрать опредбляємой ни» ф-цін. 
Изь отого ур-ія получаємь два разложенія у вт ряд»: 


(4)....с--(1-ьод)яг"-ьс(1-ре?)я "-ь..-. 
(В)....--а4у яв 


Найдемь асначала непрернвную дробь, бсоствЕтствующую 
ряду (4). Итакь полагави»: 


Хотефосне, 


7) Си. етр. 883. 
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Ме, Мао), Речое- 1, 
0 2 Г-- рю І . я Му Мр Р ее 1 че, Оу МУ-- Р: ол Є з 


ба. 
Изь равенства 
| та В Уго 0 б 1 
заключаємт, что 
ти - 1 


у, ят0, 


т. 6. б,2ебопзі. й Ху нибеть вид ад: 
Полагая затіиь 
Ояета-а, 


рин АЙ, 
получим» по формуль (25) (для п»0) 


па? -рпа,х -ра?-Ь1-Ь0, --х2У,, 


откуда 
Уянті 
а. 0 
0,є2--1 
Итакь для п250 
ета 
риате вант; 
для по-) мн нибень: | 
рес 


Шо в (1 з с) 


| 


| 
| 
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Форнула (7) даєть нам» затфи» 
Хна (дпя 1)г 
при | 


хе? -- С 
Такииь образом ряду (4) соствітетвуєть кепрермвная дробь 


. (а)..........сЯ Пре 


ФС 














Найдем» теперь непрермвную дробь, соствітствующую ряду (8). 
Йкбемь 


Хоттфона -пО. 


8 ро -1, врян 0 Мо Ме Ріо 1, 9 аа Рруя, 
Дахве 


бо 1 7 


и слвдовательно 6, є Сопзі. й ХХ, КВеть вид аа. 
Положив» 


0,-(л-1)х-ра, 


Річ --0, 9 


найдемь по форнухі (25): 


у т-(п-Ь1)8 


для п2»0, 
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а2-Р2а -п(пРБ1)/, дю 
ар, 22! -- п(п-Р1)р, є-- 2 


Захічая, что /, й Ф,--иногочленн степени т относительно 2, 
полагаєм»: 


але АяЧА В.А НАВ... 
ФеаВаЧНВ, ай... ЕВ НВ... 


о причень А 1.3.5....(дп-яУ 


8,1-2135....(2п--1)с, 


чтб сабдуєть из» закона образованія знаменателей и числите- 
лей приближеній (формули (4,а) и (4.0)). 

Изь ур-ій (1) находимь сльдующія зависимости йежду 
козффицієнтами многочлвновь /, й Ф,: 


0)... (нен уп А (НЯ), 
(з)... пвх 
Положивши К--п--1, найдем»: 
АВ, 


В і що А п 3 
ї схїБдовательно 


Ана -- 13.5. ...(2п--1)с 
Ваз 13.5....(2п--1). 


Зажінявши вв ур-ін (2) К на Ю--1 и исключивши из» 
полученнаго такямь образом ур-ія б, при помощи ур-ія (з), 
получим» : | 


(3). БАНТА и ще жан 
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Подобнниь же образом найдемт: 
(а)м ННІ (ачНЕ (во КН1 о --)В, ее о ЗКОНО)В 


- Положивия Ко--п--|, получикь нзь ур-ій (4) я (з): 


дп(дп -- 9) | 
За-2777719 оп(да--1)" 
В 2п(2--2) В. 


12337.1.22п(п--1) 
Положивши Ко-п--З, найдемт: 


 (2п2--4)(2п--6) 
3.4. (2п--2)(21--3) 


дп(дп--2)(2п--Ф)(2п-6) 
1.2.3.42п(Оп-1)(2п -2)2п--3) " 








Аз-єтт А, по 


В (2п--4)(2п--6) В п(2п-2)(2а-4)0п--6) | ,, 


34.Оп-9)0п-3) "7 12342п(да-1)д-2/2п-3) 7 





Легко видіть, что вообще 


А,-ьте РИ У. 2.3....2м. ТОР У зп 2) (да-даї) . 


4 дп(дп- 2)0п-4)....(2п-4у-2) 
Ву ат-(--1)153. 2 запо 1) п 2) (под ВИ 





Точно также 
(2п--2)(2па--4) | 4 
1.2.3.(2па--1)(2п--2) 7" 


- (Зо--2)2п--4)(2п--б)(2т--8) | , 
1.2.3.4.5.2п--1), 2п--2)2п--3)9п--4) 7 


Аа 


А, р 
осо оо оо оо во мь9 ге гзоег-о-огегае-го гово» ого» его его ег-гоегое-г' о 


(2п--2)(2п--4)....(2п-- 4») 
ве С Іудл--Тудт- 2) «(додат 
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(дп НРУ СНИ 


713.3 (21-11 


В, зо 
' (2п. - 2)(2п2--9(2п1--6)(2п--8) 


В. 212345. Оп-1)0п 9)п- 3-9 


В, 


(2п2--2)(2п--4)....... ,...«(2п--4у) 
Вк 1123. (91) 12 (по ун 


Такинь образомь, прикимая во вииманів написанння внше 
значенія А,., Аз, В,., б,-:, будень нибїть: 


РРО ПИ Зоо 
дп(2п---9)(2п--49(2п--6) 
РН2342ц т Чл -2)(2п-- 3) рр 
обо (2п--2) (2п--Ф) щ 
- 712.30л--1) (дп 3)" щ 
(2п-- 2(21--Ф/(2п--6)2п--8) | 
Т 12.3.15 8п--ЧУ а  -20п-- 3) 
, да(да--2) 0, 
Фу се 1.3.5.. -(дп--1)2 іа І22пО- ТУ - 
зп--2)(2па--4)(2п--6) - 
12.34 2п(т--1)0п--2)0по- 30 3017 
ми (21--2)(2п--4)  , 
та 7123.0п--1)0п--9У. т. 


щ (2па--2)2п--4)/(22-- 6)(2п--8) Ми 
1.2.3.4.5.Оп--1)0п--2)(2п--3)0п-- 4) дн 1 


-Ь 


Разділяя нижнее равенство на верхнев и переходя кт пре- 
діВлу, получаємь: 
7 
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т) 


98 









1 -1р 1. - --1 -З | ; 
7123 115342 3-С07|7 71238" 11.23.4515 


Для вовхь значеній з (кромв х--0) ряди, стоящіє вь 
скобкахт | |, сходящіеся и представляють собою Сов и Зіюь 


Такимь образом» 





с. (ові з біш 2 сь ів), 
іт (бе 3.) оди рен 
тезо0 "ові хо 0907 


. 
НИ, 6СЛИ ПОЛОЖИМ 


от іт (З 


Функція, стоящая в» правой части.отого равенства, какь 
легко убФдиться, удовлетворяєть взятому нами дифференціаль- 
ному ур-їю и, такь какь содержить произвольную постоянную /, 
представляєть собою полньй ннтеграль его. Полученньй ре- 
зультать показнваєть, что дла всякаго х, кромі5 2--0), 


ові 


сезієй, 


шіс(1 | 
о ее. 


(а). . уза (3-ь А) азів 1-рів?й 


2-6 








о 
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Положивши 
лек, 
будемь нибть: 
1 
ер 4 
2-33 1 
92-- 4 
б 
Ча--, 
Й слідовательно 
1 
Собедаедоз 1 
32--- 
Бо 
Паро, 


Такимь образоюь непрерввная дробь (Бу -- оходащая и 
равна -- бобу |дта посявдная функція представляєть собою 
частноє рівшенів нашего дифференціальнаго ур-ія; она полу- 
чаєтся шось полнаго иитеграла 45(2--Л), если положиюь йно: 


Для зтого значенія постоянной й разложенів (а)  теряєть 
синель; вибсто него доджно бить взято разложеніє (0). 


о, Вь разсиотрвинихь примбрахь мн находили непре- 
ревиня дроби, сосотвітствующія рядамь, идущимь по убнваю- 
щимь степенямь пережінной независимой. Остановимся теперь 
на нікОоторнхь частинхь случаяхь другаго рода, вт которихр | 
функціямь, разлагавиниь вь непрернвиня дроби, будуть соотвбт- 
ствовать рядвн. расположеннне по восходящимь степеням'ь пе- 
рем'внной независимой. При разсмотріній зтихь частинхь слу- 
чаєвь ми воспользувися формулами и уравненіями, найденинми 
вь 8 2. 
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Найдекь прежде всего разложенів вь непрернвную дробь 


янтеграла дифферейціальнаго ур-ія 


4 
о 


вь которонь Мо--1, Маос--1, Рез ес 0. 
Для у получаємь радь 


среадря ца ПРИ 
ГАВ с-- произвольная постоянная, 
Такимь образоюь нибемг: 
Хо фотте, 
0 аз Рез 0, 00 Рроае с, Ор МУ Ар ееі 


Дахів (си. 5 2, стр. 37 и виноску на стр. 44), де---іЇ, 
доход (такь какь 0,сх--с), и, сябдовательно, йзь ур-ія 


Федра, 


которое получаємь изь ур-ія 4,22д-Ні,1, ПОЛагая по-0, ва- 
ХОДИ»: | | 
. цачі. 
"Положив' 
" ше 2,2, 


получимь по формулі (У1Г) 
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а, 
Таким образом | | 
0,-Р90, 


Ох 


Формула (УПІ), написанная для по--0, принимаєть вид»: 


чт В уЛ - 0, 
откуда - 
0, сеХ ее боті. 
и сВдовательно 
а е-0. 


Ур-ів Фіже0-Не показнваєть, что 2,2-1, я потому можно 
ПОЛОЖИТЬ насосах. Вообще дегко вид'іть, что, бли 0 --сопзі:, 
6, Сопзі., рутт а, то | 

ато 0, Сов, 


ми -- Сопзі "з 


Виза ет аз г. 


Такь какь указанння условія виполняются для посі, то 


сіВдовательно 
о, а- --0О, --; 


0, єв Сопзі. 
Ма се о 5 


дахе (такь как видямь, что условія ввподнаются и для п--2) 
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и вообще щ "1 
о, (--1) Ж 
0, в Сопзі. 


Вч ЕФ, б, т. 6. іже 1. 
Полагая 
хечі | 


и вставляя написанння внше внраженія для Ф, и ц,,, вь фор- 
мули (УТ) и (УП), находимь: 





(а)....Озжено 


(8).. ..(--1 уч и нат Р п- 177 --0 


Изь соотношенія (а) позучаємь: 





и таким образожь соотношенів (В) принимаєть вид»: 


( --Туч З вена? з 
откуда 
(п-Б 1) а ее тв, КО -1У(п-61). 


По зтой формуть питемь рядь равенств»: 
дм. ва (ду 1)0,, адм 
(2-16, а (9»--9)ви, дин 
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и наконець (чтб сябдуєть ки изь найденнаго раньше равенства 
б,«-Х) 


ве. 


Складнвая веб оти равенства, находии»: 


2.0, в -тм 9 
откуда 


що 1 
0., с- ню 


(Складнвая-же вс написанння равенства, кромі перваго, 
мчолучаєм» : 


(29--1)6, (ізеу, 
откуда 


У 
тчауццї 


По форнулі (у) кибемь: 


7 Пр 1 
Че 79 9(25--1) 
0, ш-а 1 
ато 925) 
при 
а аевуне оо, 
и бафдовательно 
1 с 


На, 7791 "95 


х 
95--1:3- ПРИЧОекь шле є? 


Такимь образомь у разлагаєтся вт непреривную дробь 
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По формудь (ХІХ) находни»: 
Зате тб, 
я затіизь по формуламь (ХУП) и (ХУ): 
Куаепо (-ЛУч--ПНнн 
ПАР МО БЖ РР 
Таким» образом» | 
Коен 2м ДНК МИ ем, | 
ГОД МОН ОР РЕ БИ СЕ 
Ї зе 2.,,--29.б, саду. МАЕ БИ 
Ід ато (2у--ЛУб, не (23--1)бу, а ву ат ви 


-Ур-ія (ХУ) ї (ХУГ) для пяеду и паєді--і прини- 
мають вид»: 


(1)....2/0,Н2--923У1-у. Ло 
(пу... (а, б 1), лне 
(ші)... гачь (адм) фев 0 
(У)... ат (ад 1, ан Фу ант. 





105 В. ЦИММЕРМАН". 105 


дти ур-ія дають возможность найти асимптотическія вн- 
раженія для знаменателей й числителей праблхиженій, т. 6. ті 
предбяв, кь которнигь они стремятся сь возрастаніви»ь указа- 
теля до безконечностя. 

Замйчая, что постоянний члень многочлена /, равень 1 
(нбо веб Х равни 1), постовнинй же члень ф, рявень с, на- 
ходинь низь ур-ій (І), (11), (п) я (1У) сябдующія внраженія 
для знаменателой й числитолей приближеній : 


11 а 10 (е-їн-3) 

Л. -1- гот 205-1) а-з133(5-0- щі ще. 
1 (у-- 1) (0--2) пр РУ МЕ оо), 
«О-Ю)5 19 12...305--1025--99..Ск)1 


у-1 (»-1)0»-2) (»-1)0-2)(»-3) 


Де нвуНН Ов ЧУ З Ту С В 
і (3-- 1)0--2) РР РО У (-- Ю 
НОЯ) 1.2....К2--1)2»--2)....(2»--5) й , 
1 121 1 0--1)0--3) 
ну 120»-1)7 че 12.30»-12»-2) 3... 
41 0--1)05--2)... . (уч КІ) 
лину 
Ї У он 3031), (»-1(»-2) 
Фетр а 3 м-10»-3 "ЧІ 30Т ЗНЗ 
М»--1)..... «очАНТ) 
ет ПР р так зона у тн: а"Ь.. -| 


Отоюда получави»: 
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(у)... іти Лан ТІ Ло нзаюто 1-79 З 
чт) чні) З ї чолча -ко)З и 


, | | 1 (адо 
(м1). ., «Пт(9,) зо т( фу, ) оо б пр 50) и 


ча) ко яна б) б | 


Рядь, стоящій вь правой части равенства (У), Для всякаго 


то-- сходяащійся я равень е ". Рядь, стоящій вт правой 
части равенства (УІ) вь скобкахь, также сходящійся при вся- 


. 2 
комь значеній г и равень е . СхРдовательно 





 т(3) ет бе) нт" 


Л, у 00 Дача усаоб е 


Функція се" предетавляєть собою полннй янтеграль вза- 
таго нами дифференціальнаго ур-ія ШЦолученний результать по- 
казнваєть, что можень капяєвть равенство, которов будеть 
лифть мфото для всякаго г: 


узасеезсз (7 г 
1-3 
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6. Пусть дано ур-ів 
ендо 
я слідовательно 
Ш--2241, Мене Ре 0, ще --1. 


Разлагая у в рядь по восходящиюь степенямь х, на- 
ходни»: 
сша... 
Итакь , 
Хотафолес 


0 ца- ВУ0, 0-0 УфонВро--1, 9-1 У Рос 


Такь какь д----1, 9уз-0, то изь ур-ія (си. виноску на 
стр. 44) 
оз дчнй 
находииь: 
й2зі1. 
Положивь 
шазагт,  Хазі, 


и вставивши в» форм. (УТ) написаниня значенія 9,, 0,, р. 
иХ, будень нибть: 
22341  .1 

с " ад 





1 


Такь какь 0,-- цблая ф-ція, то заключаємь, что 
О шеа, 
і 
7-10 
а. В 


я схвдовательно 


аре--1, тата: е- 
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Позоживь вь форжул5 (УПІ) пе-0 и вставивши значе- 
нія Х,, 0, 0, и 6 ,, каходиирь: 


0, -- 9 


т. 6. да-1. Такиюмь образомь изь ур-ія 4,с-д-ні, находинь 
зез3. Положивь 
наттат?, Ж,ееі, 


получаєнь по формулі (УП): 
с241 1 


о КО -і,о б а | 
Такь какь лівая часть написаннаго равенства -- Рая 
ф-ція, то необходямо, чтобн 
3 ат 
откуда. 
ато у» Вазтазанес у 
я бхВдовательно 
0, Ок, 


о, п- 92--0, ших 2г. 
 Йзь формули (УПІ) каходим», что 
0 шако- 3 т 


Легко видіть, что вообще можно положать для п»0: 





109 В. ЦИММЕРМАНТ. 109 


при 
во --- 1 - шреє- 2, О я б, 


Внеся в» фориулу (УП) написанння внраженія для 0,, 
раз Ж О, й ПоХоживь | 
Ханс 1 
будень нибть: 


У | 23-Ь1 а, 
(Ак А ач (дтр1) о Па? 





откуда 
Ли дп 
аа 
Ан -рА,жедт 1. 
Изь цпосліднято равенства находниь: 
А,ее5-- А, 


А - 17--А, - 4 
я вообще 
А,ееп. 
Схбдовательно | 
о. еп. 


Сь цілью упростять ввчибленія, воспользувися форжулой 
(ХІХ). По отой формулі (прикимая во внижанів, что, в» силу 





найденной вне зависимости, п адл--1) получаєнт : 
п329--(2п--1)а, 2 «є(22-Ь1)5, для пр, 
откуда 
У лав та: 


т 
й СР 
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и слбдовательно 


ДП вч РЧР» 2 
«ють» ь 


Итакь 
па 
0, задев- -5п 15 при б,х--1 


п2 
енстаунадяз -(л--Тудп-рт) б 0 ПРЕ з со 


Функція у разлагаєтся, слідовательно, вь непрернвную 
дробь 











Найдемь ур-іе знаменателей приближеній.  Цо форнулб 
(ХУПІ) получаємь 


Кееп(п--1)2.0,. 
Такь какь Ро-0, то мн нмбемь перввій изь случаєве, 


разсмотрівнинхв вв 4-мь член 6 2 (стр. 53). ЛШинейнов дяф- 
ференціальнов ур-ів 2-го порядка, которону удовлетворяють ці: 


льй многочлень /, и ф-ція м, че М уд, --, У фа 
приничаєть видь (послі сокращенія на 6,): 
«з 4 

(1)... (адчрїза да да Зара т зал-0 


Положимь й 


аа б; 





9 0 авт жи 
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тогда ур-ів (1) преобразуєтся вв схВдующее: 


(2)....Ф5Е- па (20п--1)--20п-- за а Туинд 


дтоху ур-ію удовлетворявть ф-ція І С 5 ен. я. 1 :) 


но слхбдовательно, уравненію (1) удовлетворяєть 0 функція 


-5о дп--1 
М аз), представлающія собою ці- 


лий шногочлень, Отсюда заключаєм»ь, что 


п п-Рі Оа--1 .) 
Де ост 237539 


Постоянний члень хбвой части отого равенства єсть 1 
(такь кають веб Х равинн 1); постоянний члень правой части 
равень (" Слбдовательно 


Сезі 


що 2п--1 
А Б 


Полученинй результать показнваєть, что ф-ція /, не 
стремится ни кь какому конечному преділу, когда т возра- 
ставть до 00. 


Ф, 
. Св цілью доказать, что отношенів -, нибфеть конечинй пре- 


/. 


діа при безпредільномь возраставій п, введем» новую пере- 
мфнную г, положивши (см, стр. 83 и 34) 


1--1--Е 
1--У1-- 


РР 
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причемь подь И/1--Є ки разушбень тоть квадратний корень, 
которні обращаєтся вь 1 при 2--0. Какь звістно, всякому 
значенію Є, за неключенієнь значеній --1....--00, сооствіт- 
ствуєть значенів 2, удовлетворяющеє условію Мод(2)«1Ї. 


Вводя 2 вь ур-іе (2), получаємь: 


Ранні 





(з)...2(1--2)(14Ь губ 1 а 2, |за 


"и 2 зл--Зим РР 11 --азее0. 


Подоживь 


(4).......64з це«(1-Ье)".», 


найдень для о ур-ів: 


т 


ори 
ТУ ПАНИ СРО РА Р Гать --) М 


РР Р Ак 5 ну нутсбі 32-42) тт -1)2(1- 2) 





нат) ние 

Опредблимь т так», чтоби ото ур-ів сокращалось ка (1-не)"ї", 
для чего ввкраженів вь скобкахь | |, стоящев множителемь 
при з, доджно ділиться на 1-ь2 или, йначе, дохжно обра- 
щаться вь нуль при 22---1. Вставивши вв ото вкраже- 
нів -- 1 вифсто 2, получимь ур-ів 


та-рт(2п--1)-рп(п--1)жє0, 


язь котораго находямь два значеніядля т: -- п й -- (п--1). 
Отдаввя предпочтенів первому, найдем»ь, что ур-ів (5) можно 
сократять на (1-Ь)2""6, послі чего будень нибть: 
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Фо  |2п--3 | 2па--11)4ю п 
РИДИЧИЄСЯ СЛ 


Равенство же (4) приметь вид»: 
цез(1-Ье).9 
Урію (6) удовлетворяєть ф-ція 
ге К(О, пуп, з) 
и схвдовательно функція 
(2)...... ит (1-ва)Г.ю, (1 зе" К(2,-п оо, 2) 


удовлетворяєть ур-ію (з), а также ур-іянь (з) я (1), если 
х. 5 й 2 связани между собою ур-іями 





Итакь нн нашли одинь частний интеграль ур-ія (1). 
Найдеь другой. 

Бсли м есть ф-ція, удовлетворяющая ур-ію (1), то ф-ція 
(У и удовлетворяєть ур-ію 


(8)... «4: ах2-р и |(2п --4)22-р2п--2) Щ "б 


ЧЕ ((2--12- -2)29--2п) Пеоб, 


и наобороть, если найдежь ф-цію Ї/, удовлетворяющую ур-ію 
(з), то ф-ція и, опредблясмая равенствомь цше-с.(/. будеть 
удовлетворять ур-їю (1). 
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Полагавиз, какь и прежде, 
рр - . 


Ур-ів (з) преобразуєтся в сявдующеє: 


а 
(з ЧА в) ЕЇ2И З 


520 -- 9)8--2(02п--2)) го. Г(ь--1 (2 -- 2)2-р 20-50 


Если положим» 


ПЕ 7 


то для Й получни»з ур-ів: 
ом (Зп 2(2 М 1 2)У-0 
(10). ча (21--3)--2(02п--5)9 и "(я Хтч2)У-0. 


Ввоця вв зто ур-іс переивнную 2, связанную сь Є зави- 
симостью 
1--Ц/ 1-8 
1-р/1--Е| 


2 -с- 


получим»ь ур-ів 
азу 
(ц)....  3(1--2)1-р2)22 г НОЯ 422) р 


Р Он8Ична)3 з Чат 4е є Каннах 1-2) Роб, 
Полагая затим» 


(а) РР РЕ Р Й аа (1 фа)" їУ, 
найдемь для РИ дифференц. ур-ів: 


2 
(19)....22(1-2)(1-е2у" Р" ча нау |Ата(1--2)-42(2--2)-Ь 


-Н(а3)1-2)2- ПУРУНИГ У о наз | т(т--1)(1 -2)24ь 


з 


-р4 т2(2- 2) (214 3)(1-2)2- 4 т(| дп-Б)2-2(п1)(тля 2) 2) Ф 
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Вибирави»ь тп такь. чтобн каписаннов ур-іе сокращалось на 
(1-Ь2)7"М. Для зтого т дожжно удовлєетворять ур-ію 


т3-- т(дп-Ь3)-К(п-К1)(по-Ь2)-0. 


Отсюда получаєм» два значенія для т; п-1 и п-р2. Отдавая 
предпочтеніє первому изв зтихь значеній, похучимь соостноше- 


снів (а) вь виді: 


У аа (1-2). М; . 


ур-'ів же (12), если вставимь п-Ь1 вибсто т. ножеть бить 
сокращено на (1-Ь2)"19, послі чего получим»: 


741/4 | ад 
212) а | Гдп-р 3--(дп ф 5) 42 (7 -1) 17 228 у 


Зтому ур-ію удовлетворяєть ф-ція 
| тео, п-рі2) 
и сабдовательно Ф-ція 
У (142), М ее(14ь2)Н КО, пр, п-3, 2) 


удовлетворяєть ур-ію (11) или ур-ію (10) при условій налисанной 
внте зависимости между лервифнинми 2 и 2. 
Даліе, ф-ція 
(Д як, Гу пр 13, 2) 


удоваєтворяєть ур-ію (9), а также ур-їю (з), всли между 
т, 5 и є существують зависимости 


и наконець функція 
(13)....ма- в(Лазав(1-ь2УЧНКО, п-І1, лі, 2) 


удовлєтворяєть ур-ію (1). 


М 
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Ми наїлля два частинхв интеграла (т) и (13) ур-ія (1). 
Общій винтеграль зтого ур-ія нифеть слідовательно вид": 


че (13 ВО пу-по5, 2021 Є Е(5, пал, 2). 


Такь какь ф-цій /, и у/,--Ф, удоваетворяють ур-ію (1), 
то дояжин мить мфсто равенетва, 


ІС чна ТЕО пут, 2 ноУ НА у пноЗ) 
ПАСОК о КО РУ З ОО У 


Не трудно убідиться (путем соображеній, анахогичннихь 
твизь, которня приведени вв членів 3 параграфа 3, стр. 
97, 88 я 89), что Сі2-0, ('--0, т. в. 


(м4)....... Ля ХНУ КОО, п, п, 2) 
(15)... УЛ. я Суав (чн "Р(ул-Н 1, п-Н3 2) 
Понноживши на (1 -р2)" обі части равенства (14), получимт: 
(8)........ (1-ра)У в Є В(2 пу оп, 2)- 


Раньше ин нашли сябдующеє внраженів для /,: 





т п--1 | За--1 
лек 


Сльдовательно 





азу чн (а 


, поопо-10 0 Зп--РЬ 04/42 
- 14) аа) 


Отсюда заключаємь, что члень ябївой части равенства ( 16), 
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не содержащій 2, равень 1. Члень-же правой части того же 
равенства, не зависящій оть 2, равень С. Слідовательно 


и такииь образом» 
(ат)....... «Лк (14Ь2)79. КО, п; є) 
-Найдень теперь Су. Цожноживь обі части равенства (15) ка 


аіЄ а (- 1 у точ », 
получикь 


(1в)....(--1Уу атечну  уСУ1ЯОНЕОО упр з 2) 


Изь формули 
р Я 


р Уго 


тд, вь разсматриваємомь охучаб, 


12 22 32 па | 
-е-й У Д 
рн з ваннвчн С 733557 (2л-1)0п--1) ч, 


а ф-ція У. У,..-.-.У,а равлатаются вт рядн., ндущів по 
восходящим» стеленлиь з и начинающівеся постояннними членами, 
равиния 1 (ябо всв Ж равни 1), - заключаємь, что функція 
у/,.--Фи даєть рядь., расположенний по восходящимь степе- 
ня» г и начинающійся членом : 


12 23 352 па б. 
С 143385 51777 (ди--ТУрт) С 


Отоюда схбдуєть, что функція, стоящая вь ябвой части ра- 
венства (18), разлагаєтся по возрастающим степенямь г вь радь, 
первий члень котораго есть 
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1 93 33 пі 


(А)........ 13:35:51: Ол--Тудяі); 


Очевидно, что, разлагая вту же ф-цію по возрастающимь сте- 
пенямь 2, получим»ь ряд», также начинающійся постоянннизь (не 
зависящимь оть 2) членомь, которнй равень внраженію (А). 

Члеть же правой части равенства (18), не содержащій 2, 
равень (СУ; слідовательно С. равно внражекнію (А), й такимь 
«образом равенство (15) принимаєть видь: 





11 22 82 п | й 3 
"п я-ЬІ1 .: 
у пф 1. 1.3 3.5 Б б. 5.1 "(дп ту (1-2) В (5 тА г). 
Раздфливти зто равенство на равенетво (17), найдеи»: 


цс 13 22 3? Козу зує) 


ат 
У 7. 13325 51 хуей (на) К( 5 -пу то 2) 


или, если 5 замбінимь чрезь Ре , 


Ф. 19 22 32 | Оті, д) 
РІЗ КВ В ОТувеН СГ РЕ р 


Отсюда, зам'вчая, что при условій Мой (2) «11 


. -.І 
т Е( 5 п1 2) азу т. Е( зт 2) оо (1--2) З 


12 22 32 па 
"ва РО зн -- 
22.42.62... . (Зп)з 
7 і п 32.52,. ТУ г) А, 2» 


приходимь кь заключенію, ЧТО. 


7) Си, стр. 65 и 66. 
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кт 
1-УЇ-5 


при условія Мод(2)«1. Зто условіс, такь какь 222 (-----1 


1-ку1-- 





будеть внполняться, всли низь вевбхь значеній 2 исключим» 


дьйствительния значеніл --1....-00. Даліе, 


» 


и бявдовательно исключаємни» знкаченіямь 2 соствітетвують 
чисто мнимна значенія 2 (т. 6. значенія вида іч), модуль ко- 
торнхь 221. 

Итак»ь, всякому 2, за нсключевіснь чясто мнямніхь зна- 
ченій сь модулем» большимь или равини» 1, соотвітетвуєть г, 
удовлетворяющеє убсловію Мо(2)«: 1, и сяВвдовательно для 
всакаго х вні указанньихь значеній 


йт (2 ) - у, 


т. 6. ножно напясать равенство 











ЙИнтегрируя дифференціальноє ур-іе, которнигь опреділяєвтся 
чаша ф-ція у, находииь 


аезагсбох-Ре; 
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таким» образом 





г 
агсід 2 с--- т 1.1,2 
1.3 2.2.3 
4 те 
1 
13. 


Равенство зто имбеть місто для вевхь значеній г, за 
исключенівм значеній чисто мнимнхь сь модулемь ббльшимь 
или равнимь 1; для посліднихь значеній а'я непрернвная 
дробь, представляющая разложенів агсіє х, перестаєть бить 
сходящеюся. -- 

3. В» заключенів, разложим» вь непреривную дробь ф-цію, 
удовлетворяющую дифференціальному ур-ію 


а | 
щ(2--1)394Н(ад--т 4-1)У4у--12-0 


и дающую вт разложекнія гипергеомотрическій рядь Іа, 1. 1, 2). 
Вь отоюь случав имбемь 


Мет 1), Мезає--(у--1), Рез0, Фезу--1, 
оттфомеї, 
Му ; 1 ої а 
0 я-Р -0 з бут Фе КР Фут, ори - Р -Р Фо з 27. 


Прежде всего заміфчаємь, что 4, (нисшая степень 2 в» 
ф-цій 0,) не можеть бріть меньше І. то східуєть изь ур-ія 
Фотебфі, Такь какь 1, не меньше 1, а 5 вь данномь 
случав равно нулю. 

Такь какь 4,2-1 (нбо 0 зах), да-0, то изь уравненія 
дьтед-рі, неходямь, что 4,221. Положивь реа, Х,--Ї, 
будень нийть по формулі (УП): 











й 
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-1 а а 
ої п - Гн 
и сябловательно 0. -- цілая ф-ція первой степени. 

Изь формули (У), написанной для пх-0, схВвдувть 
затвиз, что 0,-- также первой степени:; и такь какь 0, (какь 
доказано вите) не содержить х в степени, нисшей 1, то ств- 
довательно 0, нифеть вядь 0,2, т. е. 9, 2-1. 

Ур-ів 4,--0-Ні; показнваєть, что 1,--1, и потому можно 
ПОЛОЖИТЬ р,жеа,т. Йзь формуль (УТ), написанной для п-- і, 
заключаємь, что 0,--не вне первой степени, я низь формули 
(ХІПІ) затівиь находикь., что 0, нибеть видь 0,5 и т, д. 
Вообще такимь образомь можно положить 


оч, В, 
6-0 


Рені з 


є -1 
при зтомь Арт з? вн з бучта. б це. 


Полагая Х,,сеі и вставляя налисаннья вираженія для 
Оз б, Ма Я Ху В формули (УП) и (СУПІ), находимт: 


Ь 
(АКА Ва ВА (ян) 


а 


(Аа А Вучач В, вон фунт, 0 дя п», 
и для по--0: | | 
(А, --4,)2-Ь 8-8 аб. 


(1)....Ая КА 1 
| ь 
(2)... и СБ З ди 


1 


Отсюда 
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СУ МИРРУ РУТ Р 
(«)....В.щ-- 8,0, 


причеюь вт формулі (з) при п7-0 ночезаєть послдній члень 
їбвой части, и формула принимаєть вид»: 


Формула же (4) справедлива для п-2 0; изь нея такинь 
образомь слідуєть, что 
9 


рі 01 
Ван Вя- "ВРОРИР о -евит В пе ги . 


Йтакь сооствотенів (2) можно представить в» виді 


По формулі (1) получаємь 

АР Ат 2К 

Ар Рано 28--1; 
отсюда 

Ар Аа. 


Поставивши на м'Бсто А послбдовательно у, у- -Ї, у--2,...2, 1, 
получимь ряд равенствь 


А Анео1 

А, - А, «1 
| У. РАС НУ; рен | 

А,-Арчі 


"з" В''''яє5 ЧТ То ТІ Ми 
. « «" - 
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Складьвая написанння равенства, находииь : 


ши. 
Аа,ч-Ааучно 
и затфи» 
2 
У РР У РА мн 


Положивти вь формулі (з) по-2у--1, вставивши най- 





аю 
денння значенія А, и А, , ЗАМВНИВШИ - й по формулі (), 


а,,- 


і.» 
чрезь -- (2у-2--1) п а, (по той же форжулб) чрезь-- з, о р у я 
получни» 
2у--2--1 
зсаНю 2-1ру вт 0» 
охкуда 


. (29-14), сь (2»--2-4Н би, (2 -1-Р та. 


Подобнниь же образом, положивти в»ь формулі (з) по--ду, 
найден» : 


(1). нкріна (НО (ачн) 


Скхаднвая равенства (6) и (т), получаємь: 
(29-Ь)баа се (ду --2Р)ба, а а (2 т) 
По отой формулі пишемь рядь равенств»: 


(23--2-Ь 5, асо (29-- 44 Ди, за --(29--2-Н1) 


Ра Ло Ло Са, 


Складнвая написавння равенства, находим»: 


(29-Р3 )ба ана є ба У Б). 
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Изь соотношенія (з)  получаєнь: 


и сябБдовательно 


(29 Дача (а 1)-ма-м(34Б1 Бу) ООН 1 ра), 
откуда 

о що ОЗОН на) 

2-17 2-4 


Изь равонства (в) находинь 
(29-14), 2-(2»--2-рт) б, ї (29--1-ру)ж зв 
2-1 дбчна) ЗНО 1-ранм му 1ру--а, 


»--1-у--а) 
2у--1-у 


Откуда 
ТА і ш- 


Наконець по формулі (5) нифемь: 





1 ви та) - | во а 
нн зн ОН) ПМ от. 
бана 0 аю 1-61) 





2»--1-Ь1 Окна) 
Итакь, при яні 5 


Ор ри Аа Б. зали б 








дура "1 7--1 


0 ЛО У. РО о Ро Р 9) Оз 
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0--14т-4), 
нн т с 
Оча)0-- 148), 
| ЛО 1 р 9у--24т | 


ца О-раду-- 14) | 
ра ав (9у-24023--14Н) 


Мо--1-р1--4) 


: а 
взнічвн З Ор 


у разжагаєтся таким» образом в» непреривную дробь: 


а 


п 
14 1ча, | 
1 
1-1 а) у 
1-- азрочо), 
1... (зчна)(»--1-Н1) 
- (амануамчачу), 
У(»- 1-у-ж) г 

1. (ау-ачу(Ачни) 

1--. 


Положивь вь форнулі (ХІХ) по-2» и вставивши най- 
денння значенія 0,,, 0,,, 0,,-1 й ра,, ПОЛУуЧНИ: 


3, «зу(у-- а)д. 
По формул (ХУП) получаєм» затВиг: 


К,,--0,,.м(у-ра)є 
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Уравненіє "), которому удовлетворяють функція /, и 


ат 
ек З аб рн У 


(У 7 Фо») , нифеть слідовательно, видь: 

(з). ...2(2--1 ру (25 -1-а)2-(2»-1 кіднбнаумоб, 
Точно такь же получаєнь ур-ів | 

(3. «(ад Км над (анод, 


которому удовлетворяють ф-цій /,, | й ц,, ух" (2-1) 1 2х 
х(У/. ан Фа). 

Занічал. что постояннне членн вт» многочленахь /,, и 
ча равин 1, находинь язь ур-ій (в). (з): 


не Е(-- м, м га, 1--25--17, 2) 
Дане (ом, зу, 2-2 2-1, є). 


Легко вид'іть отсюда, что, при возрастанійя указателя до СО, 
знаменатели приближеній найденной нами непрернвной дроби 
не нифють конечнаго шредфла. Тбиь не меніе кепрернвная 
дробь -- сходяшщался для всякаго 7. за неключеніви» значеній 
-1...... -Коо. Для доказательства зтого ми употребимь 
пріви»ь, осяовная мель котораго принадлежить "Гропб 7/). 


7") Такь какь Р--0, то мм имбВемт первьй случай яз» разсмотрвнньхь 
в» член 4 62 (стр. 53.) 


"2) См. Отвіїв'в ойгпаї, В-де 66, ипа 67.. статьи ТВоте: 1) Себег діе 
Кеепітисівпіуіскеїшпя дег Сапизв'яспеп Кипсіїоп Кг, 1, у, с), 2) Оебег дїе 
К(», Ва, у-рі. є), 


Кейепргисбепіуіскеї Чев Санзз'яс Непі 
е е еїшос йев Сбапзз'яспеп СПЧиобіеввет -- ГРИ у) 
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Положим» ПИ 

1--/1 є 
7141-х і 


2 


причень знакь корня У1--х опредфляєть условієжь, чтобк 
ототь корень обращался вв 1 при ге-б. 


Вводя переифнную г вь ур-ів (8) (для чего пользубися 


42 | 
" зависимостью ге про) , получаєною из» вне написанной)), 


находиим : 
м | 
КЛ--ачнаЇ а ЗОЇ 2 2) Ана 


нин но 


Зтому ур-ію удовлетворяєть ф-ція 


4 г 
ГЛАК, ДАЕ чу) - 
и схВдовательно ф-ція 
| 42 
Рез Ана ЛЬРЧИ Ра)», а ; нано 


представляющая собою, очевидно, цілий многочлень степени Ду 
относительно 2. удовлетворявть ур-ію 


Ппо)...... Р оч 1(29--1--1)22--2(-- 9а--1)2-- 
ФУ . 
-- (2мЧну-- 1) и К2мдеВУу  -2а-- 1)/ «є 0 


Положивт, 
ру АГА .ЕАа", 


Маснійнійь 
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причемт, очевидно, 
А, А, ь) 


находямь изь ур-ія (10) сявдующую зависимость между тремя 
рядомь стоящими козффицівнтами А, 4 Ж А,: 


(1-9а-1)2»-95-2) (ЕНД(2»--Ю) 
(1)... Аа Пояноз гриж озна за; Аа Педан є) 
при отомь 


А,; 


2М(у--да--1 
УР 


Изь соотношенія (11) сявдуєть, что, если А, и А,, 
остаются конечиних при у безконечно большомь, то также и 
Аіща--бонечно. Такь какь Ар 1, йт (А, ) оо ї--9--Ї, то 
слідовательно А, , Ав. :-.А, (8---число конечнов) остаются 
конечньими, когда у безконечно возрастаєть. 

Всегда существуєть число р достаточно большов для того, 
чтоби при у-7 Кор нибли місто неравенства: 


., ГО -да--1)(29--26--9) 
мов (РОН) | б 


. (19).... 
(2-Р2)02»-- 5 


м (сенанВЇН 


ГдВоє -- величина положительная, как» угодно малая. 
Когда р такимь образожь опреділено, возьмемь рядь 
козффицівнтовь 





(а).... и МІУ РАД А, Ав» РО Р А 5 У; РЧР 


Изь только что сказаннаго о козффицівнтахь Л, сябдуєть, 
что модули козффицівнтов»ь ряда (а) остаются конечиним, когда 
у возрастаєть безпред'вльно. "Существуєть позтому конечная ве- 
личина 4, которая (при какомь угодно у, также пря усе 00) 





і чі 
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больше каждаго низь модулей козффицівнтовь (а). Такимь обра- 
зон й Фогбіогі: 


Мо ( А, )«СА(1Чне) , Мой (А, «С АС1Чноїя,...... 
Моа (Ар) А(1чне)? , Мой (Ар) АСУ. 
Изь равенства (11) и неравеветвт (12) слдуєть, что, при ру, 
Мої (А, да) 8. А(1-НеР-А(1Че) Р 
Мо (Аа )«СА(1-вву В; 


дахіс, при р-ріду, 
мо (А Ану, 


ЛИ 


и т. д. Вообще, такимь образою», для КСу можеюь написать: 
(13).......65нм Моа ( Аг)«СА(14е) 
Такь какь Аз А, ,, то при Кору 


Мод (А) Мо (4, )«СА(1-Ре)м г" 
и, триз болбе, 
Мод (А,)«СА(1-еє). 


Итакь, при всякомь ЕК (начинвя сть Ко-0 и до Ко-дм») не- 
равенство (13) им'беть мето, и сжвдовательно 
ред» : -ду 
5, Моа ( А,г') «А 5 | (1-ре)" Моа(е")| 
кед к-ю 
я тбиз болбе 
КезЗу сао 
5 Мод ( Л,г') «СА 2 |(14-е)" Моа (2) 
кад вощо 
Боли | 
1 
Мод (2) чтре 
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кох - 
то рядь 5 |(1-Ре)" Мо (г')| -- осходящійся, а слВдовательно 
Ка 
Коціду 
рядь 2 Мод(А,с') нифеть конечнов значенів пря му безко- 
ро . 


Е-Фу 
нечно большом»ь. Отсюда же заключаєм»ь, что рядь Й, 2 А,е 
їз 9 


(а также вго производння ) сохраняєть величину конечную, когда у 


1 
безпред'льно возрастаєть, если только  Моа (2) «тре » о нлм, 


такь какь є --- величина произвольно малая, если Мо(2)«СЇ. 

Изь ур-ія (10), которому удовлетвораєть ф-ція Й,,, не 
трудно найти предфль, кь которому стремится МИ,, при воз- 
растаній » до СО 


Положив» 





Фр,, ни 4У,, 
"Уа ПОРНО дана 
поря г, 3 
1--2? 
причемь зам'вчавнь. что ф-пія ш,, ОСтавтся конечной при у 
бозконечно большомт (если Моа (2) «СТ), получить яз урія (10): 


ФИ, хе-рл--2а--1 1 
дг | 0 1--2? оду 





Разсматривая то ур-ів, какт лянейноє перваго порядка, 
и антегрируя, каходнизь (зам'вчая, что для 2-20 Й, з): 


тари дачі, дня --1 
мне ру агна 








Отсюда, переходя кь преділу, получавит: 


уз-ру-- 2с--1 з 1 
іт (Р. на РА 1-я" (1 2) М о гук 
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и бхЬдовательно 


нт (1 4Ь2)"./ ре вті Р. язоб зач Уа уЧНи 


Изь форнулн | 
гом, Луч "и ре, Ду ше 0 


находинь, занйчая, что 
жі (зна (-Ч-ку) (чна(»- 1) 0090 є 
зі пвеачнннн)" "О-24Д(2м-1-н)) ачої 


, 4Очна(з--Я-ну) а 
(1462. (Їне)", ДУ 05-240(2»-1 уча) Ло 
откуда 


(14) нь), Лу Рот в (Ба) Лесю В 
зро ННЯЇ, Дано НОГО НО 


Ра. (азнаге канд Тена НИ аної 
й схЬдовательно 
ГОСТ ОО 3 уаі А ВИР С ОЗ Є СО 
Итакь вообще | 
- іа До ЧНО НОТ 


Ур-ію (8) удовлетвораєть ф-ція шаулає" "(2-1)" "К(И/,-фь,), 
и східовательно ф-ція 
"у 2» Фа» 
удовлетворяєть ур-ію 


алу є р2Р1----(29--1-- зач 
КИ) 1-11 0 


Положив»ь 


С, Р Пі Фо оо Р 1: Ї яв--а а, "є о гарна. Т,, 9 
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найдень, что Ї,, удовлетворяєть ур-ію 


2Ї аЇ 
(2-1) 232 8-нада (29-14) о 
ребТубнІЧна) 0 


Введя вь ото ур-ів перем'івнную 2. получимь: 


зу 
2(1--2)1 42) За 3И4гЇ2202--20--4(2У-К3-ра)г 
4 . 
зн Нно бо ФОНІ Над а «оо 


Положив» 
у.е (12. Ж,» 


- 


найдемь для Ї/,, уравненієе 


.(9....2(1--2) аз чН 1-р2)"Н(дта(1--2) 





Р 2202--2)-4(233 а) НКОКНІЧНО (1) д З 
НИО02" | т(т--1)4(1--2)- дта(2--2) -Ат( 29-К3-Рра)г НО. 
фт( 241 НУ1-2)2--40-Б1)0Б1-но. - 2)) М ее 0. 


Вьбираємь т такт, чтоби полученнов ур-ів сокращалось 
на (1-Ра)"1!, для чего вкраженіє вть єкобкахь | 1, стоящее 
множителемь при Й/, должно ділиться на 1-Рг. Положивь 
вь отоюь вираженій 22с2--Ї, получимь ур-ів 


ті --т(4уРА-2а)-Н(23--9)(23-К2-РЗа)зе 0, 


откуда для ил находимь два значенія: 25--2 и 2»-Ь2-рЬЗа. 
Положивь в» ур-ій (14) тахдуЧ2 и сокративь затіиь ур-ів 
на (1-Ь2)' б, найден»: "- 
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азму 
(5)....2(1--22) сс НІ29-4 434К 2092-12 


ФУ 
-- (яр --у)я" а О29-2) 0 92-14 -2)2| Мне, 


дтому ур-ію удовлетворяєть ф-ція 


ав. Руна о 


Чудни 
"Ой, о ооо --Фоа 
а 4 гу стін 
| б, 7 РРО ЧИ Р 
Функція 
с ООЛЬО а Р аа... газнФ0 


о» р Уа: ОК . «Узі 


раззагаєтся по восходящи»ь степенямь г вь рядь, начинаю- 
щійся членом, равнниз -- а, а,. . ар, 2 7(ябо У, Уз у ца 
дають рядн, ндущіє по возрастающимь степенямь.х и нпачи- 
нающіеся постоянннми членави, равиний 1,--такь какь во Х 


равии 1). 
2-21 


т 
че, оф) (ДАть 
-- Фа... ар Рь) д 


рядь, расположенний по восходящимь степенямь 2 й начи- 
нающійся цостояниниь членомь, равньиь 1. Занфнивь вь отой 





Сібдовательно ф-ція 


42 
ф-цій а чрезь аа и помножив ев затіизь ва (і--2) 7», 


будежмь иміть, очевидно, для полученной такимь образом» ф-цій 
(равной МИ,,) рядь, ндущій по восходящимь степенямь г в 
начинающійся постояниниь членомь, которнй равень 1. 


Итакь полагаєм»ь, что ф-ція М/,, разлатаєтся в рядь 


коор 
ВВ ВК... -Х Ва, 


причемь  В,--і1. 


у 


-- 


ГОРУ 


ан в 
г б - Ре у 


«м, є , 


УС С ДИ 
РЗК «А яко 
а 7 Ми Ки. 


М 
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Изь ур-ія (15) находиюь зависимость между треня по- 
слвдовательниии козффиціантами В, б. її В: 


- (За -т)(дчч дАч-Ф) В (Е-2-)( днк) В.: 
(ту. Ве (ауди) Внебенудиньніи ВО 


при 9томь зач 1--д»чн3) 
29-Ь1ЧНІ 


Можно опреділить число р такь, чтоби при 52?р нибли сто 
неравенства (каково би ви било »): 


м а, з даніаюної 
(-2)(2»-ЬК-к2-рт) 


Ві, В 


(18).... 
к-рачерНЕО) 


( 
р Пуавотанльнцьо) «1-е, 


ГДВ е --- пройизвольно малая велячина. 
Опредфливши таким образомь р, бережь рядь козффицівнтовь 


Кажднй изь 9тих»ь кооффицієнтовь обставтся конечнниз при м» 
безконечно большомь. Вь самомь дбфлв, такь какь 2-1, 
іт (Ві) заго то 9а-К1--у, то из» равенства (16) східуєть, что 
т (В.)уор сть Величина кОНечная, затбиь йт(8.) 5 -- 
величина конечная и т.д., накокецт (тт 8. ),зср т Во) орг 
величини конечння. 

Итакь существуєть конечная величина В, которая больше 
каждаго изь модулей козффицівнтовь (0), каково би ни бихо м, 
Схбдовательно можемь написать 


Виз1«В 
Мой (Ву) «с В(1-ре) 
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Мой (8.) « 8(1 є)? 


Мод (В) «8 (1-е)" 
Мо (8) «2 8 (1-не)Н. 
Изь равенства (17) и неравенствт (18) слі дуєть что 
Мо (В, ца) «є. В(1-е)"3-ЬВ(1-ьв)Н 


Мо (Ва) «В (1 не)" 


ИН 


затіи» 
Мо (Ва) « В(1 зе)"Р, 


ко вообще, для всякаго (, 
Мо (Ві)« с В(1 реє). 


Стхбдовательно, каково би ки било му, 


г 4 


Бі Мода ( В). Мой 2") | «С ВУ (1-ье) Моа(2')) 


й 
и такь какь рядь 2 1|(1-не)". Мо (г')|-- сходящійся при усло- 
р 


| о 
вій Моа РОЛ , о и рядь 5 | Мо (В,). Моа(2")| -- также 


сходящійся й сохраняєть конечную величину при у безконечно 
большою»ь, если 2 удовлетворяєть указанному условію. Отсюда же 


ресор 
ствдуєть, что рядь Х Б," будеть сходящямся и будеть со- 
Кіз 
хранять конечноє значенів при м безконечно большомь, если 
1 
Мой («тоже ) ЛИ, Такь кКакь є -- величина произвольно 


кала, если Мод(2)«С1 
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| Же 
Такь какь рядь 5 Вс, представляющій собою разло- 
ко 


женів ф-цін МУ, - бходящійся, то шожно написать равенство 
іо 
Же 5 В, з 
ехо 


- но сядовательно ф-ція РУ,, обтаєтся конечной при у безконечно 
большом». | 

Не трудно найти «преділь, кь которому праближаєтся 
ф-ція ТУ,,, когда » стрежится кь 00. 

Положявь 








МУ, аИ, 
«(1-28 ря НУО 29 -1)2--(8 а" о 


1--2? пове 





 получимь изь ур-ія (15): 


ФУР,, , 1--2а--1-Н(--2)є 
42 |. 1--2? 





Торо 


Интегрируя зто ур-іє, какь линейноє перваго порядка, п 
зажічая, что т, при 22-() обращаєтся вь 1, каходии»: 


у--28--1-К/У--2)8 7-38-1НУ- 281, 1 5 услачіну-а)в ав 
Р Ди 1-8" її нац фе, . а 1" . -. 
о 


Отсюда, переходя кь предблу и замічая, что ф-ція Ф., 
остаєтся конечной при у безконечно большомь (если Мод 2 )« 01), 
получаєм: 


гака аз 1 з 
іт (Торт? 70 з (іа) Ні. 
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Изь формуть 
1 р ЯР Ту Р ТІ; 


Фе, Фа р Фо-зс 0 
находим : 


(у. я Ф,) --СУ ноя фаі) "б СУ) а--3 -ефи-л) «- 0). 


Отсюда, замічая, что вь разсматриваємомь ками случав 
хз, ватеа, б, получаємь: 


(9)... (ИЛьоФь 9 (Иь-а Факт УР ра ри -ажжб. 
Похагая вообще (си. стр. 133, равенетво (16)) 
(20).........- уран, аз. Он" (147. Й, 
получимь по формулі (19): | | 
аа аз ЧО-ьгУН, ТУ, З 
раду Ран, М, а, ар" Че)" ТМ, зас 0. 
Сокративь ото ур-ів на -- а, а... аа" (1-Ь2)", подставивши 


Я Я 1 ВУВСТО 2 и прави виїСто аг, НайДенть: 


4у (5--1-ЬУ-- 
нку т (1-2). 17 А В АНІ ; 


и сліьдовательно 


ПИ З 1) 17 ки т 
Отеюда 


(149) т ( У, лмоотня нт Й.) асо ТР, асо 


4 (5--1-Бу--а) 


(23--14Н054)- а ой РИ 


3 
уссячоо 


«(1 рон Зчи а м) ї 
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т Ма) нзор 1 (1 рота а), 


Итакь вообще, при условінй Мод (г)« 1, І 


1 з 
іт (М) ор се (1-Х) (1-2) 
Раздбаля обі части равенства (20) на /, и вставляя 


42 
- ЛЯ - . | 
П-ра виїсто х, получим»: | 
Фи ри "НІ Ж, 
(21). РР У а са.-, .ба( 42) . а ре)" 7. 
Не трудно доказать, что правая часть зтого равенства 
ниветь предівломь нуль, когда п стремится кь 00, при убло- 
вій Мой (2) «11. 
Полагавнь 1--5 
Мо (уза з 
причемь т означаєть похожительную величину между 0 я 1, 
прибляжающуюся кр нулю по мірі того, какь Мод (2) при- 
ближаєтся кь 1. | 
Можно опреділить число р такчигь образом», что при Ео?р 


| 4(р-ра--1--т) | 
мон Мав ЕТО 


4К2--1-Ьу--а) | 
(24--1 еенті «ча 





Моа (Зала) 2 Мой | 
ли, нначе, при тор 
.Моа(4а,) «1-7. 
Схвдовательно (при п.р) 


Мода, аа (42)7)«Мойа, в ар (42) 0 Моє чо аг 
най, если положинь  Мод(а,аз........ азр-л(4е)е "ер, | 


| 
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причен» р--- величина конечная, и внебень о и Й виїото оз), 


Мой (а а,.... а,м(42)"7)«901 --пучвом 


При п безконечно большомь правая часть отого керавен- 
ства, а значить и ліва, --величина безконечно махзя. , бжідо- 
вательно пронзведенів 


"ил .- о є оман 


стремится кь нулю, когда п безпредільно возрастаєть. 





Дахіве, 
У. цаногач-о 3 дитя 


о (1 4 да ун 


и такинь образомь низь равенства (21) сжідуєть, что 


у--йт (2) «-() 
в/ бнезо0 | 
в/ незосро 


при условій Мод (г)«:1. Ото усховіє будеть, какь йзвістно, 
внполнаться, есля только будуть ноключенн для 2 значенія 
-Ь1....-Ро0. Йтакь для всбхь значеній 2, кров дійстви- 
тельнихь значеній, лежащихь между Бі я --00, найденная 
нами непреривная дробь -- сходящаяся й представляєть собою 
ту ф-цію, которая удовлетворяєть дифференціальному ур-ію 


РРО ПОР 1)у-ру-- 10 


н для значеній 2, удовлетворяющихь убховію Мой а)«СЇ, ви- 
ражаєтся радомь Ба, 1, 1, 2). 





СТРАН. СТРОКА 


8 18 
- 15 
12 1 
- 90 
м 1 
-- 19 
8 6 
19 20 
229 30 
26 10 
- 
о 8 
29 7 
32 13и14 
33 
-- 19 
36 | 4 
53 16 
57 3 

260 
61 6 
76 3 
т 7 


ОПЕЧАТКИ. 


НАПЕЧАТАаНО; 


Фонтнфи РиніФенні 
 РІРІ ГРАД м 
чл0нь 
доказательствь 
завизимостей 
многочІеновт. 
представитьь 
степиням5в 
позффиціентами 
переняся 
Зам'ьчая 
козфиціенть 
(20) 

и формула (25) 





уговлетворяєть 
0 

до 
4: 
(11) сокративши 
соотношенія, | 
и такь какь В,, 


должно вьть: 


Фиіаеї рафФиМньіФи-я 


РИ . . Мі 


чаень 
хдоказательства 
зависимостей 
многочленовь 
представить 

степенямь 
козффиціентами 
перенеся 

Зам'ьчая, 

Бозффиціентн 

(20), 

(не читать) 





ряд», 
цілов е 


ЗХ) 


удовавтворяєть 


7; 

(11) и сокративши 
соотношенія : 

и такь какь Ва, 


п 


СТРАН, СТРОЖА 


4 5 


5 838! 


1 
1 


ЗВ 


ОПЕЧАТКИ. 


НАПВЧАТАНО : 
1 -У 1 м 
1--/ 1-5 


заключаємь что 
равенства (1) есть 
членам» 

цолучаємь 

сходящая 

совратить на (1-Ь)2 "7" 
имфеть сгідовательно, | 


дозжно вмить; 
1--/1--5 
1-Й 1--5 
заключаємь, что 
равенства (1), есть 
членом» 
позучаємь 
сходящаяся 
сократить на (1 при 
нифеть, саВдовательно, 


1 





-- 





"Трбогіє ес бопабіодо рбобраїєв, 


РАН 


А. Зіагкод). 


нан 


|ЧПавіте Свисбу а довоб Ів пог дв Копсіїопя айегпбев ") 
дах Єхргеввіопо ді, рошг шле регтпиіабіоп ціцаеїв де двих 
чагіабіев іпдбрепідапівв, сбапасвпі йв вієте вапє сбапсег де 
уаівит арвоїше. Раг апаїоків, дап8 іа Ербогів дев дбіеттіпапія, 
оп айітібце Ів пот де фбіегтиіпапі айегпе оп айетпаті й 
свіці, йапе Іедцеї бопє Івв бібтавпів де єбадие соїоппе уегбі- 
саїв (оп оця Ївв бібшепів де сбадце Шксве Богітопіаів) вопі 
дев Копсбіоп8 де Із тадте тагіабів іпдбрепдатів 2). Кп сопвб- 
давпсе Їа регпфабіоп таціцейе йв деих уагіарівв іпдбрепдап- 
ісз в8і башіуаівпів ай дбріасетепі де фвих соїопоє8 уегіісаїе8 
(оп дв йвих Поспев Богігопівівв, 8і Їв дбіегліпапі е8і діврові 
Зшітапі Іе8 Швтев Богідопівіев); допе, Ів дбвегшіпапі сбапев 
де єіспе ві сві де Їд див уївпі Ів пош йе дФбівегшіпапі аі- 
івгпб (аШегпапі). Їе Бої де Гагбісів ргбввпі езі д'їрдідиег 
 цвідцев пев дев ргоргібібз дез дбіегтіпапів аЇегабв (аїівт- 
папіз) аіозі 4дце Івиг арріїсабіоп апх бацабіопя, 


1) Сансйу. Заг Їесв Гопсіїорв дпі пе решуєпі оБбіепіг дае йвих увівита 
бувієв віє. оптові йе І"Есоів Роіуївєсьо. саб. ХУПІ р. 99. 


з) Миї. А ігевіїве оп їБе ігеогу ог Февегшіоапівз. Вопдоп 1882, 
р. 161 ее. 
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І. 


Г'аПегпапі, дці еві сопзідбгб ісі, вві дізрозб 8цітапі Їея 
соїоппеєв де ід шапідге 8пічуапів 


0 0 0 5 
202, 209, 80, ..20? 


1 
22, 20, 20,....20 


2 2 
РОДИ Ли с 


209, 209, 209,....209 


с'юві-й, діге фоп8 Їе5 бібшепів дв Їа ргетідге соїопов 8опі дез 
Гопсйопя доппбев де Іа шдше уагіабів іпібрепдатів; фошя 1е8 
вівбшетів де Їа зесопде соїопие 8опі Їв8 шівшез Ропсбіоп5 де Іа 
зесопде уагіабів іпдбрепдапів віс., фоп8 1е8 бібтепіз де Іа 
п-бте соїоппе з8опі дев Гопсіїоп5 де Їа т-вще уагіабів іпад- 
репдапів, ідепбідаев апх Гопсбіопя де Та ргешідге соїоппе. ПІ 
евь РБівп епівпди, див Їе8 гбяпіїмі8 ехроєб8 дйап8 сеї агіісів 
пе сбапсепі раз йап8 Їв ба8 ой Іа дізровійоп ди девегшіпаюі 
сі дезвив іпдідибе з8ега ГЇаїве поп явшічапі 1ве8 соїоппе8, таїз8 
зпітапі 1в8 Патев 3). 

Гезв ТГопебіоп8 Фипе тагіарбів іпібрепдапіє диі сотарозепі 
ісі 168 бібшепів де садив соїоппе, доїуапі ауоіг 1с8 ргоргіб- 
іб8 виіуапіє8: | 

1. Рез бібтепіяв Ффипе спе дивісопдце 8оїй Фе Їа т-вбте 
деп Бапі попє роцуопя дедпіге Їев бієтепів соггевропдатія де 
двих ШЦєпев удізіпе8: попя ацгоп8 Їв8 бібтлепіє де Іа Пєте 
ідібгівиге, (т-|-1)--бше, раг де8 орбтабіопя фбіегтіпбез, допі 
поця дбвієшопя Івпзешрів раг К, ві поп ацгоп8 Їв8 бібшепіз 


2) Їев гевиіїаів сі-Феввоцв ехрозбз пе спапсвафб рев поп ріаз фвпя 
Їв саз, Ї'оп вифавбійце вих уагіабівв іпйбрепдапіев дез Копсбіопя дійвгепієв 
роцг сівдає соїопов ф'аяпе оц Фе ріцвівитв уагіабіев іодбрепдапієв. 
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де Іа Папе зпрбтівате, (т--1)--бте рат дев орбгабіоп8 іп- 
чет5е8 це поз фбзідпопя рагК "'. Ропе 


К( а) ва, К( а ва, , 7 27. Ка аа 
еі д'апіге раті 

КО (аб)аеаімо 0, К'(аФужааіт, о Ка) ще 
П в'єп виіф: 

А. Рез бібшепів д'ппе Шїєсте доппбе оп реші фбдціге фопв 
Іев бібшепів соггбвропдапіз Фев Півтез вирбгієттев раг шп по- 
рге дбіегшівв Форбгабіопз ХК"! ві Їс8 бібшвпія соггбвропіатія 
дев ШПєалеє іпвбгівпгез раг шп пошбге Фбіегшіпб д'орбгабіоов К, 


ев дбзіспапі се пошрге де гбрбіійопя дев орбгайіопз К"! ві 
К раг пп ехрозаті, 8атоїг 


КИК(К....К(27))....))а« Ка) аа 
ві Фашіте рагі 
К (КТ (КО ....КУ (а), .)) т К(2"2)ж-9 
В. Де Іа ргетідге Пспе д'єп Рапі оп рецпі дбапіге 
(опівв 1е8 ацігеє Пдпез раг пп пошіге дев орбганіопя К, бра! 
й Івиг іодісе. Де Іа ргешідге Пспе д'єп РБа5 оп репі дбдиіге 
фоціезв 168 ацігев Попе8 раг Їв пошіге деє орбгабіопя 6єаї й 


ід дійбтепсе дев іпдісев де Їд дегпідге Пспо еі йв Їа Пєто 


орбешце. , 
2. Івз орбганїбп5 дезіспбев раг К ві Івиг8 іпувг8е8 
дбзідпбев раг К"' доїувпі забізбаіге  іпдій'бготиіепі айх 


сопдїбіопе 
К(К(ауу- КК (аучаві К "(К"(а))--К"(К "(аб К"-Ча) 
П.. 27 
Ропг Їс дббегтіпалі д'огдв п, дпі 8абізваїй апх сопдїйоп8 


сі-дйевзая іпдідпбев, оп репі Гасіївтепі дбтопігег 1в Епеогбте 


зпіталті: 
10 
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Тпеогбте 1. Га зифзійціїт й ип вієтеці Фипе Лота- 

гопіаїв дивісопаце Ф"ип, вз вівтепз тезіатіз де іа тбте 

йогігопіаів тбдші іс авіегтаіпаті Фоппе (ГТ) й євтф. . 

Зиррозоп8 цие ройг 20" попя тебфопо 20"? ой р а Гапе 
дез таївигя 1, 2. 3,... п. Бп увгіш дв се диї а 6і6 дії 
ріав Ваші поп ахоп8 


РО а КУ ат) - КУ то ) ри ато) 


ой д а дев узіватв ровібічев оц пбсабітев. Фопс раг Їа 80р- 
зіійшійоп де ІШсібштепі 20" й Гбібштепі 2", деих соїоповя дн 
дбіегтіпапі вп дцевбіоп д4екхівппепі браївв впіте віївя еї Ів 
дббехтіпапі 56 хбдпії й лего. Є. 4. 5. 4. 

П вві буїдепі, дие Ів дбіегшіовпі (Т) вв гбдції впсоге 
а ябго раг Іа, вибвбібшіїоп й 202 д'цо йв5 ргодіїв. 


В, В,...... Ват 


зі оце Ів В., В,....В, пе ібрепдепі раь дев орбгайіопя 
Кері К'. севі-8-діге ві Іа сопдібоп. 
К'|Вді ВК (20) 
еві гетріїе. 
Га вошіпев дев ргодиійз 
В2748В2"-...... В, 


зибвіййбе й 27 гбдції айпвві 1в дбівгшіпапі (1) й хбго, зі 
Іа сопдїбіоп 


К'|Ву24-Вуаітц- .. 28 ВК" (ауВ, кає? 7 з 
ВК (ет 
е8б геторіїв 


Д'ачіге рагі Іа 5ирабійшіїоп й 20" де фоців апіге диапіі- 
(6 а, ргізе агріїгаїгетепі,  тзів дійбгепіє дея ашігев 616- 
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шепів 27, 22.....20" дйв Іа швше Цяпе еф п'аувпі раз 
атес сев бібтепів де сегівіпе8 гбіабіопя8 Іосііоппеїев, пе реші 
раз гбапіге Іс ФЗегшіпапі (Т) 2 єбто. Допе 

Тіпеогбте І. П п'єдізв чиє п заїситз аєї//єтетівз ві 

іпфврепаапієз епіте е9йез рошт ип вібтепі дивісопдие 

Фіи авіеттипапі. (Т) Фогате п, диє твацізепі св авіет- 

тітапі й 2єто. 

Сев чаївиг8 зопі Івв бібтегів гевіапів де Із шдше Пдпе. 

П виїі де се диї а біб дій сі-девзив див дв м вібтепів. 
доплбє ві сроівів агріїгаїгешепі у, У,....У, 00 у а)опіапі 
Рбібтепі іпдбіегшіпб у, оп реці (огшег Ів дббегщіпапі (Г); й 
сеї віей 1 Капі Каіге зпріг А сбасипе Фев диапіїівз у, У, У». 
...-У, 168 орбтабіалв К ер К"!' еп дцапіїіб песбезвіге, 665 
орбгайопв ройуапі ацеві біте допобев, шаіз йетапі веаївтепі 
забівївіге ашх сопдїйіоп8 сі-дезвив епбпсбез. Їе девегштіпапі 
віпзі сошіровб 86 гбіції п Коіз й 2бго ройт 


уз-у;, У--У:, УжеУ...-:Ус-У, 


Ропг іопівв 1с8 ацігов увівитв йе у се дбівгшіпапі пе ве 
гбдції рав А 2бго 7). 


ПІ. 7 


Оп вар раг Їа ірбогів дев двфегштіпавів дав садив дб- 
іегліпалі реші 8е дбуеїоррег 5піуаві ишпе соїоопе апеїсопдце 
еп попе ехргеззіоп Шпбаїге. Ге дбіегшіпапі (1) 8е дбувіорре 
зціуапі Їа ргешібге соїопае вп пив ехргеввіоп Ппбаїге 


Аза Аа Аа, А, 0-4? | (ШІ) 


Чапє Їадивіїв Їев собіїсівпів А, А, 4,....4, зопі Їв8 
шіпецгв ди дбіеттіпапі (Т) ві п'опі рав дв 20, 279,,,,. 


4) П єві Бієп епіепди, дпе Їсв бібтепів допопба у, У1з----Ук ей Гіп- 
деіегшіов у ве дізігіблепі іоціоцтв еп Шірпев, раг се дц'єп доппапі іа со- 
іспле, оп пе реші раз Гогпег Іс дбісгтіопапі (Т). 
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10), 2, 'ехргеввіоп Побвітв (ТІ) 8о гвбіції й я6го вмчес ів 
дббегтіпапі  (Г), сВадтв Їоїв дие Гоп вирябііїце й 20" Гип 
дев бібшепів де Їа штвте Пєпе, Допе 

Шу а зеціетепі п майївитв діЇбтепіез єї іпабрепаатіез 
епіте еШез роцт а!" ди т"филзепі й явто Гея ргезніоп пат (ТЕТ). 

Бо бкаїдпі А 7бго Гехргеввіоп Шпбаїге (ПІІ) ей вп вир- 
зНічапі 2 4, А,.....А, Ївит8 таївиг8 вап8 іпдідиег Іа, ша- 
пібге, допі еїез волі сошровбев д'бібтавпів 21, 8з....2, ПОП 
обівпоп5 шпе бдиайоп.де Гогіге п ві Іа8 т уаівитв рошг 207), 
цпі гбіцізепі Мехргеввіоп (ЛІТ) й хбго вопі ісє п тасіпез де 
Гбачеціоо. Везопдге шпе бапабіоп с'єзі фгопуег фопіеб 168 га- 
сіпез, с'єзі-ь Фіге Їсв уаївигв дв 20" 5), аші увгійеві ідепіі- 
цпешмепі сейів бдпабіоп. 

Дап8 Іс 8 2 оп а шопігб Іа роз5ібінівб де сотровег Ів 
дбеттіпапі (1) д'огіге п де п бієтпеюіз диеісопапез сВоїзів аг- 
біїгаїгетепі У, Удр- "Ук 05 Ф'шп бібепі іпдавіегшіпб у (амі 
в8і іосоплив йалв Гбдмайіот). Бо дбхеїоррапі Іс деїегтіпапі аіпві 
Когтоб вп ипе ехргеззіоп Шопбаїге, рціз вп саїспіапі двп8 себіе 
дегпібге 18 чаївит8 дев тіпейтв А,, А,...-.4, ев вп Гбеа- 
Іапі 3 абго, оп айга пов едимііоо. Допс ауес т уаїваг8 доп- 
пбев, сроізівв агОійгаїтетепі оп реші фоціоцг8 вогтег Г'єдпабіов 
догіге п. Ки шодібайй ві еп утагіапі се8 таївигя сроізів5 
агріїгаїгешені ев іадерепдатпієз епіге вїїзв оп реці амоїг ае8 
башаопз дійбгепівв вп побе іпбпі, спі дійбгепі Їе8 ппез 
дез ацігез вецівшепі раг Івиг8 соббйсівпіз. Їев бапабіопя аїпзі 
обівпиез особ Івз ргоргібієв 8цітапіез: 


1. Ібдиайіоп  Ф'огЧте п а зеціетепі п тасіпез, Сезі- 
аіфіте п гаїентя Фе Ріпсоппиє їпфірепдатівз Жпіте ейез, диї 
уемі іепі Чепійдиетепі Гвдцаййт. 





з) Раг Їев ргорібібз дез орбгаїїопе; К оп дбіегтіпе свіїв дев уаівите 
30), а! а0....а04 ап Тадпеїїе оп йоїв сіпогеїег Їп гбвоїційоп фо І'Єдпа- 
йоп доппбе. ШДапз Їсз бдпоіїопв пісвотідася оп сіегспе Іа удієаг йе з) 
Фаоз Іез бацайіопа дійбгепбієїев Ппбаїгев Іс твівшг Фе (9). 
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2. Іез зоттез Фез тасітез, тийтріїєсз рат 4ез гаситзя 
іпібрепаатівз дез -оретайтя К (ві Іев сопдїйіопя іпдідабев ай 
8 2 вопіб гетріївв), рештепі аиззі зайіз/ате й Гєдиайоит. 

3. Гез! соб ісієпіз де Гбдцабоп фотате п зопі Іез Гопс- 
опз в 8ез тасітез, /огтвез сотте Їе8 тиіпецтв ди авгет- 
тіпатпі фе (п -Н1)" єІЄтепіз. 

Їв давзбіоп іпувг8е, с'єбі-йа-діге Їа Когщабіоп до дбіег 
шіпапі де Іехрезвіоп Їпбаїге доппбе си де Гбдцабіоп доппев 
охієе Їа гевоїшііоп соїпрівів йв сеїіо дегпібге, зауоїг Їа ге- 
срегспе де іоціеб 808 гасіпе8. 


ГУ. і 

Лівди'їсі Їе8 орегабіоп К опі 36 Птіїбев раг Ід сопадї- 
Ноп де гесіргосіївб тпіцеїв де К ві КК"! ві Івз ргоргівіов сі- 
дбявав ішдідабев соптівповлі апх бапайіоп8 де Їа Гогте єбоб- 
гав. Роаг Ів8 гесбегсрев, апі 8ціувпі, ЇЇ Фаці впсоге іп8- 
сгіге роцг Ів орбтайїоп5 К Іа сопдійоп 

Ком аа у? К( мб?) ни 2 К(об?) 
ер вп єбпбта! 9) 
К"( а) о ау? Ки) т К( и) Ки) 

ето К (и?) К" Чи?) А. р" и --1) "К" Чо) Ки?) А 


Дт Ко) Ки?) поки, 





«) Ропг Іев бдивбіопа вісвббгідие Їев орбгабіопв К дбвіспеві шпе тиці. 
біріїсабоп де Їа Гогте 


К(абужня. ваза, КУ(вв єна. або ТЯ 
еф Із ргоргібівб іпітодиціїв Фапе Їс іехів Феуїепі 
К(и?.о")с-о? К( и?)-рм'К(є")2-1. а-Ь1. сазі(а с) м-ро 
раг св дає поцв ваудпе див с?.ме-1: епзціїв 
К(и?.од?)асо Ки и')Р2К(о?). Км?) К Чо?) ц51.м3до.мР1 еесі (ие) (ве) ме) 
Оопс дапз се саз К вапіуааі й ппе пацібіріїсобіоп раг м-ре. 


Ропг ЇІесв бацабіопв дійвгепіієПев Іпбвігез ві Їсв бдцабіопе еп дійе- 
геїсез Шпбаігев Іа зірпібсабіой фе К єві бтійспів. 
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Ко адоріапі себе сопдібіоп ройшт Іев орбгабіопз К поця 
роштдоз фбтопігег депх ргоргібібв ітрогіапієв дез бапабіопз 
д'огдгв п. Ко ргешівг Їви; 

Тивогбте І, Лапз Гедиайоп а«огдте п оп рені /ате 

Фізрагайте Їе собуйлстєпі Лу-яь дивісопдце де Гіпсоптиє 

асес Гїпаісе щ «Фе г"? се дит еліде іа твзоїцілоп є 

Гвацайоп «огдте п--ш. 

Вп Фацігев івгте8: 

(пе вдцаїоп  Фотіув п реці зе ітапз/огтет єп ипе 

ашіте «ц їпбте отате, дих п'а різ Фе іегте теп/ег- 

тапі МЧнсоптиє ахес Гіпатїсе т ей сеіа п'єдіде дие іа 

тесівгсіе д'цпе зеціе тасіпе Фе ІГєдиаїсоп Ф'огате п--т. 
Па весопдв ргоргібів : 

Тпеогбте ІМ. ат Фонтбез т тасіпез «в Гедиавіст 

аотате т, роцт агот із п -- т тасіпев тезіатіез 11 

вий твзоціте цпе вупабйоп Фогате п--т. 

Оп: Зі оп соппай ш тасіпез де Г'єдиайоп, а"'отате п оп реці 


афаїззет зоп отдате де т итлвз. 
Роцйг дбшопігег се8 двих іБсогдітев її Гаші гетріасег 


дап8 Гбдцабіоп д'огіге п 
ог А 9 Ада ?-р.. А, о А,о б (ПУ) 


Гіпсоплив 20? раг Ів реодмій де деих іпфбівттівбев и?) ві 
УФ) допі Гипе вві фоці-д-Їаії агбійгаїго, швіз допі Іа 5есоаде 
зе йбфегтіпе раг Їа Когілців | 


40 до? 
оп раг шов аціге Їогапів дпеісопапе, дпі вп ргоуїіепі. 


Кп 86 Їопйапі виг Їа ргоргібіб тепбіопабе фвз орбгайіоюя 


К попя8 аухоп5 - 
29 саеці у? 


«Фе К(2уК(ц обтужо? Кі?) р ці? КИ обо аву р оо 
дя К(207) ща К ці оо) а 2-9 ці здо 
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ві во єбобта 
вт аа КО 9) що Куц у ці р поуіт 04 


тт 1) заит-оць, ТІ пет ть поус 


Еп вирвеіїбцапі сев уавієитв дев 2, 22....2" дап8 
ГРедцабіоп (ТУ) ві вп дізроввпі вев фегшев вшічуапі Їсв іпдісев 
де Їа Ївййте ц, поця ауопя 7) 


") ІБ вві рійв сопітоойв йе Фівровег Ібдивііоп орівпає двов Гогдге 
іпувгбе, вауоіг " 


Г А Ах" 4 А б 4... Ап ау? 4 А. г А ці?) ь 
ПЕТОРИ РИН 14,27. (я--3)4,2772)-5....434, ар, ЛО 


чн (яСя- -134,00777)4- (в--1)08--2)А о09799-ра.1 А, бОЛьдь 


зраз а тА 1-2). т) Ар... 


пи Зп, 3.9, пав -1)..-3.214,, о Р 


таз сні )..8.34,2-(п--1Х»--9)...3.9.1.4 Ли 


Фрависту До ВЗАМ тон 


Раг сеііє Фівровібіоп ЇЇ еві Гасіїє фев хоіг, сотатепі ве Гогпаепі Їєв соббісівпів 
де себіе ітепегогшабіоп. 

Бо повііапі дапв Мбдпабіоп (ТУ) е ва Їїва де 5 врдив вуспв Ів собіб- 
сівпі ди ргешіег іегше, ваудбіг фе 00). 

Ео дНібгепіїапі Їс собібсівці де м) раг гаррогі й є, еп адоріапі Івигв 
ірдієєв ройг ехроваців, еп ргепвпі Їев собібсівєпів А, А,,.-..4(х) роаг 
дев павпіііїбв сопвівпієв 6| сп Фіуівапі раг 1, поцв вогорв Їе собібсіспі фо мії), 

Кп діївгепбіапі Іс собЄвсівпі Фе (0) дсих Гоїв дапв Їсв пабтоев сопді- 
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Аді. 
-К|пло? КА и З 


Р С ЛА АаРУресть (3) 


вєо оо его ого о? его оо ооо 5 ее -г-' оо оо 5» ог -'5' г ос оо. о ооо о?» о» все о 





пап-1.. Кт) ис (2-1) п-2)..(тя 1) ож 
Ма око Ка ант) 


--. Б (т -К1) Ат чл? - дари 4 


ПНО РУ РРО ТО РУ ТУ Р УП У 
РО У Р У 
НА Ар А? А, Али ох 0 


Папз себе бгапзбогілабіоп 198 собібсівпів де м 5опі дев бдца- 
Нопз д'огігв п--т 8етріабів й Гбацабоп допівбе, с'в5і-й діге 
Фип огдге ді 86 дбіегшіпе раг а дійбгепсв епіте т ві Гін- 
Фесв де м. 

Раг сопдійоп ІГипе 488 уаївиг8 м си ю реці двге сбоїізів 
агріїгаїгетепі: дйап8 Їв сав йоппбе вп увгіи фе Іа дізрозібіоп 
де Гехргеввіоп (3) поцпв доппегопя й є цпе.таїаиг агрібгаїіге. 
Обіегшіпопя п, г""З-еоє? віапіо попе гасіпе йф'цов бдпайіоп, допі 


йїопв еф еп Фіуїзапі Їе гбваїіай раг Їе ргодиїй 1.2 оп ацга Їв собійсіепі де 
«() віс. 


Еп рбпбта! Ів соб(йсієпі фе м") репі діте об'епи фа собійсіепі де м?) 
раг фев діїбгепбіанїопз т боів гербібз де се Фегпієг собібсієпі раг гаррогі й 
о вп адорівпі Ісв іпдісез де є рошг ехрозапіз, вп ргепапі Іев собібсієвів 


ЛІ ПОБУ. РРАРЧИРУ. С ром, дез давпіїнбз сопзбапієв ев еп діуївапі Ів гбевиїфні рат 
ів "ргодції 1.2.3.. 


П єзві Бісп соди, дає даппв іо" єв Іев дійегепіїв(іопа ж?) сві ргіве ройг 
сопзіапів фе Їа падте паапідге ди'япе дцапііїб ауєс Гехровапі 26го. 





и А. ЗТАБКОКЕ. 153 


Іа ргешібге рагіїв еві Іе соббйсіопі де и". ШП вві буїдепі 
див Їа вибвіїйшфіов де сеїфе уаівит. дап8 І'єхргезвіоп (3) Іа 
гбацій й пов бапабіоп д'огдте л раг гаррогі 2 м. ді п'а раз 
Ів івгтв сопіввапі ши", еф"Ївз гасіпев дв Ієдцабіоп ргіші- 
йїхе вопі Гасіївшепі йбдційев дев гасіпез йе севів дегпідге раг 
Іа Тогтців 200) с ці о? с, 4.. 6. 4. 

«ТП Гапі обвегтег, дав роцт Та діврагібіоп ди іогв вп 
29 оп оц"? їЇ вві пбебззліге 


о В 
о А» ш0 


се диї езі ішровзібів, раг се циав А, еві дїйббтвпі де 2бго 
ебоєФщ-0 впігаїе 2-0, | 

Д'апіте рагі Їз дізрагійоп ди фегше вп и? вхісв ропг 
у? цпе увівит дбіегшіпбе раг Гбацабіоп 


Ло Ар АР... А АТО А 0 


с'еві-і дігв бсаїв 8 Їа гасіпе де Г'бдиабіоп ргішійіте. 

Зі поця 8прробопв, дпе Гиапе вв гасіпев де Рбдцабіоп 
езф сопапе, раг ехегтріє 202, вп Гаїзапі 02? дапя 1а Їог- 
шиїв 2"-ецірі?.оп реці аппиівг Їв іетгшів єп ці? ві Г'єдца- 
дп ргішібіув 8ега 


Вум)-р Вуи04 В ці... зі В, ріод | (1) 


еп розапі ісі 
оп іхопуєв 


шу 0, це "Фі 2), ці З що шоб? 40-09 
ві Гбамабіоп (4) бега 

В ло 94 Во" 9-4 Вл... В, о? В, поєд (4,) 
диі е8б догіге «--1. Би соподізваті Іе8 гасіпев ар0,200?..л0б0) |, 
де сеіїе бциабіоп поп8 ауопз раг 168 Когтаців8 
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здані, 0 соді? еф ціна К Чо) 
Ів гасіпев де Ібдцабіоп ргішібіув 8008 Їа Когше вціуапів 
209 що 20) 
2/9 --- 22 К- (10097) 
290 29 К- (007) 
20) в г ЗК УЧ |) 


Ропс ві Ї'ипе де8 гасіпев де І'бдцабіоп ргішібіте езі соп- 
пив, 80п огдге реці біге араїввб д'ипе ппіїб. 

Зоївпі соппиев вих гасіпев де Гбапабіоп ргішібіув 20? 
ві 232: вп Ївв вирвбійпаюі дапз Іа Могшиів |» 


9 К Чи) 


оп репі дбівегтіпег Гип дев увівитв де 10", раг ехешрів »00?, 
80ц8 Їа Котше зпічапіє 8) 


0. 20 
ша К 5 

20) 

2 





0 о 

2, 85 
1 

20), 209 


") 1 Каці іпдідшег ісі дисідаєв ргоргієкбв да вушіоїє К геївііуев аах 
їтасійопв ві вих дбіегтіввоів. 


Ов Ів ргоргібіб шепбіопобе да вутіроїв К 
Ка), ооо? Кб) зм Ко) 


(0) с - 

ч ц 
іі еві Гасіїв де ігопуег Їл увіваг К (з): еп ровапі пута уза"), поав ауопа 
о 7 


чі 9), 200) ві 
Кк Од сне К(х! 0) Р 0 ЖІ 20) У 20) К(о0 ) 


, 0 ці?) . (0) К(о00)) -- ціо) К(е(? ) 
ой Коха К (з) 
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Кп соппаїввапі Гипе де8 гасіпез де Г'цчабіоп (4 ) оп реці, 
сопіогбтеці 8 се диї ргбебіо аРбаіввет 8оп огдте д'ппе ппійб 
еп розапі 
0) ші? К'! (19 
ві оп айга й 
СС 4 СО79- С, 42-ЬС, зе (5) 


ІГ'вррійсайоп Фе себке Гогтиів аах бачабіопв діббтепіівіїєв вві емі- 
депів ; роаг ісз бдавбіова відебгідчев оп а 


и?) 
к(- о пореі (мезо)єтичо-о 


Ронг Їв гесіпвгсіє дев ргоргібібв ду вупіоїс К геіабіуєв ви дбіегті- 
папіз Ба-1 фе Їа Гогтоє (Т) попв спорідуєгопа Іл 2сопровійоп соппає ди 
дбіегтіпапі еп шиібіріїсаівчго Нобаігв (Зсой, А ітевбіве оп їпе ЄБеогу ої 
деіегтіпапів, Сагобтійсе 1880 р. 12, 13, Мийг. Тьід. ред. 146 ві 147. 


Во, а ду... да За 
арт-я? ОТО Я ДР ДЯ Р 
Ре Іа ргоргібіб івдідаве да вутобоїв К геіабіує оп ргодцій оп а 


К(В,)--К(а, а, а... я у Ка). о, а... ана, Ка, )., вно 
..рага,. 0, К(ан--2).ап--лра,. в, а. ам--2.К(ан--1) 


ой 


Ог ов бу бручви пе дбрепдепі рав фев орбгайіопв К, йопс 
К(а,учча,, К(а,)-зац, «К(ан-2)-зан-1, К(ан--1)єзан 


ві Фвов боцв Їсв дефегтіпвпів фе Їа вошите ргесбдбпів, ехсеріб Іс дегпіег, 
оп аага йейх ІПдпев браієв; Фопс іоцв Їсв іегоез Фе Іа вогатає вопі бдвих 
й щбго, ехсеріб Іс фегпіег ев поп8 вуоспе 


о 0 о (о 5 о 
з ), я З нн з 7 51 ), 5 дес» з? 
1 1 а 1 
40, 0 во ви 8 аб. 809 
1 дв, 
КІР С п- і ооо зар) 
зо, Роли ам) о, п 


а, о ДН зб), РО ДИ я») 
ой Би еві цип дбіегтіпапі апаїорпе ауве (я--1)? бівбтепів. 
Раг Іс падте уоів 1Ї вві Гасіїв де гопуег Іа уаісиг де КУ(Бу-1) віє. 


Кп опіге іЇ вві Касіїв д'обіепіг іа уаіваг де 
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цое бдиайїоп Ф'огіге п--2, диі, дбіегтіпе 1ез увівитя Фе 0? 
об атес еЇїївв 1е8 гасіпев де І'дцабіоп ргішібіте, 


0) у 0 0 
РОДИНИ Р 


За--15 Да 


1 а) "| а) а щ 
з , 5; У ни ЗІ Р 


--1 --1 1) --1 
М оо В морі 


Кк ( 
) 0 п). 9) 
о 
1 4 1 
р бо 
оососоо оо сосбсоврооооговог - 
21) --1) -1 --1 
з" З Ру гом я що ) 
(0) | 200) 542. а 0) - 
5 5,7"... р 8 --3 
і з 52 9986 ні ноз ар Мо КО 209), аб 
Фо що о о а) 0 да 0) ду у б Мо яті я 
РУ КОЛЬ С 3 Б ЛЬ СВ Р 
140 400 502, , 20 
(1) (0) (1) сообссососоо ее ока гео оеаеое-гогооео-5-ь-ве 1 9 з я" "7 1 
15 бро || ДП ........... о 
«| (п--2) (0-2 п-3 --9 --3) 
ПР й За 3 во 2 в 3 з" 1 


РІ а--.) з(-73) 5032 5(2-2 
(п-2) ,(п-2) | | (м--2) |. (п--1) с а(131) 4(3-1), (п-1) Ч 72 у а-і бю 
51 222 Яні | ЗІ .22 п--1 у» зн 

С 3 С о Р С, 
1 72 зе"я--і з" 


«9 або. 409, я а 


п--1) "а 9 "НІ 


Ко віїві, ва фбвіспапі раго Б'н--1 ев Кл-; феах дбівгтіпапів, дпі ве ігоауепі 
вопав іє відте фа вушіоїв К, оп вага 


4 ру пи К(В'н-1)-- В'н-1К( Ви--1) 
КІВ (Ви-л) 


Гаг вціїе, еп йеввірпапі раг В,-з ев ЕВ, дев дбіегтіпапів апаїораєв амес 
(п--1)? ей (к-НІ)? вібпавбпів попз ауопв 


дВ, ВК, 
В, н--1 9 ков а-1)22--2-3 


дКи 
Кил-те да зам) РА ОЙ з да с" -1)» 


д 
КИ(В,-л)жк РИ «би 
в-р1 
сі іс оппоегаєїсаг Фе Із огитаїв ргбевбдепів сопГогпобтапі й шпе ргоргібіб 
соппив (Веіозсбі. ТЬвогів де Фвіегпіпопів Рагів, 1856, рад. 13. Мціт. ТЬМА. 
рас. «32) реп Фїге гепаріаєб раг ІГєхргеввіоп 
дЕ, дк, | дЕВ, дВи дк 


В'н-1л1- 
дат), дао о дат) дана да07Пда и Канта Ям бопе ке ки узакча -К, св) 
с. 4. Г, 4. 
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Соппаїззапі 1в8 гасіпев де Ібдиайоп (5) поп8 обіепопя 
6 зузівше йе8в гасіпев де ІГбацабіою ргішійуе 8008 Їа Гогше 


Р 


о що 
рр -бФ?ОК і но 25 Ка Фу" КІ ( со) 
о 


Фа б а ук че 


Ропе зі фепх тасіпев 21? ві 20? де Гбдцайіоп ргітійіуєв в8опі 
сопппез, Гогіге де Гбдпайоп репі біте дітіпиб де деах ппіїд8. 

Кп соппаїззапі ігоїз гасіпез де ГЄдиамбіоп ргішійіує ва 
гбзоїабіоп  репі біге гатепбе й Їа гбвоїціїоп дйе Гедиабтоп 
догітв п--3 дв Їа Могте 


О377-60,877956 0,372... 8040, є 0 
еі Ів зузідте йе8 гасіпеє де Шбдицабіоп ргішібіув 8ета 
219 ща? 
со а? 


РА о ри -- 20 


ь 


20). а) з 
(о (0)к:! Р а 2/2 а со, й гі «ої, 
са К ТЯ с, ЖАКо; у кін БК | о, ко 7) 


о у га 
ми 20) ,25 ) 


--1 2 лат р Т 
Мора) є и 110 Каб. б 0 о Бо: » 23 ім 


22», гу РУ | 
ща шо 


(гу У 2? 2!"), 21), 201, 


РЖ ) ше 2! ІК Бо «а 
й, сі 20 








І 
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ой а, а, 809. .,,, 4, вопі 1с8 гасіпев дв Г'бацабіоп (6) 
догітв п--3. 

Ко сбибгаї, ві оп соппвії т гасіпев де Гбашцабіоп ргі- 
шібіче, ва тбвоїабіоп раг Іа габібоде іпдідибе 86 татдпе й 
сеїїв де ІШ'Єцпабіоп д'огдгв п--т ев ві оп дйбвісов вп єбпе- 
та! Ів йбіегшіпапі раг 


(1) (1) (і) 
2 ), 28 3, 20? 
(1) (0) (1) у 
21 24, 2 1 
г ач, 2279. 4) 
1 -1 1 
с, аб дк 


Іс вузіде дев гасіпе8 де Ібацабіоп ргішібіте явга 


2(9 -- 20? . 
2) - г! 
Роди м 


20) аз ФК, 2(9| "Ро Кз. гі, 2 а, «о КТ. 


ДУ РОД ПРО 1 РР а СТ 


2 ще 2? кро, 29) (29) КО 212, із «9, РО и Кк і щ 


дю а РОТ РР Й РА Ко у. ЦЕ 


ПФК! еко), 2, (у К7| РА Р РО Ро и КИ .., 
РОЛ ТРОРОВО ПРОРОК р і СО 1 

Ой с, об,.. об2, 8опі 168 гасіпев де Г'бдиабіоп д'огдте в--т 

Му МіО МОМ ув М, а 0 


Развзоп8 швіпівпапі й Їа йбівегтіпабіоп дез собббсіевіз 4е8 
бацабіопв аРаівзбез раг Іе8 собійсівтів де Рбапабіоп ргішібіхе 
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А сеі віїві дбвіспопа Рбдшабіов ргішібіте раг 


дод 
УА -- () 


ев соббйсівпів йв Їв ргешідге бацабіоп абдівзбе (4,) (с'єві- 

і-діте аРвівзбе Ф'ипе ишпіїб) соште ЇЇ а біб дїї дапя Іа 

поїв (7) (рас. 9) ве дбіегшіпепі раг Іа Когоїв вушоїідие 
| тех 


1 й Ж 
В - асо (к-т) 
"77 1.2.3...(а--1)а де РА 


ой Топ сопвійдге Ів іпсев йе є фапа Їа дійбгепбіайоп соте 
фев бхровіпів еі іев собійсівпів А, сопе йе дивпбіббв соп- 
зіапієз. Д'юргдв сев сопдібіопа І'бдиабіоп (4,) реші біге тіве 
8008 Їа Гог 


З (я--а) (к-т) з 
Де 1.23. плотуаає дм 70 


І'бдчабоп ВРаївзбе виіталів (5) в'оббієпі де І'бдпабіою (4,)| 
раг Ів швше ргосбдб диї поц8 в 8вгуї ройт обівпіг себів дег- 
підгв йев Іа ргішібіче; раг ІЗ Івз собібсівпів йв Іза весопде 
бацабіоп аРбаїзябе в'єхргішепі раг Їв Когшиів вутароїідив. 


я 


7 А ція -з) (пт) 
"3177123, ряди тавнаєдим 


ві оп рейці бсгіге Гбдцабіоп (5) 


У 2о-во- 0 ав ру 1 а У А 21-т) о 0 
1.2. 5 В ов 1.2.3...а гл ікай " 


резя-- 1 








Раг Ів овіб ргосбдб і езі Гасіїв д'обіепіге ІГбдцабіоп 
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араїззбе дапя Їв баз, ой оп сопоаій 168 т тасівав де Г'єдпа- 
йоп ргішійіче, затоіг 


рей 
сові) елісяно, фФ 
г 33. - Я 3. золавдіо" 


Й єс 


У уко о ; з ру дум МР. пи 7 3. «б сіл-ю. |) 
Везя-1 


ісі о» тергбвепіе Їа чом спегербв ев 168 таїешгя йе 
фо, о? вопі девегшіпбев раг Їе8 вхргєзвіопя, вп адоріапі 
Іа вівпійсайою (А) 








родео 
0093 ща |, 9) 

поча, аа 

ФО ефе, 2011 іо, Ро ПРО са-зі 


ой 209,29. 20...) тергбявпіопі 1в8 т, тасіпез соппиєв бе 
Гбапайіоп ргішібіув 

ХАіоціопв дц'оп оббівпі дез гбзцібайя бочі-д-биїй ідепбідиея 
дап8 |в са8, ой Ївз яці5бійшійопя іпдідабез 58е зопі йап8 Їє 
.двфеттіпаті ві поп дап8 Гбдпабіол. 


У. 


Їев впзійііопв Єтпріоубев Фапв Ів 8 ргєсбдаті репуєпі 
ауес де Ібедгоев тодійсабіопя сопдціге вих гбзціайя фгаб8 іпіс- 
гбззапіз. Вп вбївр гаїзоп8 дапя Ібдшабіоп (ЛІГ), аші зе ргб- 
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велів 8оц8 Їа Когтае ди дбіегшіпапі (Г), Їа вибвбійобіоп 09). уб? 
поп ап Їви йв 2, швів ап Ївц де 282, с'єві-а-дітв 


22-09 у? ві з) ща КУ Оу) 


аїог8 оп орбівпі 


К (09, у), до 9. ,.а0) 
09. у ; С РАДО ЛА 
0, у2-0).ю?, 20) РО 0 
002,94 20050000, 209,80,,...80? 7-9 


думою (пФ ОР, а 


Ібсошровопя свіїе вхргеввіоп вп ипе 8опипе дйв дейих 
дббеттіпапів де шапідге див дап8 Гип д'еєих оп риізве ргепіте 
о? ропг Їасівиг соштип 8аудіг 


0 0 0 1 0) 1) 0 0 (о 
0, зі, 29 |К ЧОМ), РОРОЛИРО 
(11 1 а 1 1 
ма 2, 2 (0) ма 2 0 (з- 


б б, Р 0 жо, ОО а аю от, и 


Каїзоп8 дап5 Ів 56сопд де сез дбіегтілапів цпе япебі- 
файоп звшііарів й сейе, димі а 66 іпдідибе рів Баші 


0 мо 009), ці фой 10 ще КГ (09, и?) 


ві дбсотровогя св весопі дбівгшіпапі вп йвих ацігез де та- 
41 
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деах оп риїзве ргепіге ші? раг Гасіеит 


29 0, «а... 
Ра 0, а аж, 
12, го) га; (2) 
г а, а ау. 
ни"? п (8) 3; 
з 
и а, а, 2. ..20 
Ми, 1-1) ай г дя 
аж? араб бат ау. 
0 у до у 
ш))), - РАЛОАЛНИ 


ра 
ДРАЛИИИЕ 
РА АЛАИИИЕ 


- 
п, 
го шо. яв, 





фа, араби, аа 


ар уд н-а ВОПЬ СОПаровбев ев 
1віапівв. 


зві, с'еві-й-йіте вп гешріасалі 


ус), 309 ша ОО), 





що, ч9- (Дрю, 





Тадпе ов фипе шарідге аовіориє 1с 
1 ппе воттад де йвих дббегтіпаів попя 
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гі0 (0 (0 (0) ,(0 (о (0) ,(0) | 00 
0 9 РА би! 0 9 /11 Гб би! 0 у Р Ж ) ех би и 
1 1 1 1 1 
0», 2 а ( ), а ) 0 ; РА ) 425 ) МИР ) 0 ; 200 в а) 
ці 0, 2) РЮ, 207 цаці ад 2 Р 20) зр) 0 20) б, Ро Б 
977Тя із 9 "обл п 


(п-1) (п) (п (п (п-2) (п) дп (и п3) (п Ра (п 
8. уб1 322 ДИ  -аба 31 02 зби а з ул 3, ), г 


00», 20) (0 
0 9 А РУ 


0, аа. (У) 
сані, 0 у або д КОКО КСО К (Оу, у)-0 


о ання 


ой а... вопі 4е8 ехргезвіопз дці дбрепдвпі дв фоціев Іс5 
(опсбіопз О ргбебпдапівз ві йе диапбіїбв сопзіатівз. 

Бп ехашіпапі Шехргеввіоп (У) її езі Касіїв де чоіг, 
да'еПе еві Їа воттав йе8 дбівгтіпапіз д'огдгов п--1, п--2, 
п-- 3... 92,1,0 ораго  таррогі 2 002,00... 00 00) ві дп 
Фобегшціпамі, дап8 Івдшеї ,боця 168 бібтепів Фе Іа ргешідге со- 
Ііоппе, ехсеріб. Їв ргошівг, 8опі пиів. Оп репі гекагдвг фопя 
се8 дбівгіліпаюіз, ехсеріб Ів дегпівг сопе 468 бдцабіопя д'отдге 
п--1, п--2,... 2,1 раг гаррогі 2 09. 0Ф,,., 0Ф2.. Би вир- 
робапі фие фоцівв се5 бдцабіоп5 зопі кбвоїше8, Їа ргешідге рат 
гаррогі а (00? Іа ввсопд раг гаррогі й (09? віс,. поов обіепопе 
ЇІез уаївитз де 02. 025,...092, дпі апоцієоі 5ераготепі фопя 
ЇІез двих дйегпіег8, допі Іа 8огітів доїй ашяві біге ббаїв й 26го. 


Допе 
ло А А, КОР КУЧОЇ.К ЧО КИ) уч 


Гехргеввіоо ап8 Іадпеїїв вп розапі, рошг Їа Фббегтіпабіопо? 


подоба А, 
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поця орбепопв 
шо КОКО. Кто), 
Маїз де Іа шагоре шбше дв іа дфбсошровіїіоп 11 вії 
10 Кк! (09 КГ. .. ко» й КІ (99х09))..)); 
допо 00)--2? ві 
200 КФК... КОЮ КГ (09292), )) АТ) 


а Гаїде де себів їогтіиїв оп реці гергбявпівх Г'бдцабіоп ргі- 
шійіхе, циі е8; допобе 80ц8 Їогіле ШПпеаїге. 


Ехашіпопв шаїпівпапі Ївв бдцабіоп8 дпі дєфегтіпепі 
009, (002,,... 0, ві оссаропз поця Фе Іа дбівгшіпабіоп дез та- 
Ібитв де сев ддапіїібя. 


І "бадцабіоп ргішійіує (ТП) аргав Їа ваибебійшбіою. 209 о Оу 
в'бсгіга 


УРА А Ак. Аа АН 
зоб|(п--1)4,0072-,,.,. 4,409... АК (ьо, ) 
допс Іа таївцт дв 00 зе ібіегшіпе раг Гдчабіоп 
А АГА. ...4,- 4004, 09500 (8) 


ді, соштте її е8і Касіїв де уодіг, еві ідепфідце ауес Їв ргешієт 
дбіегтіпвпі дап8 Іа двсошаровібіоп (У). Дбвідтоп8 Г'Єдпабіою; 
чаї Фбівгшіпе (0?, сопе атапі (8 ГУ) раг 


З ли 
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- Гбапабіоп, ргішійуе (ПІ) вега 


| тег) 
(в--а.) А я) ще К ЧО) а () 
У» 1. 9. 3.. газсайа З кот а )же 
Бо Гаізапі дапз свійе ехргеззіоп роцт с.Їа весопде 8ир- 
зіійшійою ба? ві по вбрагапі Їа ратів чи а ці? ройт 


Гасфепг сошпці п0ц8 айгоп8 
тд 


о рда 


(0) я--к--1) 
и У 12.3. «ація 
І де та 
УГТ А 1 (т) 
3..« за о 


НЕ (ФОКОриоо)) од 


Допе ройт Іа дбівттіпабіоп (20? оп ітопув ШГбдцабіоп 











аозн--1 , 


йасі ясазі 
Лав | 1 08 ФР аа) 
Уа газовасочО 12 


д'огдтв п--2 
сжехі 1 4 тає 
два) ФОМИ (ту 
2 газ ді лим 
аесо--1 теоза--1 
ідепіідиє атес сеїїе дм'оп оббіепдтаїі дв (8) сошіпе абаіввбе 


допе ппіїб дапб Ів сав. ой цов де ве8 гасіпеб вегаїй соппив 
Раг Їв табв шбіродв роцг Іа дбівгшіпабіоп де (20? оп 


орббівпі Гбдмабіоп д'огдте п--3 


вес! оз «ід 
1 аз лі... 1 ач я 
дев 8-9 |" Оое! і А ото до 
ри . 1.2.3.. 1.2.3..ва0; р 1.2.3..а зд у 
дипі дбіегтіпепі 002. 09,,,,.00, 
: (0) 
1 ) 


евс. Допео ЇІвв бацайїопа, 
рецтепі біте обівпиев де ІЄфпабіоп (8), диї дбівгштіпе 
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| раг Іа шібібоде де Їа дбдасбіоп Фев бадпабіопя араїззбез ап 
Ів саз, ой Гоп соппаїв ипе, деих, ігої8.... ві п--1 гасіпез 
де Редиамііоп (6), дпі двівгтіпео 002. -- 

Сейе тешагдпе регіпді д'бсгіге іптавдіаївтепі фошіжв Їв8 
чвівитв де (09 09. , ,,0Ф?, валя спегспег ей 5ап гбвопдго 
Івз бдцайопя дпі Ївв абегіпелі, | 


Бо еіев, дбвідпопе раг 


(0 (0 (о (0) 
9, д, 9. . о Чи 


Іів8 п-- 1 гасіпев дв І'бапабіоп (8), дпі дбкегшіпе (01, с'вві-д- 
діге де Гбдцабіоп 


УС РК и У М а с Р р Б є М У ННЯ В (8) 


даї бівпі Фогдге іпббгівите д'ппо ппіїб гергбвепів Гєдпабіот 
ргішійіує 8ап8 8оп дйегопївг іегіе; поцше оріепопя Їв8 т-- 2 ча- 
Ївитв де (09? раг Ів Гогпців 


--2 
ори Око РАК 
о -Д Гард ях?) 
Їв8 п--3 чаївитв йв (0? раг МГехрговвіоп 
оо о ро рек а 
Р кі Фр Ме 4: 
резн--1 
вїс, 6в вп обпбга 168 п--т удівитв де 02, раг Гехргеззіоп 
рест 
0 0 --З 0 -1 0 
они Ле й р Пе ЛП 
речл-- 


П гевів й ігопуег Іа уаЇвиг дв 002, ці соште ЇЇ а біб 
іфідаб ріав Бапі, 86 Фбівттіпе раг Їа сопдїбіою 


обо? о А, 











А. ЗТАККОЕЕ. 167 


Ї'ацітв рагі, 1Івз іегшоез, диі гепіегшепі "75, ція. 2, 


53-33..." дуес Їев рів єтапія іпдісев 86 ігаьпзїогтепі 
сопзесиіїувтепі вп 


А оси поз ), 
А Ци о 


А 4000 803) 


А, Ор 


ої впбп аргов Іа дегоідге вирбзбійафіов т ше 0цо9) вп 


А.О об? 
допе Іа хаївит дв цо ові 
Ноти СРО... ОО; 


во у рогіапі Їв8 таївиг8 де (0. 002, 005...0, ., ігоптбев ріая 
Папі, попа орівпопа 


- іє 
Ро" оо 


Раг сопябдиепі Їа уаЇївит де (20? вега 


0 і Ал 2), 42-71 
п 


А 427 
Ропо іа тбдпебіоп де Р'бдивіїоп ргішійіте (ТІГ) А Іа 
богщте (7) дерепі дв Ід гбзоїційоп де І'бдпабіоп (8) д'огдге 
іоббтівитв д'апе ппіїб 2 Іа ргішійтв ев допі 168 собійсівпіз 
А 4. 4,1 80пі йе8 соббйсівпіз де Ієдпабіоп ргішібіув, 
діврозбв Фапз Іа шбше огадте. 


/ 
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Оп еві епсоге сопдрії ашх гадше8 гбяпібайв раг Їв 8ир- 
8Нфифіоп8 фев тхаївигя 20, об), ц/?,... ді опі біб епаріоубев рішя 
Папі дап8 Г'бдцабіоп ргітлібіув (ПІТ), ргівв воцяв Гогіпе Тіпевіге (9). 


Орзегуоп8 вп іегтшіпапі дипе Іа тесіргосіїб шийпеїїв дев 
орбгабіопє дбвісдтбев раг Ів8 вушроївв К ві К"! регитбі ашцяві 
дв гергбявпівг Гбацабіоп ргішіїіуе 50п8 Іа Гогте 


що док(а»к(ср-- КІ 0 Кодак" ))- )) 


ой ев маївигв (0, 00), 002,,.. 0, 00) говівпі Іев тавтез( 19). 
Га гевів Іа чаївиг де 20? реці біге впозбібибе ісі ев Фапз Іа 
(огшиів (7) аціаті дез боїв див Гоп увий, зап8 шодібйег Їв8 
гввціїаі8, 


УХІ. 


Оп а діб ріав Бапі див гбвоадге ппе бацабіоп с'єві ігоп- 
хег фопівв 888 гасіпез с'вві-ад-діге Ївв уаївитв ройг 2"? раг 
ехегарів, дші уегійепі ідвобідивтавпі себіе бдцабіоп. Де се, дці 
ргесбдв, оп реці удіг де се8 уаївиг8 вопі Шбеє Ропсбіопеїе- 
шепі ауво Їє8 собНйсівов8 де Гбдцабіоп оппде. Ашязі Їа гб- 
зоїшііоп де Гбдцабіоп реці вбітв ваїфе еп двих твапідге: 80ії 
вп саїсціапі раг 8бгів д4е8 ергецте8в Їа увівиг де садив га- 
сіпе 60 фоц8 саз рагбісиїйвтя іпдбреодетепі; воїй вп ехргішапі 


(2) Ісі оп а ргів Гбацайіоп ргішійіує вопе Їа Гогпає д'аяпе дбіегтіпапі 
зувс Їе веці Биі 4е гвіївг ріцз іпііштешевив сев двах Гогез: Іа Гогпав Шпе- 
аіге еф свіїв д'цпе дбіегтіпаті. 


(19) Без гбвціаїв обієпив вопі согаріббетаепі арріїсвьіев й Гбапабіов 
відЄргідце аувс севіе веців дійвгепсе див Гоп доїв ргеойге Івзз виївіійшіїопя 
зопе Їв Гогае аж (и) 9(0ц), саг фапе св сав опо а іоціоптв абЗасі, 
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іопіез Ївз гасіпез де ШРбдцабіоп доппбе вп Фопсбїопз де 868 
собійсівпіз. Себіе егпідте Гогте де Іа гбвоїцбіоп арріїсарів 
а фоцє саз рагбіїсціїївтв, доппе Їа 8о0Їшііоп єбпбтаїв де ГЄдпа- 
йоп. Ів дцевбіоп 8ит себіе воїшіїоп єбибтьів, с'е8і-д-діте д'ех- 
ргішег Їев гасіпез де Гбдпабіоп еп Копсіїоп де сев совій- 
сівпів. рагаїй Гипе дев рійя ітрогфапів8 йап8 Гапаїуве. Фпоідие 
Їсз Фопсбіопв диі епітепі Фап8 свіїв воїшііоп рейптепі біте 
соаровбев дев орбгабіоп8 дивісопдцев, щаїв оп а вп уце ог- 
діпаїгошепі йез Копсбіоп5 роцг аехргіштег Їев гасітев, .Чиі 86 
сошровелпі дез орбгафіоня іпувг868 ауеє свеіїв8 де ІГбапабіоп 
доппбе. Рапя Їв рагастаріе ребзепі оп 8пррозе дв дбіегтіпег 
Гбдцайоп дв Їа Гогіде рів сбпбгаїв роз5ібів, циі айшеї д'єх- 
ргішет 1е8 гасіпе8 еп Їопсіїопя 4е 8в8 соєїбсівпів ві се8 Копо- 
йоп8 доіувпі 8іге сошроєбез д'ипв іпбйпіїб дев орбгайіопв іп- 
увг8е5 й, сеПез де Гбацабіоп шбвте. 


Еп ейеі, зі Їа вієпійсабіоп ди вушроїв К ехсеріб дв се 
диї а 656 діб рішя Баці, вві Птіїбв епсоге раг Їа сопдібіоп (,,) 


КО1-ь29)ж- К(29) 


Із гасіпез де Рбдцайоп (ПІ) зв'єхргішепі КГасіївшепі раг дев 
ябтів8 й Гаїде деє орбгафіоп5 іпуег8е8 К"! ві дев Копебіопе 
(0209, 00, ,.007, 002; дв рішє сбадив гасіпе а ва ргорге 86- 
гів цпі е8і іпієрепдапів йе8 апітез (,,). Пе зувідте йв 668 п 
вбгівв рошг Гбачабіоп (ТТ) еві де Іа Гогше 


С) Оп, во дбобга), раг Іа сопдібоп 
Кая) уаа К( ам) 
ветЬіабів й свіїв дамі а Цецп роаг Їесв Горсбіопв рбгіодідцев. 


(12) Зі ів пе ше ігопаре раз, с'єві Ів ргешієг евваі фе Фоппег дев ех- 
ргбевіопз вбрагбев роаг срасипе йЙев гасіпев д'апе башцабіоп Чап8 ци сав 
ав8е2 рбабга! 
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дао 14 КОРОЮ. КОКО.) 
кОекМИ КО (ОК ОР (022)... 
бра кЗадузкЧдокУо. КО КОКО). уч 
по ок (ОФУ КО КОЮ, КОЮ КОФЕ ОЮ2У))), Ук... 


2 со КО (ОКО... КО (09.)..))- КГ (ОК (0? 
КО, КГ (99 КО КОЮ. КОЮ ..)).3)-р.... 


ой 168 Гопсбіопв () опі Їа віспійсабіоп іодідабе йап8 Їа рага- 
старе ргдобидаті. Діпзі Їа гбвоїабіоп сотарібїе де Г'Єдцабіоп 
дап8 цп сав а8867 єбпбгтаї езі ашепбе й Іа гбеоїцбіоп ф'ипе 
бадцабіоп атес 1вв табшез собійсівпів д'огаге шоіпдгв д'цпе 
апіїб ві Іе8 гасіпез де Іа ргешідгв вопі ехргітбев раг дев 
Гопебіоп8 йе8 хасіпез 4е Із Фетпідге. Г'бдаабіоп абаіз8бе д'огдте 
п--)І де зоп собб репі біге гбзоїше раг Іа тавше шапідге 
а Гаіде де Гєдцайіоп Фогдге шоіпдге дов шпіїб ебс. 
| Аргов шп попібге виібйзапі де се8 ааїввешеліз пой8 ор- 
фбпоп8 ІЄцпабіоп д'огдте ргешівг 


Аді А іо аа 


Кп зпррозвпі дав Їв гасіпе де себів бдцабіоп реші біге 
ехргітбе еп Копсбіоп де 8868 собббїсівпіз поп8 ацгопя Іа, ров8і- 
ЬШ, 1ев сопдїбіопв іпфідибев біапі вабіваїіов, д'ехргітег Їв8 
гасіпеєв де Гдпабіоп доппбе дФогтдге пт й Гаїде дев 8бгів8 іп- 
Йпівв д'орбгайіоп8 іпувг8в8 К ! зиг 868 собббісівпіз. Раг себіе 
пбібоде оп репі гбзоадте іпивдіабстепі йез бдцабіопо Їіпе- 
аїгев  дійбгепіівПез ві деєв бдцабіоп8 вп дійбгепсев д'огдте 
давісопдив амес цпе тагіаіів іпдврепдатів. Опапі й дев бдца- 
йопв аїєбітідиев, 1ев орбгайіоов й І аїде дездшеїївя еПев вопі 
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сошроєбев, пе 8абізбопі раб й Їа сопдійїоп (9); йопео за гбзо- 
Ішіоп вп Їогів іпдідибе раг йез орбгайіоп8 іпувг8ев п'а раз 
Певи еп обпбгаї. Маїз Їа Кого Фопобе де Іа воїшіїоп соште 
шоц8 уеггоп8 ріп8 івгд реці біге арріїдибе й Їа гбзоїпіїоп дея 
бацайіопз аіїєбргіднез й Гаїйе вв бдцабіоп5 діббгепіівіїея 
Пибаїге8. . 

Сопвідбгоп8 впсоге диеїея доїувпі біге Ів8 орбгабіоп8 К 
роцг дце Рбдивйїоп ргішібіув риіззв біге двсотрозбе вп йп 
ргодиїі де дійЙбгепсебв Ппбаїгез ві адпеійге йез гасіпез бкаїзя8. 

А сві вїйві сопвідбгопз Гбацабіоп долпбе 8оцв Їа Гогше 
ди  дбіегшіпапі (1) ві діуізопз сбасипе де яев Ієоев раг 
|6ієщеві соггевропдапі де Іа ргешідте Богізопіа!в; поця айгопз 


9 1, 1 9 .- «є 1 

РОДИ О ВИР ОР 
3100) 100) 20) є 7119) 
200 200) 0" 77 20) 
од» 2 


(0) м 0) (0 (9) (0) чл чи туя, го 
2 "Ср 053.03. «б 200) 20) 200) 2009 


МОВИ ОНР ОВО 
710) 100 1) «а 
ОМИРТО МРТО МОР 


Вп геігапсбаві дап8 се девегтіпапі Іа ргешідге соїоппе 
де фоцівв ІЇе8 ацігев поця оріепопя 
МОР ВИР ОЛОВО 
ПОР ОНР Р ОР 


1 
о виг о КО р 
22. ПИ2) 27 409 209 212 209 2) 
" 


2 (п) 2ю 29 20 29 20 
п уч о р "ПЛ м є с рр 
РТО ДРС ЛО ЗР РО 
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оо дбівгтіпапі, дйиі е85 сотроєб де т? бібтепів. Кп еі- 
(всіцапі дап8 се дйбівгшіпапі Ів8 фгапзїогшабіопє ідепбідтез 
ачес сеіївв диі опі 656 Каіївв ріш8 Наці поця ауопя 


п) а) 
мер Уривок 


А» Во «М, 


цпе  ехргеввіоп дап8 Їадцеїів Їв йбіегшіпапі вві сопровб йв 
(п-- 1)2 бієшепів. | 

Ко сопбіпцапі аїові поця Фбсотровегого 16 дбіегшіпапі 
доппб оп Ібдпабіоп ргітібіув еп пп у ргобиіі де дійбгепсев, 


ооїйріїб раг шл сегіаїп собійсівпі оп (29), Абйп дише Із 


ібсогаровійіоп орівпив ще 8ої! раз ехоїпвітешепі Їогеїїв ві 
пе сопбівпле рає Їв собійсівпі іодідиб, її Капці аталі боці 


1 
29. Пот же ооо? 1 дае 
т 


ой вп увгіц йв Гіпдбрепдапсе епіге 1в8 шиїйріїсафвитв її 


іаці 
20) що |, аа, 2ре1....20--1 


ві Їв ргешівг ргойпій де дійбгепсе8 8ега йв Ів Іогте 
1 
П(2р'--?) 


с'еві-д-Фіге де Їа Гогшав сПегсрбе. Роцг кбдціге фоцв Їе8 аціте8 
ргойиіїв й сеїів Когів оп доїй вудіг вп єбобта! 
299 т | то( 200-040 (10) 


Маїв оп а ти ріав Бапі 


про Ко) 
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опе еп ровапі 


5 як 226 (202---ш02У 


Ф 


поп8 орівпопз раг Їа вбгів де Тауіог 


РР У Р оо РСР РРО РМ 
209.40 72? 12 4 агіо2 1.2.3 | аг 8 ТС 


Роцг дпе Іа сопдїбіоп (10) воїй гетіріїв, Їа дегпідге дб- 
сотровійїоп доїв біге іегтіп3ів ві раг сопявбдцепі ЇЇ Гапі 


аНігіто ан д(т 
асани 0 ві вп свобта! давен 0 . (11) 


ой й а фоціев Їе8 таївиг8 впбідгев де 1 уазаце СО іасіивіте- 
шепі. Іев сопдіїїопв (11) Їопі уоіг фп6 20" доїй біге ппе 
Гопсбіоп аїєбргідце, табіоппвіїв ей епбідге де 21? ві оп 8'я8- 
витв Гасіївшепі див іоц8 Їе8 ацігев ргодціїв 86 сопувгіізвепі 
еп ргойоіїв де дійбгепсев дев габіпев д'апе Гогіле ідепіідие 
а 1 ргбобівпів. Допе ЇГбдиаййоп риітійує реці біте фвсот- 
розбе єп ргофий де Фібтепсев 4ез тасіпез Фапз іє зви саз 
ой К етргіте ипе тийіріїсайчоп оп оп д'апіге8 івгтев, її 
пу а чиє із Фуцайопз аідебтідцез дих рецуєпі біте авсот-: 
розвез єп ит ртофий де ашєтепсез дез тасітез. 

Раг попе шбібойде апаїоєце ЇЇ вві Касіїв де Ївіге чоіг, 
див ієз диайютпз аідебтідиез зецієз афтейестаії дез тасітпез 
ддвівз. 


УП. 


Іез гбербгсрев ехрозбез рештепі 8іге арріїдибев вих ваз 
рагіїсшіївтв в8ціхапіз: апх бдцайіоп8 аЇїсббгідие8 ди т-дше дб- 
отв ахес шпе іпсопив вих бдпабіопя дійбгепіівівз Ппбаїтев ві 
міх бдпайіопв еп дійбтепсев д'огйте т атес шпе уагіабів іп- 
дбрепдапів. 
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І. Едиайіоп аїдебгідиев. 


Іев тбсретсрев  вхрозбев зопі арріїсабівєв апх бдпабіопе 
аЇсвбргідаєв да тп-дте дбстб ачес пов іпсопив Ів8 орбтабіоп5 
К детапі аїог8 діге гесагдбе соте бдціхаївоівв й шпе шиі- 
йріїсайоп раг Іа дпапбіїб зошіаїзе й, Горбтабіоп ві Ів8 орбга- 
опе іпуєгзев К"! детапі діге гесагдбев сошшо вдпіувіепіев 
а шов Фіуівіою, вачоїг 


К"(а")жеа?"" ві К "(а")зза" " 


Еп оціге двпз Їв саз сопвійбтб 1в8 орбгабіопя К іоцівзепі, 
де Їа ргоргібіб рагбісціїдге див іоціо дпапіїіб, дипі п'я рав 
ди фопі ЄїЄ воцтвіве ашх орбгайіоп8 К, взі брав 2, Гипійб ( 13) 


аря- 1 


Свіа ро8б, вп тегфа де се дпі а 66 дій гвіабічешеті ап 
сав ябпбгаї, попе ацпгопз рошг ІГбдцайіоп аїжбргтідце: || 

Цез собббсієпів де Ієдцпабіоп аїсвбгідие вп оте ШПпб- 
дітв вопі дез КГопсбіоп8 де 885 габіпеб ві в'ехргітепі сотте 
Із шіовигв и йбіегтіпапі де (п-Н1)? бібшепів дбубіоррб 
зцічапі Іа ргешібте соїопов. Бп опіге 668 собійсівпіє раг 
зиіїв дев ргоргібібз рагбісціїдтев дев орбгабіоп8 К даоз Їе са8 


(2) Р'аргов свів ії їваї дівбіпоицег Їев сав 
К(1)е-К(а?)сча ев К.1)-- КГ (а")"Р-а!т 
Рошг Ів ргешівг сав попе вагопв 
К(абусчав Р! ві вп єбпбтві К"(аРузза? ї"; 


роцшг Іе весопд | 
К(а )сза """ ві еп євпбга! К"(а"учча ПП" 


РДопе ЇЇ ївпй іоціоцгв іодідавг Їа уаїспг де Іа дивпіїіїб дйоппбе ачес Горе - 
габіоп К ебесіабе ппе Гоів. 
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Фез башайіопо аЇсбігідцезв рецтвпі ббге ехргітбє раг дев їопе- 
Нопз вуштвігідцев де8 гасіпов (15). 
Ібацабіоп вієбгідив йп п-дше фбдтб а т. гасіпев. 
І'єдаабіоп аїєбргідае році впсоге біге забівїдіїе раг дез 
з0таев Фе 868 гасіпев 


абурав а Бан В, 


ачес 1ів8 вопдібіопя 
ЕЕ, БЕ. Бан, БЕ Е еЕ; 


б'еві-да-діге еп д'ацігев феттлеє Їе8 пацібіріїсавеитя Є пе доїувпі 
рав Фбрепдте йев орбгабіоп8 К. 

Риївцие 18 орбгабіопв К дап8 16 сає де8 бдшабіопя аі- 
обртідце8 вабізбопі й Їа сопдібіоп 


К(идо?) сем? К(о?)9 К(и?) --о-ри 
сф вп кбпбтаі 


К(идод) ше цю" пи" а пи 24...... 


о зрпи""'о-ри"о'яз(о-ри)" 


іопі се дпі а біб дії дап8 Їв са8 єбпбтві геіабічетепі й Гета- 
поцівветоевпі ди собійсівпі ілфідиб дапз Ідиабіор доппбе ві 
гоіафічешепі й Гарвівзешепі де воп огдге взі впсоге аррії- 
саріе 2 Гєдпабіоп аїєбргідие. Де рійя вп увгбп де Їїа рго- 
ргібіб рагіісціїдге де Кбапабіоп вієбргідие дв ве двсошроєвг 


(4) Роаг Іа д6шопвігайіоп де себів ргоргібіб 4 Гаїде дев дббег- 
тпіпапів удіг: 

Еіоге. Рішопвігагіопе д'апа ігаврвогідаліопе ді девкегшіпай). Вайіа- 
спі 0. Х. 170. , 

Мадеізбась. | Сбег віпе Кіавзе вугатавігівспег Еипсбіопеп,  Дмеі- 
Ьгйскеп 18171. 

сі спсого дапв Ісв сопг8 гбсепіз де іс ЕБботів дев дбіегтіпапіз. 
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вп ма ргодції де дійегепсев дев гасіпев, Гараїзбешеті де Ївит 
дботб дап8 Їв саз ой Гоп соппаї т де 868 гасіпо8 8"'6Йвсфив 
ріцє Касіївшепі й Гаїде де Ів дітівіоп. | 

Оціге Їев ргоргібібв іпдідабев ісі, диі зопі ідепбідтюв 
ачес сеїев дші опі 6іб ігопубев рошг ІГбацабіоп де 1а Когте 
кбпбгаїе, ГЄєдцабїоп аїєбртідив а дез ргоргібїб8 врбсіав8, 58- 
чоїг : Рбацабіоп аїсбігідие езі Фбсотарозабів во ци ргодиїі де 
дійбгепсев Йе8 гасіпев ві айшеі дев тасіпев бкзів8, сошіле 
оп Га тп рійв баці. Маіз ії Капі гетагдцег, див сгійегіцш 
огйіпаїге 4е8 гасіпе8 бкаїв8 реші 8іте дедції рішя Гасіївшепі, : 
ві оп ргепд Гдиафіоп аїсвргідив воця РФогле дф'ип дбіегшіпапі. 

Еп сопзбдивпсв де се дці в 656 дії ісі єї дапя Їв саз 
сбибта), Рбдцабіоп аїхбргідав реці 8е ргбзвпівг іпдійєгештепі 
давпз Гипе дев Їогтев 8ціувпівв: 

І. Га Кгще Шибаїте | 

Аа... ВА, а А, 0 


П. Га Кгте Фо дббегшіпапі 


1,1, 1,..... 


ї. а, аг,» . о . 





ПІ. Га Ггіпе Ф'ип ріодції дев дійбгепсев 
(2--а,)(2-- 8а)(2-- 0). (2--а,) 


(а, - Фа) (4,-- 6). --а-м (а, --0,,) 
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ТУ. Те8 дйепх Їогіпев соггевропдапієв й, сеїїев диї вопі 
іпфічабев фапв Ів 5 У рошг Їв сав єбпбта! 


Аа2(2--2-д)н (2 Фа) А, 


ек вияві (9) 


Юь 


. 1 
"7777 А (ач) (2--ь).. (29-х) 

Еп богліпапі і Капі обвегтег, дав рошт Іез орбтабіопв К 
Фап8 Ів са8 дев бдшвбіопв вієбргідие Їа сопдібіоп (9) п'єві 
раз геаріїв, еє раг сопзбдцепі Їз тбвоїціїоп іпшавдівів айв 
Гбапайоп аїсбргідце раг 5бгівв, іпдідибе ви 8 УЇ вві іт- 
роззібтв, Кбапшоїпв поцв Фоппегоп8 ріав фата Ів шоувп дв 
гезоцдтв шпе бдпабіоп аієбогідие раг 8бтів8 й Гаїде д'бдца- 
Нопя діЙбгепбівіїев Шпбаїгев 


2. Ефиаїіопз фійбгепіівіівв Іпбаїгез. 


Їез гесрегебев диі опі біб двувіоррбев рошг Їв сав єб- 
пбга! вз'арріїднепі апх бдцабіопв дійєгепіївіев Пибаїгев д'огдтев 
то ачес нппе уагіабів іпдбрепдапів, ЇІе8 орбтабіопв К деуапі 
біте тедагдбев соштав ідевпіїдпев й дев дійбгепіїабіоп ев Їев 
орбтабіоп8 іпуегвев К ' соте ідепбідиєв й іпібетабіопо ватоїг 


фу пу и | 
пре ві К зе 4- нааіадз. іа 
Свв сопдібіопв адшівев попв звигоп8 роцг ШГдцабіоп дійбтеп- 
Неїв Цобаїте: 

ев собійсівпів де ШГбдаабіоп дійєтепіівіїв д'огдге п звопі 
дез Гопсбіоп8 йе 8ев іпіботаїев рагбісшідгев еї решувпі біге 


К"(у)я 


в и 





я 0 анти 


(17) Свіїв дегпідге КГогтпе реші вегуїг Фе роіпі де фбраті рошг ехргітшег 
чве гасіпе де ІГЄдивбіоп вісбртгідие вошв Гогиле ф'єпе їтасіїоп сопіїпше. 


18 


о РеО Т 31 
РР " 
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ехргітбез сотатив 1в8 шіпецтв ди дбівгтіпалі де (ю-Ь 1)? 616- 
шепів Єбувіоррб вшіуапі Іа ргешійге соїоппе. (18) 

І"бдцабіоп дійбгепбівПе Цобаїге а тп іпібетаївв рагбі- 
осиїдгев (оц т гасіпев соте оп дізаїі Чапя Їе сав вбабтаї) 
іпдєрепдатівв впіге еПев. 

А Тбдпабіоп 4ійбгепіівів Ппбаїте вабівїопі епсоге Іе8 
зопіше8в йеє Ївитя іпібетеївя рагбісиіїдгов, шпНіпсібев раг деб 
сопзбапіев агрійгаїтея8. 

Риїв дице Іе8 орбтабіоп8 дйапв Їв сає де Ібдпабіоп дійе- 
гепіівїйе Шобаїге 8абізїопі й Їа сопдїйоп, 


Кі и.» с ФК: 0) ) З 12 К(и?)) 


фопф св дцї а 656 дії дап8 Ів сав єбопбта гвіабічвтепі й 
Гехапоціязетепі дап8 Гєдпаїіоп дип собійсівпі дбіегтіпб ві 
Фе ГаРраїззетепі д'огдте, е8і арріїсарів й Гедцабіоп дійєгеп- 
йейе Ппбаїге. Де рів дапя Ів са8, ой Гоп соппаїф т іпіб- 
стаїев де Ібацаїіоп  йоппбе цип абаїзвешеюі фогіге фе т 
цліїб п'єві роз8ібщв дип'ахес-Їа сопдїбіоп дце фоц8 се5 т іпіб- 
стаївв п'аувпі рав впіге еїс5 де дбрепдапсв  Ппбаїге (17). 








(29) І'бявіїіб соппив диі ехргігав Їа Швізоп євпіге Їе собібсіепі 
а» -1 
Р, де ді двоз РЄдивіїоп дійїбгепіївів д'огіге п (оп варрозе дапз се 
іа 
сав Їв собібсієпі де З бда! й Гипіїв) ев Їс дбісгтіпапі 4, диї взі сопо- 


ровб йфе вев в іпібсгаїез рагбівціїзгев, ве дедції Касіївтепі й Гаіде Фе се дці 
сві дій дапз Ів Биїйідте поїв. Еп ейеї поцв вуоп8 


д'ой 
о ре 
се ди'її ГаПаїє Івтопігег. 
С) |єхівіапсе Ф'апе Фбрепдапсе ІШпбаїге спігео Їсз т іптвбдтпісз" дор- 
пбев в'єхргіше раг шпе сопдійіоп 
У У: 9 .-- ЧДШт 


г0О ой  ушоі ут фрез 0 


(т--1 -41 о 
у, у... у 


цаї гергезепів шпе бдцабйіоп Шобвіге т-- 1. . 
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І'бадцабіоп абаївззбе д'отітв п--т реші бфте Ївсіївтювпі фтепубе 
раг Іа теіподв іпдідибе дйап8 Їв сав єбпбтаї. Еп дйбвідпаті 
се8 п--т іпібогаїев іпієрепдапівв впіте єїе8 раг 


ПЛР ЛО, 


поп обівпопе Із зузідтв йв8 т іпібатаївя Фе Г'бдабїоп доппбе 
зоп8 Їа Когше (18). 


У: --У: 


о 5 79 5 , -2 
ни у зуз| Ух аз) указі Ди 
-2 
о УиооР ЦинЄМи ну? Ма М оао 
» --2 ,, З 
уннсуі) ур У -Уц о У у Ви Ух Ну» а. Ж 
. --9 
ПР УоисоРИиоаНизбсо а бомів 
: 73 » га ГІ 
учи Мен да уз Нирзю Ма . 


-2 
нове М зУтоа ВУ КТ АД :У чи | ах вія 


С9) Оп фгопухе іез ехргвзвіоп зегобіабівв апх іпдідабев рошг ЇІсв іп- 
«бсгаїсз рагбісніїдгез Фе Гбдилбіоп ПНпбліге фапа Їсз оцугоєєв8. 

Татпегу. Ргоргібібв Фев іпібргаїез дев бамабіопв дійегспівївв Ппбаїгев 
а, соббіїсівпів хлгіабівз. (ТПЬдвев), Рагіз 1874 р. 15 ес. КВіодиеі, ТЬбогів Фез 
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Ісі її вега й ргороз йЧодідцег ппе Йогв 4іпібртаїв де 
Гбдцабіоп дійегепіівіїв Шпбаїге ауес 5есопд тешрте дапз Іе 
са8, ой Топ соппаїї 888 т іпібетавєв ватв 8всопд тешрге. 


Ко бівапі дапз Гбацабіоп доппбв вувс 8есопді штешртв Х 
Інв п. вирейфобопя, апаїодтеє й сеПез, дипі опі біб айтівез 
ріцв ап роцг ГаРбаїзветепі дй'огдтв дйе Гбдивіїоп дапя І 
са8 єбпгаї, поп8 айцтоп8 ройцт Іа дбіегтіпабіоп де Іа детпідте 
іпсоплиє 2 І'бдцабіоп | 


Ар оо ен 
д'ой С 
Х 


фра 
Арі о ее СЛ 


Кп рогіапі ісі Їе8 уаЇївитя пи уіуьо «10, ехргішбев вот Когтв 
де дбівгтіпапів согтарозбв д'шо попібге гевресбії д'іпібетаїоя 
рагійсціїдтев у зУ.,»..У, Оп апга, боці гбдосбіопє Каійов, 


-Х Аж Ук | у? Х Яр А см) 
З АЙУУ | ТА, и 


ві Гірббвтав сбпбгаїв де І'бдцабіоп доппбе вхес весопі тешіте 
дап8 Їв сав ой РГоп сопопаїй 868 т іпібогаївз У, Уа» Узу  « - - Ух 
зап зесопа шетрге вета 


у-С У, Су Су. о оннняЕО, лу, а СУ, 
р 1 и 
чи реуїнна б уіна Пи аа -- 


У | м--3 п-- по Ху У 9| 
3 РА ре Ним УРСР «0 А Ре 


бдшабіосв дійбгепбівіїев Ііпбаїгез. (ТЕеавев) Рагів 1579 р. 64 егс.. ев Фапв Їез 
сошгв гбсепів, раг ехепіріе, Фзп8 сеіші йе М. Нойеі, швів оп п'а раз доппє 
дев вхргвввіопз ропг Їев Гопсіїопз воц8 ЇІе віспе іпіботві, 

Сех Топлаеійі. Евегсізії виіе едиагіопі Фібегепгіаїї. Міїапо 1883 р. 206 
ее. Їев сав рагбісиіївгв вепістепі вопі фівешібв. 
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І"бдцабіоп  іббгепбівіїв Піпбаїгв д'огдйге п айтеві пив 
ібсогарозібіоп апаіодив аувс соїїв де Ібацайіоп аїсбьгідие(!9) 
вп т бдцабіопо ди дегоївг огдго де Іа Гогв 


Й 


ду ПИ а» о Щ 
Ра ЛА Чо д,ча-0,. Р ри "у са 0 


Їсі Іев8 Копсіїоп8 0. 0,,...0, 886 дбіетшіпепі соште ріця Баці 
ів Їа шапідге впічапів: о Ієдпабіоп ргішійіув 


ло 





ЕР БУК ДРУ РУК УРА 


11 4-1 ра чи 
оп дбдиії І'бдимійоп, дпі дбіегшіпе (, ф'огіге шоіпдго д'ипе 
шпіїб дв Їв Гогтв 


а Ч 


я ат 


Р Й и нт рун. КРУ «с 0) 


нн РУ 





Обвіспопя Іс вувідте дв п--1 іпібдгаївв рагбісціїдгеє (ву- 
зідше КГопіашепіаї) йе Іа йегпідге буцабіоп раг 


Чо Чо Чом. Чи-а Че 
аіогв 1е8 уаівцтв дез дійбгепів 0 в'ехргітепі 
о-ч 


оре, и РИ , 
РТ РА РА А Я 


Р ОМ реч Й РТ й М РК ор а 
7 дра Р ЛИ 


А МР | 
(1) Опе бдцабіоп аїдббгідив д'огдга я репі діге гергбвепібе раг Геп- 
зетЬіс фе п бадаабіопв фа ргбтісг фестб. 
(2 -адто, 2--аутд, он аб анен) 
ой а, З «дк вОпі 1єв гасіпев де Гбаоміоп ргішійбіув. 
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Ф 
Бпоувгіц де со диі а 656 їв рів Бапі Рбапабіоп «ПФо- 
гепбіоїїв Їпбаїге реці біге допибо іпдійбгошопі зоп8 Г'шие 
дез Їоге8 8ціхапівв 


І. З8оцп8 Іа Рогіав Ппбаїге 


УРА УА Кай ме До «ФВ. ЛИЖ РУ фо У о уч 


до п р п--1 


П. бошз Із їогіде д'ап дєбірогіліпаті 


у, У, У, «З 
у у» Ук «Уа 
у" У", У» - «Ук|-0 


уза, у 
ПІ. Зоц8 Їм Ггше де т дійбгепііайіопз (29) 


14 1 а ф 1 а 1 у 
о, ах 0. ах Кого у уч уч фуд 


ГУ. бопв Іа Іогіле дв т іпібєтабіопя (21) 


| уче Кома Оу РИ ДР А КОРУ 


(9) Оп ігопув сейке Гоге спе» 


Тійотаоп Й. МесНапісв! іпіортабіоп об бе репсгв) Шпевг фійЧегепііа! 
сдиабіоп ої апу огдег у/ібб уагіабів соеГіїсіспіз. Ргосеєфіпі ої Ме Коуаі 
Зос. ХХГУ, 271-275, 1876. 


" /Моп агіїсівє: 7цг Кгасе дйРБог діє ІГпвсєгайоп Ппеагег РДіЯегеп іа! - 
сівіспипееп. Одевва 1878. 


Атапзіо Р. Ді аісиов ігапзїогталіопі фві вугабоїо й'орегаліопе 
да а фд'а а 
Мр . РУ Р РМ 
в ргоргієїд ді асійпі Февегтіпапії сбе двгіувпо а дпевіє ігапз(огтадіопі. 
Вайосіїпі біога. ХХІ 1883. 
С") Сеіїв Согпає ві дфізецібв дапз топ агіїсіє: о формулі (н) 


усе(--1)" / ді / Фіг... / 0, удо. Одесса 1888. 
(Заг Їв Гогпиців (н) ус-0-1)9//9уіо /9уіз. виріз. Одевза 1880) 
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Іез двих дегпідгов Гогіпов соггевропівпі й сеНев диі 
зопі допибоз дапз ів8 5 У ропг Їв са8 вбпбгаї. 


Ропг ІРєдпабіоп дійєгопіівіїв Тіпбаїге Та сопдібіоп (9) 
езі забізГабе 


ЧА з-ауьфа 


Допс Їа швіпойв ехрозбе йапз Ів 5 УТ роцг Їа гбяоїц- 
біоп Ф'ипе бдпабіоп раг 86гівз8 репі біте сотарібфбешепі аррії- 
дибе йо Г'єдпаїїоп дібвгепіївіїв ТПпбвіге ев 888 п, іпібєгаївв 
рагіїсаїйдгев іпієрепдапієв впіге ее (зуєїбше КГопдатопіаїв) 
8'ехргішепі 


усі У аз боа р бомє кодів бозаг Ши 


.. До. іх бодіз У да... фомаа нн 


Уа Ком дав Козаа о 4 бо іа ані Ко. 
мія бома водія .- Мама боа Ь.... 


уза баніз Маша 5 ДУРА РР ОМ ці М аміан 


Фо ооо зо оо оо о -- ее оо ве ее его оо го гео ооо г» его ое-'о гео его оо оо ее 


у Коза г. До. фе ома У да... 
і бом Кома аміє М Мо іа щ. 


Сев 8бгівв вопі вп єбпбга! сопубгеепівз ехсеріб 1е5 роїпіз, 


ТАЗОВЕ з 
й 47 М - з. 07 
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роцг Іездиеїв и оц ріпвівиго (0 івпдвпі й Гіпбпі (22), Їа 
зотіпафіоп де сев 8бгіов біте віївсбибе йап8 Їв са8 


до зав. 
ві 168 іпібатаївсв Фе Гбдпабіоп доппбе ргеппепі Їз Когв 


х дж аа / дж ді 
у 2-б , Уа -- 0 з мог» У, в 


ой а, 2з5.- Ж, 80пі 1е8 гасіпеб до Г'бдпабіоп а"--1--0(29). 
О'апіге рагі 18 уаївиго йе8 4, 5 95. «-9.-1 ЙАп8 С68 Са 
-вегопі 


( /акіс)" (азу 


алое Фа ба) 


ев 4, 89 дбіегшіпе раг Рбдцабіоп 


пп-1 
с молі РЕ Ат 
д'ой 
3 б 
діеее ""ча-л) 


ра и 


(21) Свіїе дцевіїоп еві Фізспібе єп дбіаі! фдап8 топ авгіісів сіїб рішв 
Ваці: Даг Егаєв йРсг д4іе Тпіергаїівп єіс. аїпзі дає: Заг Гіпібутабіоп дев 
бапаабіопз дійвбгепіівєПев Пабаїгев а собібсієпів уагіабісв. МКоцуевіїв Соггевроп - 
дапсе Мвіббш. У. 18178. 

С?) Раг вхегарів ропг Ібачабіоп, дці Гоп гепсопіго дапз іа РЕузідпе 
Маїнбтайдиє 





ім 
(1--сов? ок п віпреову Ре угуцдниї о С 


пойз ауопв 
94 во Р 
ой Гіпібугаїв дбпбгаіє ябга 


МС ( іо») о, (за за) "м 


ой є 6вб апе даапіїб сопвіапіс. 
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Рапз сеі охргеввіоп пойв ауопв Ів сгійогіши рошг Ів сає де 
9 бевих, раг єв дов Їв твівиг іпйідабе йе 4, доїв уегійог 
Ібдпабіо, циі йбівгшіпе 0, 

І еві й ргоров дівсибег ісі Іа диевійоп виг Гіпібетабі- 
Піб Фев башабіопя дійбгепбівїев Побаїгез де Іа Котте єдпбгаіє 
зи шоувп ф'по пошіте боі де диадгабигеов. 

Ео сопзійбгапі Іа Когте іпдідшбе дв явбгівв роит Іс іп- 
ібктаїов рагіїсиїдтев йе І'Єдпабіоп дійбгепіівіїв Шпбаіге ЇЇ еві 
ївсіїв де удіг, дше Ївиг іпібртабіїїіб ер пошіге йпі йе дла- 
дгафагев дерепі йе двих сопдійіопв: 1) Іов вбгіев іпдідибев 
доіувпі айшейіте ппе зоштпабіоп, еб 2) бошіов Їсв Копсбіопв 0) 
доітепі в'єхргішег ви шоувп д'ап пошіге йпі дв дпадгабогев. 
Зі оп виррове, дпе Іа ргешідге сопдійіоп еві забівіаїіе, 1Ів5 
іпббртвівв рагбісиІідгев дв І'бдпабіоп доппбе решувпі во гб- 
ргбвепівг войв Їв Гогше 


плач» «4о-1) 
з иа- -- Ча-х) 
уза ЧаоЧа» - з Ма) 


РА А СР ор т 


ой бопв Івв / іпдідпепі Їсв Гопсбіоов аувс цп потіге йпі фе 
дчаігавигев (ехріїсіїев), еп пе сопрбалі рає сеїев дці епігепі 
дапв Ів 4, Ча»-:-4--- Маів оп а Чіб ріов Ваші, див Ївв 
Фр4з» ---Фи- 8005 дев іоббртаісв рагбісиіїбгев (зувідшо боп- 
фашепіаї) де І'бдпабіоп пбвіге д'огдге п--1. Фопо еп 
адоріапі Іа воттабіоп де вбгівв ди вувідше (13) Й вапдга 
ропг ехргіщег йев іпібстаїзв йв І'бдивбіоп Шпбаїте д'огдте п. 
оп попібге йпі де диайгабитев, див І'Єдпабіоп д'огітв п--1 
зитвії дев іпібртаїев ехргішабієв зи шоуєп ф'ип пошіге бпі 
де диадгафигов. Фе Із біле шапідге пойв роцуопв вшепег 





То 00007 Фет 
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Гіпіввтабійіб дв Ібупабіоп догаге п--1 й сеїїв в Гєцца- 
йоп догдге п--2 ев аіпзі де зпіфс, Дапз цип тбшоїге рабів 
вп себів аппбе Ргої. Махішоуії, (2) а дбшопіго ГітпровзіБі- 
Ціб де Гіпібхтабіоп де ІГбдцайіов 4ійегепіївйе ШПибвіге ди 
-86сопд огдге Че Їа Когше єбпбгаїв а шоуеп д'ап пошрге йпі 
Фе диадгайнгоз. Кп іві сав 8піуапі сі-деввив ехровбе п'ацга 
рав Їеп Іпібегабіоп де КГедиайїоп и ігоїзівше огіге, сі 
аувс єеїе-сі п'анта рав Шей Гіпфбасгайоп -де Гбдцабіоп ди 
фаайтідте огдге ев аїпві дв 8ціїе. Ропо. 

Вдишіопз ібтепіївйев Шпбаїтез дбпетаїся опіте зи- 
ретівит ац ртетет тайтеії раз Ф'єхріїтег зез спібугаієз 
аи тоуєп Фцп потфте та де диайтаінтев. 

Бойо (ЇЇ гевів і іпдідцег Іа Гогіле дв Гіпібетаїв де 
Гбацабіоп дійбгепіївіїв Цибаїге атес 8всопа потрте. Дбвіспоп5 
со 8есопд шетРрге раг Х ві воїї. 
о,4Х щ ХХ. коа | 


Бе "т п--3 
А, ТУРА кими Й 





аїог8 Ріпібєта!в єбпбтаїв Фе Г'Єєдпабіоп ауво звсопд тешіге Івуївті 


СУ: Св ф Смузя ПОРУЧ Сун Р Сун, 


ой 168 уаїенг8 Мо нн УпольУа 8 0хргівпі вп (),(2,,0)..-. 
9,10, раг 1Іс5 вбтівв сі-Фвввав "іпдідибов ві 4К, 80 дббогтіпо 
-раг Їа вбтів 


жо о, чаду, . НИ ОР кома баз. .. 
. Хома У ді | РР У о,-аа РРО 


(3) Максимовичь. Разьшсканіє общихь диеееренціальньшхь  уравненій 
перваго порядк», янтегрирующихся в» конечномь вид и доказательство не- 
возможности такого интегрированія дан общаго линейнаго у равненія второго 
порядка. Казань 1885. (Малітогіїз. Веспегеїев дев бацебтопв дійвгег бієї ев 
Нпбаїгев сбобгаїев ди ргбшіег огдге диі з'їпівбсгепі во Гогпіе Бпів вв деппоп- 
-вітабоп де Гіпіроззібійіє д'шое їєїїе іпібдгабіоп йо Мбашабіоп Шпбаїге рб- 
пбгаїв и весопа огдге. Казап 1885). 
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Роцпг їв саз 4о8  беаах Гіпібстаїв де Родпабіоп ауес весопі 
шетіге айшей ацезі Їа Їогшо Йпів (29), 


3. Едиаїїоп5 Іпбаігез айх - фійбгепсев. 


Ів8 геспегспез дбубіоррбев дат5 Їа рагіїв єбпбгаїв 8'ар- 
рійцнепі ах бдпабіопя Ппбвігев ацх дійбгопсо8, Їев орбгабіоп5 
К ве сопчетбізвалі еп А ві Івв орбгаїіоов іпувтвев К  вех- 
ргішапі раг 2, с'е8і-дй-фіге раг Гіпібогайїоп аайх дійбгепсев 
йпіез. Фе рішя ії Мапі кгбіоагапег, дио Ібдиабіоп аапх дїйе- 
гепсо8 86 ргбявлів 8015 Їв8 депх Когщще8 


чо б а М, | и, щи ц....- 8, 
(чума а З. ж. (па Ди, Ди Ди» и Ди, 
(м) (а з (ма)а» ххх « (му), ТЕЄ0, | Ди, Ду А, - . . - Ди, |220 


(п), (млн (6) (м, ДМ", Ди ди. ди 


еб раг сопведпепі зоцп8 Фепх Їогшеє Шпбаїгез. Со8 деих богшек, 
соште ЇЇ ебі аїзб де хоіг, 5е сопуегфізчепі Касіївтавпі Іипе 
дап8 Гаціге (29). Га весопів дев Гогітез іпдідивоз а ппе стапав 
зпаїовів ауес І'бдпайіоп Іпбаїге дійбгепбівйо, ві раг япіїв со 
фиї а біб дій гбіабіувтепі А сеіїе Фегпідте репі біте арріїдиє 
а Гбднабіоп апх дїйбгепсе8 атес дез Ібєдгоз тодійсабіопз. 
Ауапі вп упе Ф'Єхровег Фап8 пп апіте ігахаї! Ф'цпе шапідге 
ріця єбаїйбе Ша гбяоїшіоп дез бдпабіол5 апх діЖвбгепсоя ви 


» 
С") Ропг Ісь Фбіаіїв 9. топ агіїсіє: Общій способь ннтегрировенік 
. яинейньихл. дифФоренціальньхь уравненій я-го порядка сь персмвиньми 
коеефицієнтами. Одесса 1877. (Меібоїе рбпбгаїе роші Ічпббрта!ііоп дез бдпа- 
йопз дійвегепбієїйев Ппблігез д'огдге п й собіїйсівпів уатівбієв. Одевва 1877). 
єї аоавзі Їсз агіісівв сіїбв ріаз Ваші. 


(29) Зеой їрід. р. 19 ві 20, 





То зар 7 РИ Ру о ро - 
пою 39 бать 7 ; 
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ороцє Разапі виг Ів геспегспев йи ргб8впі кпабшоїге, сотте 
поп8 Гауопя дбід Гаїй гбіабічетепі ацх вдпабіопя дібвгепіівівя 
Побаїгев (27), іїюдіднегаї ісі вецівтепі Їев ргоргібібз Бівп 
соппиев дез бачабіоп8 Шобзаігев апх дійбгепсе8 (29), ргоргібібв, 
ді гбзціфепі ауеє пов рагівійїв бтідепсе де се дші а біб дій 
рішє Баші. Уоісі сеє ргоргібібв. 

Їе8 собійсієпів де Гєдиабіов Шіпбаїте аах дібогепсея 
догдге т вопі дев Їопсбіопя йв 8е8 іпібагаївв рагбісцііїдгез 
(опдатепіаївв ві рептєпі біге бхргітов соште Їв5 тіпепгв 
"да дфбівртіпапі де (п-Ь1)2 б14шепіз. 

І'бдцабіоп Іпбаіге ацпх дїйбгепсев д'огдге п а п іпіб- 
стаївв рагіїпиідгов іпдбрепдапівз впіге віїез (зузідше Іопда- 
тепіаїв). | 

П'єдцайоп Шпбаїге ацх дїбббгепсов ві вабізіаївв раг дев 
зотшев де Іепгв іпібжтаїва рагбісиіїдгев. шиНіріїбев раг дев 
уаЇвитв іпдбрепдапівв дев орбгабіопя Д. 

П'бдпабіоп Шпбаїге вах дійбгепсев репі біте гбргбєбпібе 
вопя ІГипе де віх Гогідеє: 80ц8 Іс8 деих іогшег Ппбаїгез, 80ш8 
Іс8 допрів Когіше ди дбіегтіпапі ві 8008 Іс двих Гог, 
согтевропдапівв й сеїПев, диі опі 66 Фоппбев фапв Іс 6 У. 


УПІ. 


П а 66 щепіїопиб, дипе іа штбійодв ди 8 ЧІ роиг Іа 
гбзоїцбіоп дез бдшафіоп8з пе репі рав біго арріїдибв 2 йе5 
бдцайіоп8 вієббтідцев раг се дае роцг сев дегпійге8 бамабіопз 


(7) Се вові пов агбісієв сі-девзизв іпдідцбв, доп Ісвацеів Іа гбвої абіон 
фев бацебіопз дібвгепбієїєв Шпбвігез ев давідцев шоєз Фе Ісагз ргоргібіба 
вопі дбуеіоррбев вуєс дебвіївз, ді пошв опі регтів фапе ГЄхріїсайїою ргбсб- 
депів де сіїег вогасввігетепі сев ргоргібібв ві Їа гбвоїабіоп тавбте. 


(2) Восів. А ітеібіве оп іНе саісиіїшз ої йвіве Фібегепсев. Іопідоп 1880 
рад. 208 віс, 


і 
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Ів сопдїйоп (9) п'єві рав гешріїв. Хбапшоївв й, Ї'яїдв де себе 
шбібоде оп реші кбвоцдтв Ївз баивбіопя вієбргідцев й Гаїде 
дез бдцайіопз дійбгепіеївз. Моцпв іпдідпегопя ісі зошшаіге- 
пепі Їв тоїв й впіхге дапя сейіе воїцііов. 


Арріїсопе Ів табібоде фе ІЧіпібртабіопа йев бацайіоя дій 
гепіївївв ШПибаїгев Фоппбезв ріцв Ваші рошг Їв са8 сбпбга! ай 
сав дев бдшабіопв й собійсівпів сопввалів, вауоїг й Г'бдцабіоп 


ФГ а "у фу 
зе Рееті Раз "Ро г Р нь Рус (12) 


ой Р. Р. Р, -- ..Р. о, Р. Р, вопі дчапіїфбв сопвбатієв. Те 
зувідше йе т іпібятаївв рагбісшіідгев дв собів бдпабіоп, сопите 
оп 5аій, 8 ехргіше аіпві 


узене онов (13) 


аб, 


урлке"", Уутте 


ой а, аа. ..6, 8опі 1е8 гасіпез Ф'ипе бамайіоп аієвртідце 
ди дбєгб п дв Їв Гогше 


а"--Ра"'"-ьРуам"-ь.....-Р. за? КР. ла ЕР. 0 
Д'аціге рагі оп а уше дпе Їс8 іпібогаївв рагбієціїдгоз в 


ГЄдиабіоп Шпбаїге Фоплбе (12) решуспі біге ехргітбев раг Їе8 
ябгівв 


нен Ум Ох... КРУ» кбонебоде ... 


г да Кома КО, ах. «Калач 


ба ПРЯМО мабада. ба іа бомач и 
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не оо Кун б Оуів | Ов У Ома дуа Й Оуіао 


ооб6ооо оо оо гео ово оо ге вого ?е ге -е ого о  -е о гео» ее о ее ого» г 


то іа М дуіс.. фл. МИРНО аз о, ат.. 


. У оо М Оуів ПИ РДИ МЛ . 


Обівгтіпопя 0), 0,,....0, роцт 16 сав сопвідбтв. 
Із хаївпг де О,, соштв оп а упе, 80 дйбіегтіне раг 
Гедпабіоп 


ато, фо ф--20, 4 0 
4 Р 1 а" че КР, засни . ЕР аа Ред, се І) 





Чопі Їв8 іпьбаталвв рагіїсиіїагев, Р., Р, Р....-.Г,- вїапі соп- 
збапівз, решувпі біге ехргітабев сопіогшешеті й Іа побабіоп, 
здтівв ріцв Ваші де Їа тапідге впіхапів 


бобфбе Ь,є ь фи--ож бя--12 (14) 
41778 0 зЧато 0 Чат Чн-ат-е у ЧХа-1770 
ой б. 0,....ф,-1 80пі 168 тасіпев де Гбдцабіоп аїєвргідце 


ьч-1-РЬО-РЬЗ..... Гуав Вата (19) 
Іе8 уаівитв де5 ашігов О іцядав 0), іпсіпзвіувтеті, вотте 
оп а уце, 86 дбіегтіпепі раг'Їа Іогшиів вбпогаїв 
9 І. Іти я "Б РРО 


Бп рогіапі ісі 18 уаЇвитв ди, 4. 4, Фббегтіпбев раг є 
зувібстше (14), оп апга фопіев гбдшебіопя Гаїйов 


ува) (Фу) нн «(Вустфун) | огаребучлуа 
"(ба ДО, ба) ау) 
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Га чаївит О,, дбіегтіпбе дв себе тапідге, 86га 


1 
Р, 9 Глина я и С в у 


егтбячії 


да 


Раг сеіа Ів зувібше дез іпібегаїез рагіїспіїдгев де Т'єдпабіоп 
(12) в'ехргіте 


у, -1- 7, Да в" чай б ад. Му ко РИ Р "и 
РР ви чу о, "ба, Убзчє ех. Хе о С 
ул Ке- чіа- А б «А еф, ач м зчабе в'йч а бе еф... 


узот (ь-ь,) | вав чар І ей Р Р 
ми бе лаб яд бе в'я У С ер... і 


уте ( РАВ Я Уч) .. із) Уч рана -. 
. аа ааа--р. вда аз ей... 
М Дачна ета іа аа , Два иа) 9 дру, 


Оп обіївпі 8ап8 діїбйсЧїв раг пло іпібостабіоп  іттб- 
Чізбе 168 чаївпгв 4е8 іпібстаїея 
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У фай ге1 фе 
і 


РУ 1 (а 
А ла) е "За ше 
у із( баг») 


1 
іт | е(ба бе г. Х е(ін- аби пода орні 
к. іл, а"б) Ш 1Та). Кб, З. У 


ЕБп дбвієпапі, рошт хргбдег вп єбпбта 


КА) 5 Федадев» оду а дае нот ду 


ві Їв8 орбгабіопбє й т Гоїв гбрбібев раг ЕК" поц8 апгоп5 роипт 
Ів вувідіпе де8 іпібестаіев рагбісиіїїдтоє дв Г'Єднабіоп (12) Івв 
ехргеззіопя 








у, -1- Р.О) РАЮ) РАКЗ(1)чк..-НО-1 РІКИ)... 
умі; ВИР РКО А АУРА У 


іт 7 р ке турі 7)-, Но 17 Р'К(е р За 6) 


г; Че ФРІ (вічату рад фот (-Лу"р» Конотов, 


Сев єбгівв вопі еп дбпбга! сопубговпівв, раг се дає апсипе 
Їв8 Іопсбіопв 8008 Їв вієпе іпібктаї пе деуівпі рає іпбтів 
роцг дев увівигє бпівв Фе х (29) 





(7) Шев гірієв йе сопубгдепсе йе сев вбгієв зопі фоппбез дапе поіге 
атгіісів сіїб : Диг Еуаде йбег їв Інісдгайіов еіс. р. 38 віс. 
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р'апіте рагі ди вувідте (13) оп а 


а Гоє у,» а, щі ос ЛИНЕ: Го у, : 

ой рошг у, У,.-. У, попе обіоп5 Ївигв хаївитя дбіегшіпбев 
раг Їе зузбіте (16), се диї дфоппе ройг 1е8 гасіпев д'ипе 
бдиабіоп -аїсєбгідие ди дбетб п Йв8 ехргеєзіоп8 вп 8бгів8 
сопубтевпів8 допі Їе8 штешргев 8опі дея Гопсбіопя 4е8 гасіпез 
д'аопе бдцабіоп аієбргідие ди фбєгб п--1 еф оп а ропг сбадипє 
гасіпе пив 8бгів дбівгтіпбе ев іпдбрепдатів. 

Ов се диі в біб дій оп сопеїші запя йібйсаїе див 

1. Інв чаївитв 5,,0,,....ф,-, раг ІезцдцеПев в'ехргітепі 
із гасіпев дФ'ипе вцдипабіоп доппбе йп двєтб п 8е дбіегтіпепі 
соше 1Їв8 гасіпев д'йпе Єциайїоп ди дбєгтб п--1, допі Ів8 | 
собїйсівпіз вопі ідепбідив8 вих собійсівпія дв Гєдцайїоп доппбе, 
ві дізрозбя вцічапі Ів щбше огігв ехсеріб Їв дегпівг, диі пе 
йсиге раз дап8 ІЄфциабіоп ди д4єтв п---1. П еві басіїв де 
удіг, див 1в8 гасіпез б,,0»,... 5,- рейувпі біге дбіетшіпбев 
раг Ів шбте шбібоде й Таідв дев тасіпев йев ТГ'єдиабіоп 
д'огіте п--2 еіс. РДопо оп реці егртітет іоиіез іез8 тастез 
Фипе бдиайоп фоппбе єп /опсіїоп (в 8ез соб//їсієпв еї ае 
ріиз спладие табіпе а за ргорте егртеззіт. 

2. Риївдце Іа гбвоїшііоп Ф'цпе бдпабіоп йопобе еві атепбе 
а Із гбяоїцбіов д'апе вдпабіоп да дбогб шоїпдаге д'аов ипіїб 
їй в'єп вий дпе іоціє бацайоп айдебтіидие Фи бут п а авз 
тасіпез єї роззбде п тастез. 
| Ко вві, єп айшеббапі Гехізіепсв де п--1 гасіпез роит 
Редпабіоп аіїєвбогідпе да двєгб п--1, оп ітопув дие Гбдца- 
Ноп ди дбртв п а доб гасіпев ві ци'єїйе а п гасіпез. Маїз, 
сошше оп реці 86 регвпадег ітитбдіаїетепі, ІГЄдцабіоп ди 
ребтівт дботб в ппе гасіпе, допо Їбдцайіоп да депхідше д6- 
ств вп а вих, раг сопебцивпі І'Єдпабіоп ди ігоівзідте дбктб 


вп а ігоїі8в віс. 
18 
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Моп8 п'е"іфгегопз раз дап5 1Іе5 дбіаїїв ди саїси дев 86- 
гіев (16) дпі ехргішепі Їв8 гасіпеб д'ипе бацабіоп аїсвбігідие. 
Хоцз іпдідавгопо ісі 8впістепі Іа пабите дез твбзиїаїв аие 
Гоп обіївпі веб орбгабіоп5 ЕК ріивівигя оі8 гербібев. Маїіз 
дап8 пп апіге агбісів далі 86 фгопув вп сопг8 де ргбрагабіоп 
попв ебрбгопз йв долпег дев гесрегсіез ріця дбіаїйбев зцг 
сез 8бгів8 ауес Іе Бр бе Їз8 ргб8впівг 8008 шпе Їогтев Га- 
сіїв ройг Ївз саїсиія. ргабідцев. Жоп8 оевфгопя ісі се5 гб- 
сегспев поп вецівтепі рагов ди'еїев апешепіегаївлі сопві- 
ібтабІвешепі Їс удіцтів де св шбвбиоіге, таїз впсоге раг єв де 
се шетоїге а 8ецівілепі роцг оріві діміідивг вогатлаїгетепі де8 
оргоргібібв єбобгаїєв: оп а фаспб де таїпівпіг св сагасіоге 
ачіапі сте роязіріз дап8 фопі се диі а 66 4їй ріазв Бані, 

Раг Гіпібегайоп отобдіаіо оп оббіепі запя дібйсціїб 


ка) ееаа) вбиг Ві та, Дбати а збе еа Ж що 


Й г, т 

С СЛ бу 

риївдив ф.,ф,,....0,-л 8опі 18 гасіпеє де І'бдпайіоп (15). 
Нп 8иіїв поцв дбвієпопе ропг аргбрег 


111 ,1,1 Й 








111 1.1 
зате Во б зе ке У і, 





1. 1 1 1 1. 1 1 1 
ЗНО НИ СО 
р АЧО РР Р ЛЬ З НЕ. 
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П еві бтїдеюі див Ївв удівитв де іоп8 198 58,,85,,.-..58, 80пі 
дез Їопсіїопв зушіпбігідцезв де. гасіпез де Рєцпабіоп (15) ві 
раг вціїв вїївз решувпі біге ехргітівез р9г дез опеобіоп8 га- 
Ноппейеє йез собіїїсіепя де Рбдцабіоп фоппбе. Амес себе соп- 
дійоп поця апгопз, сопиав її езі Гасіїв де 86 регвивдет іш- 


шедіабешепі 





Он С сан | 
Ка )- (р; 1 їз рот «зраз нийновнно»! 


' 1 х а3 ЗЛ, зн. 
- Пре 1234 ру уб)з Кв 33 3, 181)2 


обо. Г'ехргеззіоп ропт Іс ісгле єбпбга! Ж"(1) репі біге гергб- 


зепібе зіпві 
тт ати! 


аеро г 22- (вол) 13123. (п ЗУ 


--- | то? 
С ) гФгазоо ств 
и В рт193- пси (т-роялуГоС МІРУ. 


ой Їа уаівиг до фоцз Івз В зе дєфегніпо раг Їа Іогтиїо 


(т-1)(т--2)(т--3)..-.(т-Дд нта. ни 19) 
1.2.3...4-1).4.1.2.3.. ої. 1.2.3..Ка-1)гм 


чу 1880 


б 
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об рошг фоцє Їез шешргов де собіс 8о0шило Їз сопдійоп 


"нрто....ришюжер 


доїї бїте яабіяїаіїв. 

Допс фой8 168 шетВгев йо Іа ргвшідге 580гів Фш зувібше 
(16) репуепі біге охргітбя раг дев їопсбіоп8 вушипдігідцев 
4ев гасіпез де РГЄциайіоп (15) диї а Івиг іоцг вопі ехргітбез 
раг д65 Копебіоп8 табіоплеїсв 4е8 собійсівпів де РЄдпабіоп 
доппбе. 

Ое Іа шбше шапідге раг Гіпібстабіоп іштобіаїв оп 
оббівпі 


ьо ебрії | 1 є 
Я Рок РАВ о 
(є ) (5,--(0,-70»). «(5,--б, а), і, Ц (5 --б, т 





ой оп а дбзідтб рег с, Їа 80тише йез півшііте впіте Іс8 8е- 
сопдев рагапіїбявя ві раг /(5,) Гехргеввіоп 


| ура бр 
! | 4 "Ч"ГР.рчз2 ща Й 
ПА АТЛАСУ НИ (ЛИ й чо пев нан 


Епзціїв оп ага де шбше 








бра 
ме учи и .)1 кн Ба Орач 
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ой Х,,» дбвієое Їа 8оште 


біс. Гаг себе тоів ф'іпбботьбіоп йшпбдіаїв оп репі йбівгті- 
пег аціапі де шешргов див ЇШоп увпі дапв сбасипе дев ам 
їте8 ть--1 вбгів8 Фи вувідше (16). 

Хоцпв пе допвоп8 ра8 Гехргеввіоп роцт Ів фегше кбибта! 
К"(ебке), ветріабів й Г'ехргвввіоп ройг Їв івгте кбипбта! де Іа 
ргепрідге вбгів, раг се ди'віїв п'вві раз вайізатшепі біидібе. 

Бпїп ЇЇ гевів 82 іпдідиег дав веб фегіцев дев 86гів8 ди 
зувідте (1) іопіев 1в5 іпібртабіопв біесіцбев решуєепі біге 
дівкгібибв вп єтопррез диі адтшейвівпі Іа зошрабіоп, а ІГаїйв 


дв Їа диеПе Ївя збтівв шбте 86 гашепепі й цпе Їогше ріця 
яїпарів. 


Іа шбіподе ехрговбе ріав Ввпі рошг Іа гбзоїшііоп дев 
бачабіопв рейі біте бібодав епсоге виг шпе сЇавве в8807 стапде 
Ф'єдцабіоп8 Ппбаїгев ацх дійбтепіівіев ратіівіевв д'огдте дцеї- 
сопдив. Фи вхетірів де себе ехіфепзіоп а 656 іодідив роцг 
ІГ'єдиабіоп (29), 


: | 
рів. ..Фуо)2-КФ(ф,,. ...Фую) 


(29) У, пвіге агіісіе: Общій интеграль уравненія сь частньми прона- 
водньімиа я-го порядка вида 


для 
дуду.. Ро 3 зе» Фе о)5-ЬФ( р 53 «-«- фо) 
Зап. Мат. Ота. Новоросе. Общ. Ксотествовсп. Том» Щ 1878 Одесса. (1" іпів- 
втеіє єбобгвів де Їбдавііоп ацх дійбгепбівіїев рвгіївПев д'огіте я йе Іа 
огше 
дів 
деді.. рат Тк 5....ф,о)5-Ф(р8...9,о) 


Меп. де Зесі. Маїббі. де Іа Зосібіб дез Хабигаїівівв де Іа Хоицуєеіїв Виввіе 
і. П 1878 Оевва). 
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допі Гіпібктаїв еві 
Р Р 5 Е ф 
уд У Р, фр-К У дру Ка... КАХ фр а Раф -Ь 
Ре Фо бо бо . 
| Р 3 о. 
- 14 в Р У Фа-й 
Ро РЕ о оо 
Е 
я Фе Ф. У, 25. ФР а га, аб Фаю Рава 
б 
б аб зба Ак іо і; У РИ 
б фе а. аа о У Че 48 "Раф 
бо а 
7 2 
бі У; іт ав ба Мао аб" б 46 Фіечр 
бо к. о оо 
7 5 ? б 
р У аб 2-4 ль чо Уа Зк в. її лк Ре. 
Фо ї, фо оо о 


ой срадив дез Б, Б... Б, ев пов Їопсбіоп агіібгаїге дв 
п--1 утагіарівв іпдбрепдапівв йв Іа Готте 


Ве бнфую) пе сопбівпі рав Ф 
ВЕ (фу. фуш) пе сопбівпі раб 5 
Ен (Фаьнфуо) | | | (06 сорбівов ра8в у 


Енея (5.9). ле сопбівпі раз ф 
Б, (Ф.Ф) пе сопбівпі рая ) 


І"пібогаїв іпдідибе ер 8е8 т - 1 а4бгіубез 8е сопуегіів- 
86пі соштае її 8ціф вп дез Гопсбіоп5 агрійгаігев еп поптРрге п 
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| оц ЕК ре Г(2,.Фо) | . 
зеен, 42 

| Чо Ваза» з фую) 

Хаахо «ІФс 

| фас -В з Р . фо») 


РУ ЗУ пли (ФУБ,-- «ю,) 


ето, 4 г 
аа бар Взяв «Ф 


риїздпе Ївє іегшев ргбсбдепієв в'апбашііязеті раг Іа дійббгеп- 
біабіоп раг гаррогі ацх тагіабівв див пе сопбівппепі раз, ві 
Їс5 фегте8  8ціталіз в'ечапоїзвені раг Гіпібаєгайоп епіге дев 
Птіїєв бкаїев. 


Соштав оп реші сроівіг агрійгаїгетлепі Тогдігте дез дійв- 
тепбіайіоля, Гогітв йез Копсбіопз Фоппбев 2, Б... Фопі сра- 
сипе пе гепівтв раз Гппв йв8 тагіабівя іпібрепдвлів реші 
бїте ргів агРіїтаїготепі; оп репі опо сбаповг агріігаїтетепі, 
Гіпібогаів іодідибе раг гаррогі а Гогдге дез тагіарівв. 


«Бо опіге дап8 се дегпіег ієшря (21) оп в'єзі оссирб дев 
ргоргібібв, длі репуепі біге фтд8 цііїв5 роцт Г'Єбаде ветііарів 
2 сеїв цпі а 6ї6 доппбе ріця Баші дйеєв бдцабіопя Ппбаїтея 
ацх вгітбев рагіївіев д'огіте дивісопдце 8оц8 фогле єблб- 


(21) Іев рг(тпібгов іодісабіопв гбівііуєв апх дивпіїібв 8 ігоів іпфісев 
гбтопівпі й Їз весопйе шоїібіб фа відсів развб. | Уапаєттоває. Мб. фе Ї'Аса- 
Фдетіє йев всівпевз де Рагів 1772 ШІ. р. 516). І'Єїидв дев фбіегтіпатів са- 
рідшев ев еп сбобгаї А п Фішепвіопв а сотапиепсвб вецівтепі уег8 Іа зесопів 
паоійб де поїге відсіє Г|Зотоїї 1865, Овіаодег, баврагів, Радом», Йерепе 
Бапег 1883 віс.). 
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гаїв віпві дише йез бушабіопє аіддітідпев атес шо пошіге аг- 
фіфгаіге д'їпсоплиев. 

Р'впіге рагі 5іг У/їШіат Трошвоп а йопаб іп іпвігашеві, 
рошг Їв гбвоїибіоп шбсапідце йев бдиаііопе дійбтепбієїїев 1і- 
пбвігев д'огдге диеїсопдие| 32); 4 себ віїві, ЇЇ ве вегі де Із гергб- 
вепіаійоп фе себе башабіоп воця оте фе п 4ійбгепбіабіопо вето- 
івбів й сеіїе іодідабе рів Баші. Себе Роге еві іпбішше- 
тепі Їбе 8 Іа гбеоїшііоп раг 8бгів5 дез бдпабіоов дфоппбе 
ви 8 ТУ; Її рагаї допо ргобабів див Гіпвігишепі де 
8іг УїШаш "ТВопєоп а шпе ішрогівосе шпіувгва! сошше шп 
іобгошепі дпі гбзопі Їев бдпабіопя д'апе Когще Бівп ріпв єб- 
пбтаїе, у сошаргів І'бдпабіоп аївдітідие д'ип дертд дивісопаше, 
рат св дише сеїйе башабіоп реші діге гбвоїше раг збгівв, сошше 
шоп8 ахоп8 уц, і Іаїде фез бапабіопя дійбгепіівПев Шпбаїгев 
Фогдге гевресіії. 


Одезза, Матз 1885. 


С) Вів Мійіт Тіотаст. Ргосведіюдв оГ (пе Воуві босісіу чої. ХХІХ 
1876, рад. 2171 віс. 





О стодямости непрернівнвіхь дробей. 


И. В. Слешинскаю. 


Заг Їа сопувгрепсе дев їгасіїопв сопііпцев, 
Рау М... Зієсііяабу. 


Введенів. 


Вопросу о сходимости кепрернвнихь дробей посвящено 
немного работь. Когда, послі появленія дроби Вгошпкег'а В 
Агіїбтебіса іпіпіїогит УУаїів'а, непреривними дробями стали 
заниматься Ниубеп8, Биїег, Гаєтапєв я др. особов вниманів 
геожетровь било обращено ка дроби вида 


1-1 


аг аз г 
дз ., 





лю 





ГДф ас, Фі, ---ЦВАНЯ ПОЛОЖИТельння числа. Гаєтапєє вь при- 
бавленій кт переводу началь ахтебри Киїег'а находить, что 
«Іе8 ашігев п'біапі ргоздие див де риге сагіовійб у», 9ти 
дроби всегда сходятся. Первая, на сколько мий извівстно, ра- 
бота, Затрогивающая болів общій вопрось о сходимости дроби 
при какихь угодно положительнихь членахь звеньевт, прина- 
длежить 5іегп'у. 9то--творія непреривнихь дробей 2). Вь чет- 
овертой главі втой работ говорится о сходимости дробей. Раз- 


чан ациіа ач 





1) Біблівия д'відебге віс. раг М. Їбопагі Еиївг. Т.І, 1114. стр. 380. 
3) Тівогіє дег Кебівпігійсбе, 1834. Такав Сгевіїе'в "оптпа! В. Х, ХІ. 
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сматриваются дроби, вт которнхь членн звенрьев»ь- -похожитель- 
ння цідня числа. Дробь назнваєтся сходящейся, если подхо- 
дащая дробь сь увеличеніємь указателя до безконечности имбфет»ь 
предівль. Кеди подходящая дробь возрастаєть безпред'ьльно. не- 
прермвная дробь низнваєтся расходящейся. Устанавливаєтся раз- 
їиЧів между «буммою» дроби и внраженіви», которое развер- 
тиваєтся вь разсматриваемую дробь. Дахіе давтся без дока- 
зательства теорема, по которой дробь сь положительними чле- 
нами звеньевь всегда сходится. ВВскорв послі появленія зтой 
работи Сігипегі 1), приводя ту-же теорему, стараєтся доказать 
66. Творема -ота, однако, не вірна. Дробь сь положательньми 
членами звеньевь можеть расходиться. Ошибку вь разсужденій 
Отипегіа указнваєть Аглпді 2). Но еще раньше Агпйїь Зсрід- 
шіїср находить признакь сходимости такой дроби 2). Велідь 
затВиь Агпді, знакомній сь результатами зерібшіїср'а, предла- 
гаєть в» указанном'ь ввів бочиненій новий признакь, позво- 
їлающій судить о сходимости дроби вр том случав, когда при- 
знакь Ясбідшіїср'є не рвшаєть вопроса. В» томр-же году между 
Сабаївп'оюь и (іпіїтіп'омь 7) незнавшими, повидимому, о ра- 
ботахь нфиєцкихь математиковр, возникаєть полемика 0 сходи- 
мости непрернвинх» дробей. Из» зтой полемики видно, что даже 
понятів о сходимости непрернвной дроби не било тогда общимь 
достоянівмь. Вь зто время появляєтся работа Звідеїя 5), вь 
которой для дроби вида | 


1) (Огипегі. Веіїгйсе заг геіпеп под апремапіієп Маїбешайк. Егввег 
Тівії. ПІ. Вгапдеприга, 1838. Зтой работь я не виділ и передаю содерже- 
нів ея по ниже указанной работь Агиаді"в. 


2) Агайі. Де ігасбіопібив сопбіпців, Запдіає. 1845. 


2) берібшіїсі. Напдіисї йег щаїї. Апвіувів. Егвїег Тісії. Аїдеїг. 
Апаїувіз. 1845. | 


) Хоапу. впп. де шар. Т. 4. 1845. Продолженіе в» томах» 5 и 8. 


") Опріегвасьипсеп йРег Фе Сопуегдео2 папі Діувгдепі фег КебіепЬгісбе. 
Мійпсбео. 1846. Зту работу я цитирую по другой наже указанной роботі 
того-же автора. | 
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ГА ар, а, 42... -- ПОХОЖИТельннЯ ЧИСЛА, Доказана зам'Вчательная 
теорема, состоящая вв томь, что необходимнмь и достаточини 
условівмь сходимости дроби служить расходимость ряда 


дора"Ье В... 


Крзь той-же теоремф приходить нбфоколько позже Збеги 1), не 
зная о работі Звідеї'я. Прежде чВиь дать зту теорему, Зіегп, 
продояжая изслідованія Агпдіа, указнваєвть безконечньий ряд» 
признаковь сходимости и расходимости дроби зтого вида. Тоть- 
же вопросвь разсматриваєтся вь заміткб, извлеченной из» бу- 
магь Оррегтапп'а 2), Время составленія отой зам'тки ке ука- 
зано. Вт ней доказана творема, дбтличающаяся єть теоремн 
о Звійеї'я шишть тіюь, что вибїсто ряда 


аграчїаЬ..... 
разсматриваєтся произведенів 


(4-над) (14 ад) (14каг).... , 


которов, какть извіетно, сходится и расходится одновреженно сь 
рядом». | | 

Дальніьйшія изолідовалія касаются случая, когда членн 
звеньев не вев--положительнни. В» указанной више работь 1834 
года бівго говорить о дребяхь сь отрицательними числителями 
звеньев». Онь разсиатриваєть дробь 


б: 


армт-- 





2 


У Зара 





1) СтеПе'в Топгпа. В. 38. 1847 год». 
з) Тідввікгій, Їог Мафбешайік, /ецібєп. 5-ая тетрадь 1883 года. 
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ГДВ а, до; фі, фа, о ----ЧИСЯа ЦвЛНЯ ПОЛОЖИТельння и 
приходить кь заключенію, что ота дробь сходится, коль скоро 
а, у», для вебхь значеній п. Доказательство зтого предложенія 
у него неточно, такь какт не прянято в» бсоображенів, что ве- 
їичина, заключающаяся между двумя конечиний числами можеть 
не ниїть предфла. Точноє доказательство зтой теоремн нахо- 
димь вь вншвуказанной книг дзерібпіїср'а 1). Соображенія- 
же, на которнхь основано ето доказательство ветрічаются вв 
1 принфчаній кь Кібшепіз де (іботбігів Песепітв'а. Вт дру- 
гой работв Зеідеї 7) также разсматривавть дроби, которнхь 
вов числители звеньєвь отрицательнн, а знаменатели---положи- 
тельни. Онь приводить зти дроби кь виду 








й доказнваєть, что случай, когда веб о равнн 2, разділяєть 
дроби на два класса, веська различнихь между собою по ходу 
йзм'вненій подходящихь дробей сь увеличенівмь указателя, Если 
Ь,552, т" дробь сходится; если 0,«С2, то дробь оможеть схо- 
диться или расходиться. Фтоть результать стойть вь простої 
связи 5) сь преобразованівиь непрермвкой дроби, которое встрб- 
чаєстся у Шастапєв'а З). дто преобразованів обращаєть дробь 


1 
б;-- 





1 
ь.--. 





вь дробь 


1) Напдрисії Фег аідебг. Апаїузіз. 5 Ацбаре стр. 298. 

2) Ввшегкипдеп йрег вп 7авататепівпо гтївсбеп дет Віїдипрв- 
бевеїзв віпев Кейївпргисів сіс. МйпсПеп, 1855. Тоже Зап. бавареок. акад. н- 
П. сі. УП ва. ПІ.АБЬ. 

з) Неіпе. Напдбцеї дег Кавеїбипсбіопеп. 1878. Стр. 266. 

з) Бібто. д'відебге р. Ецієг стр. 391. Т. П. 17174 годь- 
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Такь что, воли ф, 2- 2, то разсматриваємая дробь пряводитея 
кь дроби сь положительпнин членами звеньевь. ШПрилагая кт 
зтой дроби теорему Зеідеі'я, приведенную вт начал, видни», 
что она бєходится, Наконец», вь указанной вве зам'івткі Ор- 
рестаюр'а приводится безь доказательства слбдующая теорема 
Дробь | 


1 


б, 
чиї ча. 





сходитоя, если для конечньхь значеній /, никаков изь чисель 
4» дурну» Бе будеть «9. Здісь че/-Т, значенія чисель 
їі» Га Не указань. Зта теорежа составляєть частинй случай 
теоремн, доказанной в» настоящей работів и состоящей вь том», 
что дробь 


сходятся, коль скоро 
ще 





вч. 


Сходимость дробей, содержащикь переж'вниня количества, 
сділалась позже преджетомь язслвдованія. Вопрось о сходи- 
жости перемінной дроби ставить и рішаєть вь 1866 году 
"Тротаб ") для непрернвной дроби, виражающей функцію біяцев'я 

5) Стейв'в Зошгиві., Ва. 66. 
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Ка 1д,х). Вь ольдующей работ 1) ТБошб распространяєть 
своє изслідованів на случай дроби, виражающей функцію 


К(а,8-Ь1,7-Н 1) , 
К(а,В/1.2) 


Результать изслівдованія--крайне простой. Зти дроби сходатся 
во всей плоскости за исключенівмь отрізка вещественной оби 
оть і до 00. ТЬошб достигаєть результата, находя ассимпто- 
тическія внраженія знаменателей подходящихь дробей сь по- 
мощью преобразованія перем'внной 


Д'тши ї Яє у; 
(ря) 


пользуясь при зтом'ь дифференціальнниь уравненіємь разлхагаємой 
- функцій. Должно зам'ітить, что тоть-же результать, найденньй 
другнизь путем», содержится вь отривкі статьи Вівшапп'а, 
написанной вь 1864, но капечатанной лишь в» 1876 году 2). 
Вь томт-же 1866 году, кь которому относится лпервая работа 
Трото, Гаштепі 9) занимаєтся изелідованівмь области осходи- 
мости періодической дроби 








1-. 


Внводя извістноє вкраженів для знаменателя подходящей дроби, 
ацгепі не пользувтся, однако, также извівстини» вирадженівит 
одля п подходєщей дроби 


-(азулявоу-Ц-/1неу 
"азуїнауноа Узанагучю 
у рейс опгпаї. Ва. 67. 


з) Віепапп'в беваттпеїбе У/вгіке, стр. 406. 
1) Хопу. Апо. Т. У. Хоїе виг Їсз їгасфбіопз вопбіпиєв. 
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из» котораго легко вивести, что непрернвная дробь сходится 
во всей плоскости за исключеніємь отрізка вещественной от- 

1 1 
рицательной оси ость парог о: Причемь значенів хо- ЧУ 
не ноключаєтся. Вийвсто зтого, авторь приходить для положи- 
тельнаго 2 в заключенію, что дробь сходится при «І, а для 
остальннхь даєть ввраженіє, котороє доджно в" каждомь от- 
дільномь случав рішать вопрось о сходимости. Тоть-же во- 
прось разсматривался вще вь йной фориф. Ють разложенія 


| "Даз--8 получаєтся, какь нзвістно, дробь 











БКели придать 9той дроби ввдь 


г 


14 





7 


1-р. 


. 





то, приложивь указанную вишів теорему об области сходимости 
періодической дроби, найдеюь, что при положительннхь а й 8 
должно бить а27-4 3 для сходимости дроби, ЗВібтіїсі-же вв 
4 изданія своєй алгебри (1368 года) даєть условів сходимости 
а73-НІ. Зто условів УУвуг, коходя яз» геометрическихь бо0б- 
раженій, заивняєть вь 1869 году ввшеуказанньмь условівит, 
которое вслід за тфизь бспібшіїсі доказнваєть аналитически 1). 
Всі зти результати содержатся в» одной общей теоремі о схо- 
димости дроби вида 


а; 
ІЗ 


а. Є 


14. 





с-ще нан а 


1) Зепібпиіісб'в Лвіївесьт. В. 17. 1872. Также Аідербг. Ап. 5 Аа. 
стр. 319. 
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которая доказана вт» настоящей работі. 

Остаєтся упомянуть еще обь одной общей теорем сходя- 
мости непрернвнихь дробей, найденной в посліднев время. В» 
1884 году 5бівії)вв |) даєть доказательство слідующей тео- 
ремв. Непрернвная дробь, происходящая оть разложенія 


НО 
2--5 





--1 


сходится во всей пхлоскости, кромі прямолинейнаго отрівзка сть 
--1 до -Ь1. Доказательство ето основано на нікоторьихь не- 
равенствахь. Вь той-же статьв содержится утвержденів, что 
подобкни»-же образом можеть бить доказана сходимость дроби 


ДІЯ 
9 Да) 
ри 


во всей плоскости вні5 прямолинейнаго отрівзка  оть а до і, 
если только /(2) на зтомь отрізкі не ділаєтся отрицательной. 
дамічательння неравенства, при помощи которихь можеть бить 
дфИствительно доказана ота теорема, даль впервне безь дока- 
зательства П. Л. Чебншевь 2). Впервне доказнваєть зти нера- 
венства А. А. Марковь?) вь 1884 году. ТВ-же неравенства 
находить и доказнваєть также вть 1884 году, ке знавшій оф 
предюдущихь работахь 8біеЦієв "). Доказательство-же внлеу- 
казанной творемн о сходимостя пепрернвной дроби даєть А.А. 
Марковь вь 1885 году ?). . 


«она 
. 


1) Оогоріев Ввпдив. Т. 99. 
. з) допгп. Ііойуійе. 1874, Зиг Ївв упівагя Їішііев Фев іпіб ятеєв. 
г) ОнВвкотормхь прилдоженіях» адгебранйческихь непрерьівиіх-ь дробей. 
3) Апп. всіепі. Фа Їєс. пог. вир. 1881 г. Шисьма Маркова и 5Ийвіез'я 
во 2 томів 38 188» год». 
з) Сообщенія Харьковскаго Математическаго Общества. 
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Предиєтомь настоящей работи служить вопрос о сходи- 
мости непрернвинх»ь дробей. (ділхавмь общій обзорь содержа- 
щихся вь ней истинв. Ми будемь говорить о дроби 


об ь | 
. а аа. (а) 





которую кожно представить, между прочим», в» видахь 








б, 
С: 
МЕН Ф 
й. 
1 
що 1 | 
ум | (9 


Ниже будуть указанн формули для перехода оть каждаго зр 
9тихь видов» кь остальнииь. Поотому можно бнло-бн ограни- 
читься одним» язь нихь. Мн будем», однако, пользоваться вс5- 
мя тремя видами, потому что 9то упрощаєть внраженія и до- 
казательства теорех?. | 

Беоли непрернвная дребь безконечна, то будбиь назвівать 
66 сходящейся в» томь случаф, когда подходящая дробь с» 
увеличенівм» указателя до 00 ймбеть преділь. В'ь противномь 
случав дробь будеть расходящейся, Даліе, будем назввать 
дробь перем'внной, єсли члєнн звеньевь вя содержать перем'н- 
ня количества, Вопрось о сходиности перемінинмь дробей мо- 
жеть бить поставлень двояко. Можно искать убловій сходимости 
дробей даннаго вида мили по данной функцій, ввражаємой 
дробью или по даннкмь членамь звеньевь ея. Послідній во- 
прось и будеть предиєтомь нашего разсужденія. Теореми о схо- 


14 


Пк 
- 2. "яв - 
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димости перем'вннихь дробей могуть бить виведенн из» творежь 
о сходимости постоянной дроби. Цозтому прежде всего зайнемся 
вопросомь о сходимости постояннихь дробей. 


Разоматривая вопрось о входимости постоянннхь дробей 
вида (а), мм естественно останавливаємся сначала на саможь 
простомь случабї, когда ве количества а и 0--положительнь. 
Для отого случая имбВеть місто витеуказанная теорема Зеїде!'я, 
по которой необходинни»ь и достаточним» условівнь сходяжостя 
дроби (с) служить расходимость ряда 


Фрі... 


Ота теорема сводить вопрось о сходимости непрермвной дроби 
кь вопросу о сходиности ряда. ШВеська зьм'вчательно простоє 
слідствів втой творежн, состоящеє вь томв, что расходимость 
дроби (с) ножеть нивть мото лишь при (ст «,--о, или, Что 


нет 


то-же, дробь (0) можеть расходиться хинь при убловій, Что с, 
возрастаєть безпред'івльно сь п. Вовевхь остальннх»ь случаяхь 
дробь сходится. Что-же касаєтся случая, когда с, возрастаєть 
безпред'ільно, то дробь при зтомь условій можеть и сходиться 


"и расходиться, 


Коли количества а и ф вв дроби (а) перестають бить по- 
ложительньми., творема Звідеїя перестаєть бить справодливой, 
дто видно низь слбдующаго примбра. Возьмемь дробь 








Если предположимь, что зта дробь сходится й обозначимь ея 
величину чрезь 2, то найдемть 
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Откуда 
а і 1 
пе р | 
т 2ї з 


При положительномь ар»-2, а: будеть мнимнмь, что невозможно. 
Итакь зта дробь расходится. Представивт єв вь виді (с), на- 
ходии», что здісь «,2з(--1)'а й рядь Ха, расходится. Йтакь 
здісь расходимость ряда Ж, но влечеть за собой сходимости 
дроби. Если вибфето ряда Ха, будень разсматривать ряд Ж, 
то предндущій примЬрь покажеть, что й вь таком»ь. случав 
расходимость ряда не влечеть за собой сходимости дроби. Но 
єсля У ,| сходится, то легко убідиться, что дробь (с) расхо- 
дится. Ота теорема даєть возможность усмотріть зависимость 
между сходимостью непрернвной дроби є какими-либо звеньями 
и дроби, которая получаєтся низь нея зам'вной членовь звепьєв» 
их» абсолютиний величипами. Оказнваєтся, что расходимость 
отой послідней дроби всегда влечеть за собой расходимость 
первой. В» случабв-же сходимости послідней дроби вопрось о 
сходимости первой юбставтся нербшеннни». Она можеть осхо- 
диться или расходиться. Существуєть теорема, длющая возмож- 
ность доказать сходимость дроби сь какими либо звеньями во 
многихь случаяхь. Теорема зта состойть вт томь, что дробь 
(а) сходится всегда, если а -- 0,271. Ото условів, будучи дос- 
таточнниз для сходимости дроби, неоказьваєтся необходимни». 
Иктереско, однако, замфтять, что 1 представляєть найменьшев 
изь чисель Й, удовлетворяющихь требованію, чтобн убсловів 
ані І» било достаточини»ь для сходимости дроби, 9то по- 


"і - 


сафднее видно йзь прим'бра 





зу 1 
узи грн 
Пооо 


гдвоАе--- 0. та дробь можеть бить представлена вь виді 
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1 
4-- 1 1 , 
а-- 
. 4а--. 
га 
асе2--б . 


и. бхВдовательно, расходится, какь показано вне, при сколь 
угодно махомь количествв 0. Йзь приведенной вне теоремн 
получаются слбдующія теоремн для дробей видовь (0) и (с). 
Дробь (с) сходятся, если для вевхь значеній п будеть (4, 


Дробь (5) сходатся, если для вефхь значеній м будеть МЕН . 








Остановимся теперь, дла опредбленности, ка дроби (0). 


Мн только что виділи, что, если 





сс, дробь сходится. Ксли 


зто условів не виполнаєтся, дробь можеть оходиться нли рас- 
ходиться. Чтобн подвинуться дальше вт изученій осходимости 
дробей, необходимо боле полно характеризовать закон, кото- 
рому слідують количества с, при возрастаній т до 00. Ми 


предположимь, что существуєть йти с, Боли Йт с,--о0, то 
но жеооо 


вопрось рбівшаєтся непосредственно на основаній предндущей 
творекн. Такь какь йт с,є-0, то можно всегда указать столь 


як-О . 


большов т, что для п??т будеть РА Боли ть--і, то, по 


предьдущей теорем, дробь сходится. Если-же то», то, от- 
бросивь т первнхь звеньевь, получимь сходящуюєя дробь. Об- 
ратимся теперь кь случаю, когда Ййит с,шессто. Сопоставленіє 


пезор 


дроби (0) вь отомь случав сь періодической дробью 


С 


У 


2, 





- То «Ст 
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даєть возможность показать, что условія сходижости для 9тих 
дробей одинаковн. Йменно, зти дроби сходятся, если с не равно 


1 
отрицательному числу, превишающону 1 по абсолютной вели- 


чині. Причемь предполагаєтся, что, в» случайф надобности, от- 
брошено достаточноє чиєло начальних» звеньевт. 
Ми переходимь теперь кь перем'фнини» дробямь. В» ана- 
лизі5 разоматриваются обркновенно дроби двухь видов» 
Р. 1 А 


с Р, м 


чар об ; (В 
14 Я 








таборі Раз --ЦВАНЯ ПОЛОЖИТОЛЬННЯ ЧИСЛА; Сі, Сауни Біо Кам 
постоянння количества и 91, 9». ЦВлня алгебрайческія функцій 
независимой пережбнной 2. Первий видь получаєтся оть об- 
ращенія вь непрерквную дробь восходящаго  степеннаго рада, 
второй--оть обращенія нисходящаго рядь. Остановимся сначала, 
на первомь изв тихь видов». Мн указали вне теорему, ло котероїї 
дробь будегь сходиться, коль скоро для вебхь значеній п будеть 


ри . 
Іс, «і Отеюда видимь, что, коль скоро кодячества с, не 


возрастаюуть безпредільно, непреривная дробь нифеть ніфкоторую 
область сходимости двухь нзмбреній. В самоюь ділі, можно 
вибрать т такь, чтобн для (хіт ввшеприведеннов условів вн- 
полиялось. "Тогда внутри круга радіуса т дробь будеть схо- 
диться. Далбе, црилагая посльднюю изь вншеприведеннихь 
теорем». приходимь кь сабдующимь заключеніямь. Коли коли- 
чества с, убивають до нуля, ацілня подожительння показатели 
р не возрастають безпред'вльно, то дробь сходится для веїхь 
конечинхь значеній г и представляєть трансцендевтную функцію 
сь одной существенно обсобенной точкой вь 00. Ксли-же коли- 
чества с, Стрематся кь предблу с, отличному оть нуля, То мн 
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ограничиваємся  случаємь, когда всв р равин между собой. 
Для простоти будемь предполагать их»ь равннми 1. Вь зтомь 
случаф | дробь сходится для вевхь значеній со виф про- 
--1 
долженія прямой, соведичяющей точку 0 сь точкой че Что 
с 
касаєтся числителей и зкаменателей подходящихь дробей, то 
возможно указать условія, при которихь для нихь существують 
предфван. ДалВедля дробей втораго вида, в'ь предположеній, что 
функцій д--лянейння, шприложенів той-же теоремн даєть слб- 
дующій результать. Пусть будеть 9,2ха,ж-оси йт а,г-а, 


паз 


іт ф,хеф, йт Куаек. Областью сходимости такой дроби бу- 


пакСо нпекоо 


деть вся плоскость, за исключенівмь отрізка прин липій, 


--- 
дфлящагося в» точкВ --- пополаюь, имфющаго данну ЧТ. 


направленів вектора уз 
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Постояниная дроби. 


Формуль, которкія предполагаются извієтинми. 


1. Для непрернвной дроби 





агро ки . ЦП) 


всли числители и знаменатели посябдовательних» подходящихт, 
дробей обозначенн соотвітственно чрезь 


Ро Рі ро...) Фо Чі 92» 


лиїбють мбето зависимости 


рат ар,-аЕОРи-а» Розтд, різ фі 


(2) 
дян а --1 - Ж ПАР до і. чї -а 
Ь ьй. "1... 
Резо о цр(--лу 0 я (3) 
9. Чо 419» Чан 


Дрось (1) можеть бить представлена В» виді 


В, 
-учто В 
А 2 
ТРИ. 





гдв Адлека,, Дісевкб, Було, В, при п 1 и б, б»,... 
проязвольння отличння оть нуля числа. Числителей и знамена- 
телей послідовательннхь подходящихь дробей новой непрернв- 
ней дроби обозначимь соствітственно чрезт 
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Р, Рь Ро. Фь Ф, Фу... 
Тогда: будеть . | 
| Руязінї. Бра бутті БА. 


В частности дробь (1) ножно представить в» виді 





1 
-----о 1 
ДР 
3 . 
причемь 
ь.Ь....Ь | 
фе 7 РИ ар о по 
1 1 9 2 1 2 і ь -. фоні 5 

дна ,  п2»0 


фара. 
Для зтой дроби будеть | 
| Р, -«аРоРРо Рос, Ріоо1 
ОО А, а Фо 1, фена 
Р, 1 














атодооа НОЇ ал 
Дробь (1) кожеть бить также представлена в виді 
| б 
1- тем з 
габ 
ота ти пе 


Для отой дроби будеть 


16 


Ф 


(5) 


б) 


(б 


(5) 


(9) 
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Р.Р. Ре -а 9 Рошео "Ружес 


(10) 
дО о, 0, рес1, Фе-1 


цар ба (11) 





0 сходимости дробей сь положительнними членами 
звеньевт.. 


2. Предположить сначала, что вев количества да и ф вь 
дроби (1) положительни. Представим' ее. для простотн, в» виді 
(4). Количества « будуть положительння. В силу (7) подхо- 
дящая дробь вкражаєтся рядом». Такиюь образожь вопрось 0 
сходимости дробя приводится кь вопросу о сходимости рада. 
Откошенів общаго члена зтого ряда кь предьдущему равно , 


. 








10, 
о, 
Изь (6), всжідетвів положительности количествь 4, нибемь 
| | да (12) 
Позтому 
ра 
«1 
о, 


т.е. ряд» (7) будеть вв» разсматриваємомь случайв убивающимь 
знакопереифнинизь рядомь. Если продолжимь єго безконечно, 
то достаточимит и кеобходиннмь условіємь сходимости его бу- 
деть, какь изв'встно, убнванів общаго члена до нуля т, в. 





т (13) 


.9чо условів легко зажВнить другиюь, весьма простниь условівм». 
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Обозначимь меньлев низь двухь чисель (сеї я Ор 
чрезь т, а большев чрезь М, такь что М3т. Изь (12) слі- 
дуєть, что 

дод, я дн» 


т. 6. 
дут 


для всякаго р. На зтом'ь основаній яз зависимости (6) получаєжь 
доти 9, 


Зажінимь вь втомь неравенстві п посхвдовательно чрезь п--2, 
поз, по-б,.... до 3 нли 2, сиотря потону будеть-ли т 
нечетинит шнли четнвиз числокь, я сложиюь всі подлученння 
неравенства почленно. Тогда получимь 


оті, На аа Т) 


тав предпослїдній члень вт скобкахь будеть аз или 4,, смотря 
потому будеть-ли п нечетиніюь ля четнвюь числоюь. Позтому 


90 тіні зді) | (4) 


Сь другой стороні 
ом дам 
Позтому 


дунфО ОСИ ра) 
дон, СМ ФУаМ 
т. о. «МО-ФУ1-на) 


Допустивь, что 
омана ні) чна, 


о н).14 4), 
находянь 
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до РА ЛО 2 
«МА -р4,)..1-41И 44 4-1) 
т. в. «М(1--4,)..-4, 4-41) 


Итакь 
м.СМИ1-4.,)...11 4). 
Позтому | | | | 
од «МФО 4 НФУ АНІ 
Ти болів | | | | 
0,0, «««МЧ(1-р4,).. 14) (15) 
Изь (14) и (15) слідуеть 
1 1 
ото 0 0 2 (16 
00 т(14...4 а 41.4 РФ) С 


(1) 
ТАРА м'И1-НФ2А наз). ...(1-64)ї 


Теперь легко видіть, что условів (13) равкосильно усло- 
вію расходимости рада 


анна (18) 


Вь самоюь дЕлі, всля рядь (1 38). расходится, то по крайней 
м'БріВ одинь изь рядов» 


аа.... 
аа... 


доїжень расходиться и слідовательно по (16) будеть 


-- 0 


іт 


тор 1, 2 


я Наобороть воли рядь (18) сходитея, то произведеніє 





я 
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(1542 -ьаз). г 
также, какь нзвістно, будеть сходиться. ШПозтому (17) пока- 


знваєть, что 





не можеть стрежиться кь 0 т. о. убловіє 


1 
а о, 


(13) не ввполняєтся. 


Итакь сходимость ряда (7), продояженнаго до безконеч- 


ности т. 6. существованів предбла ї при па-00 приводится 


-вь зависимость оть расходиности ряда (18). Таким» образом 
получаєтся теорема ЗеідеРя: Дробь 





і. 
-учо 1 
ан 2. з 
отв 
ад 


для вевхь значеній р, сходится или расходится, сиотря потому 
расходится-ли или сходится соотв'івтственно рядь 


фара... 


Легко перейти кь дробя (1) три помощи формуль преоб- 
разованія (5), даннихь вь членб 1. Рядь Ма, обратится в» 


"У і. .- Фан і Оз .» бог) 
А С г» 5 чері моя КУ РА 
дтоть рядь распадаєтся на два ряда 
Уа Ь. Фа . Фано 
в А 


У а.. Ь ба . а ЛО 
" і.ф. т . фі. 
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Если по крайней мбрв одянь изь отих рядовь рабходится, 
то начальний рядь также расходится й, савдовательно, дробь 
будеть сходяться. Кохи-же оба ряда сходятся, то начальнкй 
рядь также єсходится й, слідовательно, дробь расходится. 


8. Внведемь изь отой теоремн нбісколько слідествій, даю- 
щяхь возможность во многихь случаяхь судить о сходимости 
дроби  непосредетвенно. Ота теорема приводить вопрось 0 
сходимости д| дроби кь вопросу о сходимости весьма  про- 
стаго рада. Каждий признакь сходимости рада даєть по- 
отому нікоторкй признакь сходимости дроби. Необходижни» 
условівжь сходимости ряда (18) служить условів Йіт 4,--0. 


яе-о 

Коли позтому а, сь увеличенівмь т, до оо не. стремится к» 
преділу 0, то дробь непрежінко сходится. Ото обстоятельство 
можеть виїть місто вь трехь различннхь ослучаяхь. Во пер- 
вихь а, можеть нивть преділь, отличний оть нуля; во вто- 
рих» А, можеть возрастать безпредільно; в» третьихт оно мо- 
жеть не нийть предіфла, колеблясь сь увеличеніскь т вь кО- 
нечинхь или безконечинхь границах». 


Отоюда получаєтся, между прочим»ь, признакь Зсіілотіїсь а, 
по которояу дробь (1) сходится, если 


іт 6,06, Но 0 ; 
коор "Ні 
Вь саможь дблі, изь формуль (5) находимь 


мн 
ЖИ 
Позтому условів Зебібтаіїсб'а для дроби (4) будеть - 
по и 
При таком»ь условія не можеть бить йбл 0,2--0 и сявдовательно 


яо-о 


дробь будеть сходиться. 
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Предположимь теперь, что іт(а,д, ,)є- 0 я разомотрииь 
рядь | 
7 ЯМИ фа 
1 фа 1 Най а У 


Велівдствіе 9того условія, членн разбматривавмато ряда отли- 
чаются оть члековь ряда 


"ДУ ПРА В Р АР РИНОК 
бомножителями, нибющямя преділь 1. Поетону, всли первей 
рядь расходится, то я второй доджент расходеться. Вь таком'» 
случаїб рад» 


фара 


дояжень расходиться, ибо сходижость ето влекла-бн за собой, 

" какь йзвістно, сходимость предндущаго ряда. Итакь, по тео- 

реж ЗвідеГя, непрермвная дробь будеть вт зтомь случаї схо- 

дится т. 6. дробь (4) сходится, если при условій іт (44) 0 
яса 


расходится рядь 








М фа 
1-4 а 
Переходя кь дроби (1) и положивь для сокращенія 
рр іа - | 1 
«г " | 
Фа У УЛНИ 


получаємь признакть осходимости Агпдба: Дробь (1) сходится, 
если, при безконечно возрастающемь 7,, расходитея рядь 
1 1 
1-2 1-42 


Изь разсужденій, приведеннихь вь начал зтого члена 
видно, что дробь (4) можеть раєходиться ляшь при условін 
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іт й,--0. Но изь. (5) и (9) слбдуєть 








песоо 
| 1 
сьо 
7 
Отсюда заключаємь, что дробь (8) можеть расходиться лишь ою 


при условій, что с, возраставть безпредівльно виїств сь п. Пи 
Такь что, если с, нм'феть конечний преділь или не нмбеть . З 
вовсе пред'івла, колеблясь вт конечнихь или безконечнихь гра- | 
ницахь, то дробь (5) сходится. Ж 





Изь тіьхь-же разсужденій видно, что дробь (1) сходится 
есля а»), для вевбхь значеній по и если а, ке стремится кь 
нулю, сь увеличенівмь т до 00.- Вь самомь ділі, тогда 
а а | 
ЯН фа не можеть стремиться кь нулю. Коли же, пре 


я! 


убловій а,»0,, будеть йт ад, то дробь можеть и єходиться, 


поаоог 


и расходиться. Для примВра возьмемь дробь, вв которой и 


1 2. 1 Щ 
пар 9 . " (па-р1)е " 


Для отой дроби внподняются убсдовія 


а»), шт а,««0. 
| 0 тазоо 


Мн покажень, что она будеть! сходиться или расходиться, 
смотря потому будеть-ли собтвівтотвенно р«С1 или рі. При- 
ложим» теорему Звідеї я. Рядн 


У ь., . фкоа и | а і Оз т» фол 


тп і, . о  / ЛАД б, . о . 
в» данномь случайв суть 


Зи, ЙО 2/0, 
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гав 
(ма 4.(п--9) Зп ду 
3.5..(2п-- 1) 2п--1 


о 
1.3.3.5.. (дао (3 -12т- 1) (2а--1) 





нн 3.5..(2пл--1) дп У 
2.4.6.) "Зп 

- Г1.3.3.5...(2п--3)(2п--1)0п-- 1) Бе 
"Б 22.44. (9а--2)0п--2)0п) "7 (пу 


Но, по формул УУаїіз'я, 


22.4.п--9)(9п--9)дп (т 


:9505оРкр 16: охга, мпцачлгь,. ' ах а Ге 
1.3.3.5..(2п--3)(п--1)2п--1) 2 
гав 
іт вяє0 
Позтому 


«ін (но 
«ну екау 


Сравнимь зти внраженія сь внраженіви» 





Фея 


пт? 
Так»ь какь 





тло (я у, іт чат 5 
песо 10, ноз 10, 


то ряди Хи, й Хо, сходятся и расходятся одновременно сь ра- 
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домь Хо, Т. 0. бходятся при рі и расходятся при р«0Ї. 
Позтому, по теорем'в Звійеїя, разсматриваємая дробь сходится 
при р«Сі и расходится при р2-1. 


0 сходимости дробей сь какими угодно членами 
звеньевь, 


4. Переходишь теперь кь случаю, когда члени звеньевт 
-зкакія угодно комплексння числа. В зтомь блучаї теорема 
ЗеідеїГ я не нифеть міста. Одкако та часть зтой теоремі, вь 
которой говорится о расходяамости дроби можеть бить обобщена. 
Именно можно показать, что дробь (4) расходится, єсли рядь 
Уа, | сходится. | 


Пусть будеть . 
ее, 9 9-9, 


Назовень, сверхь того, чрехь 0, величину, вт» которую об- 
ращаєтся (),, вех'вдствів замвин каждаго а, чрезв 6, Тогда 
будень нибфть, по (6), 


Допустив», что 
о, 40, , и о, 50, 9 


находииь изь (6) послідовательно 
о 8,01 0, 9 


о, 3,0 п--1 50, . 


.Но у 


Позтому. 


296 Й. ОЛЕПІЙНОКІЙ. | 26 


Итакь посліднеєс неравенство доказано для веїхь значеній ». 
Отсюда 
1 1 
я 11. 
0-10, о дод С ожодии 


Дано, что рядь 26, сходится. Позтому, на основаній теоремн 





1 
ЗвідеЇГа, количество ----- не убнваєть до нуля. В силу пре- 


п а--1 
дьидущаго неравенства, тоже должно сказать 0 020 т. в. 0б6- 
п--І Зп 


щій члень ряда (7) ке убиваєть до нуля єь увеличенівмь ука- 
зателя до безконечности. Значить дробь расходится. 

Ота теорема даєть возможность уб'ідиться, что дробь (1) 
всегда расходится, если расходится дробь, составленная из» 
абсолютивхь величин» чЧленовь звеньев»ь ва. Вь самомь ділі, 
приведя об дроби кь виду (4), зам'вчаємь, что по (5) знаме- 
натели звеньев» второй дроби будуть абсолютними величинами 
знаменателей звеньєвь первой. Коли вторвя дробь расходятся, то 
рад», составленній из» знаменателей звеньев»ь, будеть, по тео- 
рем Зеідеїя, сходиться. Для первой дроби онь будеть рядом, 
составленньмь из» абсолютимхь величинь знаменателей звеньевт. 
Поотому, по предндущей теорем, шервая дробь будеть расхо- 
ДИТЬСЯ. | | 
5. Мк докажем»ь теперь, что дробь (1) всегда сходится, 
соди | 

РАЗІ 
-Введеюь гобозначенія 


і, 





-еа, з нев. 7 ди ее оо, 


По условію будеть 


ал, | 9) 


Доказательство зтой теорем основано на неравенстві 
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шу, Віва г. В" . 


дто неравенство для посі провіраєтся непосредственно, ибо 
омесо; Й Фоссі. Допустивь, что 


ГРО РР: РР Р (20) 
ибень , Пи 
. о, Фо 
и, по (19), | 
| ацо-лРВАО,а 


Поотому, на основаній (2), 


аа Ви дая 
Откуда, по (19), 
у (Фанати а ви и 
и, по (20), 

шу, рам о о В, 


Йтакь керавенство зто доказано. Йзь него схбдуєть 


САНИ Р 


02-10), - 0-1. Фо, 


Отесюда 


ПО СР С Р 


М ОТО ГОЛО 0-10 - 


Но ур оюг-1. Шоотому лбВвая часть неравенства остаєтся всогда 
меньше 1. Сравнивь 66 сь правой частью равенства (3), за- 


ключаєвнь, что конечньий рядь, виражающій бі будучи продол- 


жент до безконечности, сходится абсолютно. Слідовательно не- 
прермвная дробь сходится. 
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б. Отсюда внтекають схвдующія теоремн..Дробь (4) схо- 
дится, если (4,222. Вь самонь Рік сравнивь єє сь 1). ви. 
ДИ, Что здвсь і, | є 1, (а,ієз 
внполняєтся. Позтому, по пай порок, кб и 
Вь частности, дробь 























1 . 
нн 1 . 
фо 4 
гдВ 4, ф,....--положительння числа, можеть бить предетав- 
лена вт ВИД 
--1 
--Фз Ж 1 
ек 


и, сгЬдовательно, будеть сходиться при «272. ту посквднюю 
творему доказаль З6ідві, | 

Другов влїдствів теореми щчлена 5 относится кь дроби 
8) ш состонть вь томь, что дробь отого вида сходится, если 


1 | Ь, 
о Вь самомь дфав, положивь с,уебр находнит яз усдо- 








вія ен | Дробь (8) обращаєтоя ВР 
і 
Бе 
или 
і, | 
З і 
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214, 











для которой внполняєтся условів (а, 


7. Йзложенння внтетеореин не впохив рішають вопрось 
о сходиности непрерювной дроби вь томь случав, когда члень 
звеньевь дроби--пронзвольння комплексння числа. Мн будев» 
разсматривать дробь в» виді (З), Сходимость дроби зависять 
оть закона изифненій с, сь увеличенівиь т до безконечности. 


Бели предположить, что (іт с, существуєть, то являєтся воз- 
ясеор 


можность вполив взсябдовать сходимость дроби. Призтом' пря- 
ходится разекатривать сначала частний случай, когда іт с,--0). 


пекСо 
Такь какь т с,о- 0, то можно всегда указать столь 
ясзо 


. - 1 
большов число, т, что для пот будеть о Если т-- і, 


то, по второй теорем'в члена, б дробь будеть сходиться. Коли- 
же ту», 79, отбросивь тп шервнхь звеньевт, получимь б6хо- 
дящуюся дробь. | 


8. Перейдежь теперь кь случаю, когда йт с,г-сО. 


паор 
Сначала прослідимь общій ходь разсужденій. Ми будемь поль- 
зоваться формулой (11). Коли рядь, стоящій справа, будучи 


г Р, 
продолжень безконечно, бвходится, то ТРИ имбеть предфаь при 
п 


по-о0. ЦПозтому дояжно обратиться к'ь изелібдованію убловій 
сходимости отого ряда. Отношенів общато члена отого ряда кт", 
предидущему члену равно 


| с, 


о 





Должно изелідовать, как» изифняєтся ота веанчана сь возрас- 
танівнь п до 00. Еастественно прежде всего посиотріть, не 


сремится-ли щи кь преділу. На основанія (10) имбемь 
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о, с 
1 
от а , СТ; 





Отсюде непосредственно видно, что, если 0 нибеть пре- 


п--1 


дібль, ототь пред» удовілєтвораєть квадратному уравненію 
у--у--сазо. 
Введемь обозкаченія 


1--У144с 14/13 
2 р у 


3 


гдб 1-42 из» двухь значеній корня котоваго веществен- 
ная часть не отрицательна, такь что |а| ЗІБ. Начнемь сь част- 
наго случая, когда ве с, равни с, т. е. когда дробь будеть 
періодической. В'ь отомь случав членн пов подходащей дроби 
могуть бить найденн. Ймненно | 
| "ато - ачи-рчи 

рес з аб 


При помощи втихь внраженій легво убідиться, что, при |а «СІЙ, 








ПР ЛО У РР Р 
яазоо п песо Ра--1 тез Ча-1 

дтоть результать приводить кр» мнсли--язслідовать в общемь 

случаї кожичество 

о, 


"7 ил Пи 


Для него, йзь (21), находижь зависямость 





о . 


С, 


ь-к К,. ? 





Ь- В, 
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которая позволяєть зсхбдовать, нибеть-ли в» общежь случав 
количество ЛД, предівль, или ніть. Оказнваєтся, что, за шоклю- 
ченісюь случая |а|--|ВЇ, количество В, имбеть предікь 0 яли 
а--5. Датів можно показать, что, воли отбросять достаточно 
число начальнихь звеньев» в» непрернвной дроби, для осталь- 
ной дроби всегда будеть 


йт Б,--б, 





. 0, 
іт 7 Де -) 


Позтому преділь отношенія общаго члена к5 предндущему бу- 


деть - р; НАМ, такь какь сяе--аф, зтоть предбль будеть ра- 


а | 
вень 75 Но аї«С|Б. Портому рядь будеть сходиться, 


9. Перейдежь теперь к» доказательству втих» утвержденій. 
Начнемь сь изслВбдованія дроби | 


Й | | 
р 5 , 929 
Р (22) 





Ймфемь 
Фотео, різне, р,яєр,-аРер,-а  - 


до-- 1, Ч - 1 9 че .г Сд,-з 


Но уравненію вида 
и, б Чі 4 Си 
удовлетвораєть 


если у опред'іляєтся уравненівюь 
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у1--у--сякд, 


Корни отого уравненія: 





1-Уї- хе ра 1-Й -нае 
КИ нні 


При зтомь знак» корна вибрань так, что, положив» 


У1-ь роті 9. 


нифенмь т?0. Такь какь 
іже / 1 4-тізта--дт 
у ПН 
Бізез У 1 Унтачнтй От , 


то, коль скоро то»0, будеть |а|«П0. При те-0 нибемь 
іе|б|. В втоюь посліднемь случав 





/ 1-р4сачпі 

т. 6. 

1-Н4сае-тй 
или 

14 
сао 
| 1 | | 

т. 6. с-- отрицательнов число, превишающев - по абсолютной 


4 
величний, Йтакь, всли с-- отрицательнов число, превишающеє 


1 
д по абсолютяой величині, то |а--|Б|. Во всїхь остальнихь 


случаяхь |а|«С0|. Пусть будуть А и В произвольння количества, 
независящія оть т. Тогда общее ріЕшенів уравнекія 


и, ши М - 7 Ли 


.- 
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можно представить вь виді 
ц,езда"-Ві" . 


Винбравь 4 и В такь, чтобн и, нифло данння величини то 
оці для по-0 й позі, получаємь 


шо іно айо-тій 
ие а" 
а--і а-- 








р 


Польвуясь зтой формулой для опредбленія р, й 4,, и занїтив', 
что а-ЬКфо-і, находимь 





а У ачт'-- ь 
ро Та 5 
Отоюда, замтивь, что с-----аї, находимь 
а п 
--р--1 
ри (5 





су 
гм Ро СН 
я--1 По - 
(5) 
Переходя кь преділу при пає 00, видимь, что при |д| «СІ, т.е 


1 
есля с неравно отрицательному числу, превншающему 5 по аб- 


солютной величині, будеть 
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йт ри шен (| йт- Ди іт Я. а. (23) 
1 . 


--о ж. фу кежо Й, 
Можно звивтять, что при |с|--|Й| зти предфлн не сущест- 
вують, бо тогда б за) и, сявдовательно, рано, ГДВ ф-- 
вещественноє чясло. Всі три вираженія зависять оть дроби вида 


Р и | 

стів---1 
, ( б ІРмчетіт ) 
Іа: 
которая не ниветь преділа, нбо еті? пря т--б0 не нибеть 
преділа. 


ЖИ 


10. Теперь можемь перейти кь общему случаю. Для отого 
изсхбдуеюь количество 


о 
о, -1 


При отомь будень предполагать, что 4|«С||. Изь (21)находинь 


--б. 





Ва 


с, 
00 БВ 09 
ТВ ій с,аесое---аф. 


Предположимь сначала, что возможно найти такія числа 
т и 70, что при порт будеть |Д,2-т. Предндущую зави- 
симость напишень вь сівдующемь виді | 


С, 
поь екІ22 


Прилагая оту зависимость ніоколько разь, находимь 
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є, 
-бваенчк сн о. (25) 
. 15. 
7. вн 
ЕКС я 


Обозначить числителей и знашенателей подходащихв дробей 
непрермвной дроби 





- 14. (26) 


соствівтотвенно чрезь 


Шо Му Ману По у 

та 

чочеі, щас, тот, пе. 

Тотда будеть й 
бно РОЛИ 
тн І ось 


Если зажвнимь с, чрезь --(5-К.Вуц-і), то, вь салу (25), 


лан обратится вь --(5-КВ, 1). Такинь обравоюь получимь 
іні 

чо Ва ач 
т С НА 


или 








1 
та з т б 


--04НВ, дуже 


Прибавивь по а сь обвить осторонь, шожеюь придать етону 
равенству видь 


236 И. СЛЕШ 








ПР аб "о па що я -з) 


ЛЕ 








Вь силу предположенія |Вуц.-чі тевалають нфкоторую отавч- 





пую оть нуля величину, количество-же 
й - 


увидимь, ножеть бить вибрано сколь утодно жалниь. Позтому 
будеть 


п какь сейчас» 





ві 


и предьдущеє равенство дасть 


а . 
і м 





ває реле а ні 





зу 





При помощи зтого неравенства легко показать, что пря 

ВСЯКОЮЬ є, можно найти таков т, что для пото будеть 

18,--(а--В)|«Се, Ото значить, что йт В,еза--ф. Для дока- 
жажо 


зательства втого утвержденія звийчаєюь, что количества ш, и 5 
обращаются собтв'ітжственно вь р, й 4,, если положить всі с, 
равннин с. Но, по (23), такь как |д/«С|Бі, при всякихьд,д', 2" 
"ножно найти таков число Б, чтобн било 





5 У Р 
о щ35 7 о | Оз) 





разіє, 
Р 








Вибравь таков ЕК, ин вибираємь т такь, чтобм Для поь кО- 
ЛИЧОСТВА С, Су о Су-1 ООТЛИЧАЛЯСЬ СТОЛЬ ВЛО ОТЬ С, 
чтобя било 
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«й 
0 


- 


2 7 


Ре . А 
р чі 








ша Ро | 0 Р 
бал 4-1 2" РИ Рі- 


. (29) 











Зто всегда возможно, ибо іт с,2хс и, схіздовательно, С,» 
я . 


вування могуть бить сколь угодно приблажонн кь с. 
а при єаесутн о нбрь-іттє ВВ ти разности, представ- 
лающія раціональння функцій количествь с,....б,рь-, ОБРА- 
щаются вь нули. Йзь неравенствь (28) и (29) східуеть 


7 р 
9-1 








і 
| | ш , | р. ; 
ав 0 (30) 


По предположенію существують числа т и т7»0 такія, что 
ІК,р-т пря пт. Внберемь 


тро ВН а чено (31) 


Увеличив», если понадобится, ї,, удовлетворяющеє при отомт 
виборі условіаюь (30), достигнемь внпожненія одновременно 
сер ния веравенства 


Вари (32) 


. Тогда язь (30) я (3) находимь 





























що | 
затїТа . | (33) 
Ся 
Отоюда, если 'бб сь слвдуєть 
е Чл 
97 |, --|4 
т. в 
ли 





є аа | 21) 





гж 
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что остаєтся справедливнис и при Чи «Ча| т. в. нибеть нвсто 
| | -л , 
всегда. Затвив, по (30) я (31), 
Ч те ФІ тє 
В Р Р п Б а 
РА | 3а-Ь4а| "| о, а ь 3«-Ь4а/ (35) 


Пользуясь неравенствами (32), (33), (34) и (35), находимь 
изь (21) 


В, а-(а--9) «в , путь . 





Предположимь теперь, что нельзя найти такихь чисель т й т, 
чтобн при пот било |Б,;-т. В» такомь случав, пользуясь 





зависимостями а-ЬфБо-і ко афо---є, представимь (24) вь виді : 
сь--С5Ь аВ,, 
В о чо 


Такь какь ниже 5, предполагаєтся достаточно махни», то 
будеть 

ів 
Поотому 








 Звесачайв 


ан в р о) 








Такь какь іт с,--с, то при всякомь є7»о, ве превишающень 


пазсо 


--|аі, начикая сь нікотораго п--тп, будень йийть 





с,--С1«Ц|В--а|--є)є |. (37) 
Даліе, найдется таков р»т, для котораго будеть 
Упр . (38) 


ибо в» противном» случав существовали-бн числа п й є такія, 
что при пот, Д,-е, что противно предположенію. Положимь те- 
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перь вь (36) я (37) по--р-Ь1. Тогда, присовдиняя кь получев- 
ни неравенствань неравенство (39), найдемь 


В, ніде 


и т. д. Йтакь | 85,2 





обі части доказательства, находиюь, что кри ак іт В, 


всегда существуєть и равняєтся () или а--ф. 

Докажемь теперь, что всегда можно отбросить столько на- 
чальнихь звеньевь в» дроби (8), чтоби для остальной дроби 
колячество ДА, нивло предбль 0. По вншедоказанному возио- 
жнн два случая. Количество 9то нифеть преділь 0 илид--р. 
Поетому достаточно показать, что Б, не можеть стремиться кт 
предфау а--і если отброшено достаточно начальних звеньев». 
Ото будеть показано, всли докажеь, напримфрзь, что В, остаєтся 


1 
постовнпо меньше по абсолютной величині, чбив 2 |ач- В. Для 


отого зажітии, что при сі--стае....з-с дробь (8) обра- 
о, 
щаєтся вт періодическую дробь й количество Ки 7 б. 
ні 
ді 


переходять в» чн --ф. По (23) будеть іт тре 0. Поотому 
і. 


при каждомь є кожно вибрать К так», чтоби, било 
8 1 
Іти «а - (39) 


Даліе, перехода кь ДБ, зажічаєи», что Ййт с,лес. Поотому 
яко 


можно найти таков т, чтобн для по-т количества с, околь 
угодно мало отличались оть с. Отбросимь всв предшествующія 
звенья и оєтальння с, обозначимь опять чрезь с,, С,, 
Количество Д,, обращающевся вь 7, при с,гесьте...есяте 
будеть кь. нему сколь угодно близко. Поеотому можно вибрать т 
так», чтобн било 
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Во Є (40) 
Ивь (39) я (40) слідуєть | 
В «Се | 
Зто неравенство не нарушятся, если занінимь с, Са». -- НЕН- 
ми количествами, отбраснвая еще сколько угодно начальнихт 


звеньев. Повтому, для всякаго 0 «Се «2101--|4|, можно доститнуть 
внлолненія условія 


сьо (ВМ --є)є , 





Тогда из» неравенства (36) при пазвк-НІ, при помощи пре- 
дидущаго неравенства, взятаго для позк-І и неравенотва 
кс, получим»ь 


ин «в 


и т. д. Таким образомь прійдемь кь заключенію, что 
ТАР- 


. що --1 . 
для пок. Если возьмемь теперь е«с5|а--0Ї, то утвержденіє 


наше будеть доказано. 


Итакь, если вв дроби (8) отбросимь достаточноє число 
начальнихь звеньевь, то для новой дроби будеть 





йт Б,е-0, 
т. 0. , 
є 0, 

іт ча в 


Повтому отношенів общаго члена рядаь (11), продолженнаго до 
со, кь предндущему члену будеть нийть преділь 
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Такь какь |а|«СЙ, то предбль зтого отношенія будеть по 
абсолютной величині меньше 1. Отсюда, какь иввіетно, слі- 
дуєть, что членн ряда, но крайней м'Врі качиная сь опреді- 
їеннаго указателя, вев конечни и рядь, составленньй нз» 
них» бходится, В» данномь ослучав и безконечно большів на- 
чальнне шчленн не причиняють расходимостя ряда. ДБ» са- 
моюь діб, какой хибо члень ряда можеть бить равень 00 
лять тогда, когда для опредбленнаго значенія т нибекь 
9,е-0. Но тогда обращаются в 00 два члвна | 


сну СУ 


Сукна же ихь равна 
сіс....С, 


079 


и остаєтся конечной, такь как. в силу зависямости (10), 

смежння количества () не могуть бить равни 0. Йтакь не- 

прернвная дробь будеть сходиться. Такимь образом приходим'ь 

кь теоремв: непрермвная дробь (8) сходится, если Ййт с,тес 
якою 


| 1 
я сне равно отрицательному числу, превншающему ц по абсо- 


яртной величині. Причем» предполагаєтся. что, вь случаї надоб- 
ности, отброшено достаточнов количество начальних» звеньевт. 


16 
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Перем'бннья дроби, 
Дроби, отввчеющія восходящиюь рядам. 


11. Ми начнемь сь нзсабдованія области сходнности 
дроби вида 





13. ик (41) 


ТД нт с,сх0 й у, цілоє положительнов число, не возраєта- 
ющев вифоті сь п безпредівльно. Положивь с,2-- 


| дробь 


- ,  получнит 


'ЯРАЮ У 


ка 
9; 
Ра 


ї рі 





Такт какь Ййт с,2-0, То йт Ї,--о. ЙзожВдуємь зту дробь 
пе пзор 


внутри круга пройзвольнаго радіуса». Зта дробь нибфеть вид» (1 ). 
Для изслЬдованія 6я мн будем пользоваться соображеніямя., из- 
ложеннний вт» члені 5. Условіе 


При (43) 


будеть внполияться для зтой дроби, если будеть 








ЗРО 


Но для разсматриваєм:.хь зкачекній 2 
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и слбдовательно усховіє (42) будеть ввпожнено, если будеть 


ін «і 





ЯР « ую 

Можеть случиться, что веб ЕК внполняють ото убловів. В про- 
тивноюмь-же блучав ин можеюь отбросбить достаточнов число 
начальникь звеньевь для того, чтобн для остальнихь ото усло- 
вів виполнялось. Ото всегда возкожно, потому что Її, можеть 


1 
бить сдбхано шекфе всякой данной величинн, а па Обтаєтся 


У 


всегда бохбе нкоторато отлячнато сть нуля чисха, Ми предпо- 
ложинь сначака первов и обратимся кь форнулі (3). Вь дан- 


номь случаб 
5 У: і 
т/чя 


Св другой сторонн, вь силу убловія (42). заключаєть, на 
основаній (20), что |9,2-1. Повзтому остатокь рада, ввражаю- 





бік" 


щаго Р. будеть по абсолютной величині меньше, чви» 
9 7 у, 


(ун... з (У 

н( жо. ЧО) 
т. е. рядь будеть сходиться равномбрио внутри круга, описан- 
наго изь точки () радіусом т. дтоть рядь состоить низь ра- 
ціональнихь функцій, не обращающихся вь 00 вь разсматря- 


ваємой области, ябо (д,2-1. Шовтому, по йзвісткой теоремі"), 
можно ревратить его вв степенной радь, сходящійся внутри 





") МУ віегзігазв. Даг Рапсбіопевіеєвге, Мопаївіег. 4. К. АК. га Вегіїп. 
1880. Также УУчіегвігавз. АББапдаїапреп вив дег Кипсбіопецівбте. Стр. 73. 
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той-же области, Обозначимь величину зтого ряда чревь м. Ко- 
личество ш будеть изображать величину разоматриваємой дроби 
вь той-жо области. Предположимь теперь, что для виполненія 
убловія (42) притплось отбросить начальння звенья. Приложивь 
вь остальной дроби внипеуказанння разсужденія, получимь сто- 
пенной рядь м, виражающій ету дробь. Для полученія же на- 
чальной дроби, мм должян присовдинить отбротення звенья я 
тогда, если число ихь било р, жк получиюь величину нашей 


дроби 
що Фа ЗФира-з 


Ус Че-а Риф 


тд5ор, Я д, ОтнОосятся кь дроби (41). Такииз образоюь непре- 
риявная дробь представляєтся вт» видів частнаго двухт степен- 
нвхь рядовь, сходящихся в той-же области. Нуля и безконеч- 
ности той дроби суть корни уравненій 


риаирьатт0, Че ир-аст0, 


заключеннье внутри разсматриваємой области. Число яхт дол- 
жно бить конечно внутри зтой области по нзвістному свойству 
степеннмхь рядовь. Итакь функція у можеть бить представлена, 
внутри каждаго круга вь виді частнаго двухь степенянхь ря- 
Довь, сходящихся вь втомь кругів, причень различнииь кру- 
тамь могуть отвівчать различнне степеннне рядн. Позтову 
функція у вифеть лить полюсн внутри каждаго круга, Пред- 
ставимь себь") цілую (апалитическую функцію С, воторой 
корни служили бн полюсами для разсматриваємой функцін. 
Разомотриюь произведенів уСе-Н и развернежь его вт степен- 
ной рядь. Легко видіть, что зтоть ряд оходится для всбхь 
конечнихь значеній переминой. Вь санокь ділі, по свойству 


З) Уеісгвітаза, аг Тієогіє фег еіпдепбідеп апаїубівсїео Рипсйопею. 
ОЇ, йег Акад, за Вегіїп, 1816, Текже вь Аббепдіаюреп вав йег Еапсііо- 
пепієїте, 1886. Стр. 21. 
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степенинхь рядовр, мн получинь тоть-же рядь каков-бн низь 


и, 
внраженій для у нн ни вибрали. Возьмемь вкраженів уча 


» 


тдб и, й о,--Степенине рядн, сходящіеся внутри круга радіусв 





. ЧТ 
т. Проязведенів (7 т. в. 


круга радіуса т и потому можеть бить развернуто вь єстепен- 
ной рядь, сходящійся вь томь-же кругів. ЦПовтому Н нибфеть 
кругь сходимости, котораго радіусь не меньше т. Но т-- про- 
извольноє число, Слідовательно П-- постоянно сходящійся ряд». 
Позтому 


не обращаєтся вв 00 внутри 


Н 
2 
представляєть частноє двухь цілихь трансцендентимхь функцій 
т. в. функцію сь одной существенно особенной точкой в» 00. 
12. Обратикжся теперь кь дроби 


са, 
14 





9 


Я; 
фо 


гав т с,езс2о. Такь какь здісь то с,ревсяого, то, при- 


яссо я--о 


лагая творему члена 10. видимь, что дробь сходится всякій 
разь, когда се не равно отрицательному числу, превн- 


1 
шающену 7 по абсолютной величиніф т. в. дробь сходится ви 


4с 





продолженія прямой, соединяющей 0 сь 


Условія, при которвіхь членн подходящей дроби 
имфють предіВлн. 


13. Мк переходимь теперь кь виводу творемь, дающихь 
условія существованія преділовь числителей и знаменателей 
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опподходащихь дробей. Для зтой ціли м «докажень прежде 
всего сльдующую лемму. Сходимость ряда | | 


резт 


чату анг (баг Чо) ; 
ч 





гд5 |2| меньше нбфкоторой правильной дроби є а т--цілое по- 
ложительнов число, служить достаточнни» условіємь существо- 


ванія шт и, Введежь обозначенія: 
во-с 


«б, 





Шабтби Чун, ПЕ по»-т, (а, за 


аа Гн РР сто, 


о 
)3 
їт 


По условію радь 


аа фай 


ав РО БУР 








сходится. Но 


о аби , 


Фіра ФабЕ 


аа Рана Р: фа, | 


Цоотому рядь 
бо 
У аура кл 
от М 


будеть также сходиться. Слідовательно, положивь 








ап о АР А А азам а 
"Мура прання я Ер и ння ; 
Сп Знані о, 


ВИДИМь, что Ййт ш, существуєть. Но 
ко 


отв (ач РА ана Се « ке ) 


т Ситі 
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или 


п п ВЗ РР 





п, по убсловію, 0,«(є. Слідоватально 
«п | а, 2 
В Ен -. РАНІ «тек. (43) 


Сь другой сторонн, из» разложенія 


езі-рач у 


видно, что при 272»0 будеть 








е7251 --г . 
Позтову 
иа . 
с, а а 
р р ЦО аа 
б, ЗД 
т. 6. 
ра 
в Й ба 
За 
Отсюда 
пз Ка 
е ги ТО Ж о, За 
т-НІ 
Позтошу, на основаній (43), находимь 
о 
дра Орнів 1--е, 


Такь какь с», нифеть предбалт, то отсюда видно, что сь воз- 
растанівнь КЕ до 00, 9,; ОСТавтся меньше нбвкотораго числа, 
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Но количество с,,; вОЗРастаєть сь К, слідовательно оно икіеть 
предфа». то значить, что ряд» Ха, т.в. Хи,--ї,-і ОХОДИТСЯ. 
Шовтому, и шодавно, сходитоя ряд (мо) Т. 0. Ссущест- 


вуєть Ййт м 
ке 


14. При помощи зтой творемн непосредственно докази- 
вавтся сльдующев предложенів. Если количества с вт кепре- 
ривной кроби 

са 


14 





си 


1-Ь, 





сходится, то числитель и знаменатель 
подходящей дроби яміфють предфль для всякато конечнаго зна- 
ченія г. В'ь самомь ділі, числитель и знаменатель подходя- 
щей дроби удовлетворяють уравненію 





В аа а от, . (44) 
Отсюда 
Ко ВНУ б. 


Повтому, на основаній предположенія, рядь 
ее" 
У Кана 
В, 


будеть сходиться. Слідовательто, по члену 13 (гз-0, ца Б), 
будеть существовать йт БВ,. 


паво0 





15. Далбе, если при т сно ряд Ус, расходатся, 


то можеть случиться, что сходятоя рядно Хсуача "Р бан 8 

Хан Сі ли рядно Хісь Рені й УС Сі. Ве аждомь из 
зтихь блучаєвь числитель и знаменатель подходящей дроби 
| иифють предіфльи для всякаго конечнаго значенія 2. В'ь самомр 


Ра 
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дфлф, положивь вь (44) послідовательно пет, т--1, т--2 
и ноключивь изь полученннхь уравненій количества Б, я Вл: 
получиюь зависимость 


Ван 1-КОоа са В, сх ска Вио о (45) 


Отсюда пря тпеєдп, положивь В,, се, находинь 





ате ГІ Кен п С на банванніі С, . 


Отой зависймости можно придать видь 


У ДИНИ /ДДРН  /ДН  ДРА і 
нн Он (сажа Сн б Сана1б)9, | 
г | Р 
2 ( банда ба). | | г 


Такь какь для достаточно большияхь значеній п, при всякомь 
7, РА будеть меньше нікоторой правильной дроби, и, такь как» 


| Кен баг Сан )Є «| сан сні Р; | з Санін ж 3| з 


то, в» силу предположенной сходимости рядов» 


убловія творемн члена 13 будуть виполненн и, сл'вдовательно, 
іт (, т. 6. йт К,, будеть существовать. Но, по (44), 
тез яз . 


Ва Ва 19 


слбдовательно йт Б,, ; также существуєть и равень йт Б., 
пев песо 


т. 6. существуєеть Йййт БВ,. Совершенно также должно поступать 
ного " 


для доказательства теорем, если дана сходижость рядовь 


У суча Р Санні И Хе, сні 2 
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Уа Сан) М Сабо |. Тогда должно в» (45) взать то-дп--Ї 
«Н положить В, зе-Й/,да. Получится зависижость 


Са - І "- (са. "- Сзязь .71 Са 7 бан-лбані С, з . 
откуда совершенно также заключим, что іт. Е, существуєть. 


Йногда случаєтся, что сно для веВбхь значе- 
ній п. Тогда условівиь существованія преділовь будеть слу- 
жить сходимость ряда Хсь,Сьзл| ЛИ, ТАКЬ КАКЬ Ср 
--сходимость ряда сь, Сь,ца|- Шодобнииь же образом, воля для 
вовхь значеній п нибень с,-Кб,ажно, ТО ОСТабтоЯ ХИтЬ 
условів сходимости ряда Х|с,-лСьк| хи ряда Со, бані, бо 
ГР КО 

16. Переходимь теперь кь случаю, когда Ййт с,--с7о0. 

о , 





2 с 
Предположки», что рядь Х4,, тав Ф,--1-- о! бкодитоа. Тогда 
чисантель и знаменатель по: подходящей дроби, по разділеній на 
( -у1-р сх у 
З 
нифють преділн для всякаго значенія 2 вив продолженія пря- 
мой, совдиняющей 0 сь -;-- Для доказательства втого пред- 
зоженія воспохьзувися преобранованівии перен биної 
 1--У1-4оє пр. з, 
"іру1чоая (1-2) 


тдф корень нибеть положительную вещественную часть. Коли 
положим» /1-рісрент р іт, то, по условію, будеть т,0. 
Ймніфек» | 








о |--то-і| /1-рті-рт--дт 
вія 1-ртортп 770 1-рта-ра»-т 
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т. 6. с|«1 , воли т»о 
и г|--1 , если тезо. 


Вь послВднемь случаїб 


1 - 4сж соти , 
схВдовательно , 
. 0 14 
і 


т. 6. г; лежить на продолженін і прино, совдинающей точку 0 


--1 
сь точкой " . Вслдетвів отого преобразованія числитоль или 


знаменатель по" подходащей дроби Б. (г) обратитоя вт дробь. 
Подожаюь 


вада 


Тогда для т,(2) получаєнь язь (44) уравненіе ; 
"таза (1 Зетиа --(1--а)єт. . (46) 
Ото уравненів можеть бить написано так» 


ДА (тині --т,)є -иі 
шируг ВН нац 
" 


Откуда, по члену 13, заключаємь, что при |2|«31 существуєть 
іт т, Но |с|«С1 отвічаєть значеніянь г, указаннниь вь тео- 


яєщо0 


рев. Схвдовательно теорема доказана. 





при зтомь сходятся ряди 24, 4-4, я 4,4, |. Вь таконь 
случай утвержденів предндущей теорешн остаєтся в силі. Вь 
самомь діхі, преобразуя зависимость (15) какь нов предн- 
діщей теоремі, находимь 


ПрРОРЕОЬ ОТ оо 
є рос «в 
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Ттіа Ї ба із) -р2 То (1--4.(1-- аа . 
Отому равенству можно придать видь 


Гана Уа (нн У фара) 
т 


т? 


па В Фнча КО УФуа )2 ба 2 5 - 


т-1 
Положимь т,чеО,, ТАВО Кос 5 ли - о -» Омотря Потому 


каков изв отихь чисель будеть цбяни»ь. Тогда кт функцій // 
можно приложить теорему члена 13. Здісь будеть 


ген (Фоа "РОнаа)2 Ре З. 


Если |г|«С 1, то, такь какь іт а,--0, можно вибрать п 
мезо 


столь большим», чтобн |2,| било меньше нікоторой правильной 
дроби. Такь как» 


ин "- 7 А - («4 В фа )є бюд | Р; | 
«аа дача ані 


и рядн Х4, з-Ь4,| и 44, | по предположенію сходатся, то 
условія теоремк члена 13 внполляются и олідовательно сущес- 
твуєть іт т,, ї Їй Т,,-- Но, по (46), 

по я 





(1 -ь2)г зате Кб) 2Ти 


си сявдовательно оба преділа равин между собой т. е. сущес- 
твуєть Ййт т, | 
пешоо 


18. Приложимь посхбднюю тсорему кь разаоженію 


Ка, 8-1, 1-1, 2) 
К(а, 5; 12 т) 
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вь непрернвную дробь. Зд'ВсьЬ 


(з-рВУчнтоса) 
(29-р1--129-Ю) 








с, 


А юю аа 


о нн сертенто У 
1 


25-34 | 
щ 45-88 | 
70 (2 1)2и4т) 


Ми -- АС 
нн рннрвнни 1) | 


а, 


4 


гав 
А-е9(3а--28--1) 


Ве -19--48(1--а) 
Са уу)--4а(у В) 
Такь что сумив а 4, Р Й, нивЮТЬ Вид 


СА Нм | | 
ТА Ку-р Їм Му 


я пронзведенія 4. ї 4, Й, КИВЮТЬ ВИД 


Р-0»-ь Бу 
9-4 Т9-ь Ом Ум Й ме 


Такь какь отношенів каждаго йзь отихь вкраженій кь общему 


члену оходящагося ряда 
1 
ХГ; 
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нифоть конечньй, отхичньй оть нуля предбль, то условія тре- 
бусжня теорейою члена 17 ввполняются й, охЕдовательно, 
дробь сходится во всей плоскости за исключенівиь отрізка ве- 
щественной оби оть 1 до СО такь, что числятель к знамена- 
тель п?" подходящей дроби, раздВленино на 


це; 


нифють предвян при ю--о00. 


Дроби, отврчающія нисходящимь рядам. 
19. (бращавися теперь кь дробя вида 


Ки 


ак пеРЛИ 


и предположимь существованівє преділовь іт Вес і, іт а,т-а, 
іт ь,єсі. Приведя данную дробь кь виду у (8), получни» дробь 


ЛИЙ 
галі ь 
14, (очні Казочні») | . 


1. 


Праложивь сюда теорему члена 10, виджив, что дробь наша 
сходатся всякій раз, когда г не удовлетворяєть уравненію 
рон 
(ану 4 
гдв положительнов количество і? можеть язийвнаться оть () до 00. 
Откуда видно, что нсключаєння значенія 2 будуть 
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са ії -к 


) 
6 


гав 
12920 


т. 6. образують пряшолинейний отрізокь, ділящійся вт» точкв 


-б є 4/ . 
------ ПОПОЛАМ», НИВЮЩІЙ ДЛВНУу а и аправлоніє такое, 
а - а 


какь /--5. 
а 





| ці . 
Вь частности, воли фосо и зу 2-1, ноключаєннй от- 
а 


різокь представляєть часть вещественной оси оть--1 до-НІ. 














е 
Ото будеть нифть ивсто при К--- 4 Если при отомь а»-і, 
. 4 , 
то Кан дтоть посхідній схучай нифемь вь извістномь 
. примірі 
1.1 
1 1. 3.3 
Дн Рана 57 84 , 
2-- 19 
Що 
АВ | 
--п 1 


Еевіт (22-10) "4 


Поправка кь статьй 
() скодимости непрермвнн ДРОбеЙ. 


И. В. Слецинскаю. 


чо 


А. А..Марковь обратихь мое вийманів на то, что пера- 
венства П. Л. Чебишева, доказанн А. А. Марковниг впервне 
не вь 1884 году. а вь 1883 году вв «бообщеніяхь Харь- 


ковскаго Математическаго Общества». 


9 Фпслииновий.. 


тато 9 ФО ФО ФО СИ. ФО 











з 


Изданія Новороссійснаго Общества Естествонспьтателей 
вь Одесесі: 


Томь і х М. Распродонь. 

Том'ь НІ. Вьп. І-й п 2-й. (Си. ХП т. «Зацисокь» и раньше). 

Том'ь РУ. Вьюп. І-й п 2-й (Си. ХПІ т. «Записокь» и раньше). 

Томь У. Вип. ій м 2-й. 

Томь У. Вьо. І-й Й. Синцовь. О мвловихь губках»ь Сарат. губ. 
(сь 6 табл.). О. Мечникова. О тазовой и плечевой дугів хрящевьхь риб». 
Б. Кацменко. Матерівльі дія нсторій молочной и пировиноградной кисл. 
В. Шманкевич». Обі отношеній нвкоторьжь бевцввтвьхь Кіореіїїаіа кь во- 
доросаямь и грибам» (сь табл. рис.) 1879 г. Ціна 1 р. 50 к. 

Вьл. 2-й. ЇЇ. забаринекії Допохненіє в» монографін М. Кіеіпепіего'а 
«Нудга» (сь 2 табл.). Ид. Мечников». Метерівль кь ученію о вреднюхь на 
есвкомьхоь юга Россія (личинка Апіворіїв). В. Репятово. Кль мореологій мша- 
нокь (сь 6 табл.). С. Танатарь. О строеній Фумаровой ш маленновой киса. 
1880 г. Цвна 1 р. 50 к. 

Прихожен. кь УЇ т. Записокь: КЕіога сйвггопенгіз Е. Ійнавтанн'в. 2 т, 
"Ціна 1іи2т.4 р. 

Томь УТ. Вьл. І-й. Л. Ришави. Альгозогичсскія изслвдованія (сь 
табл.). ШІ. Стиро. Матерівльш для ввученія образованія жехчи. П. Меликовь- 
О производньхь акрилевой кислоть. ИЙ. Синцов»ь. Описанів нікоторьіх» ви. 
довь мезозойских» Окаменівлостей изь Симбирекой к Свратовекой губерян. (є 
2 табл.). Бло-оже. Описавів новьхь и малонзсявдованньхь еормь раковин" 
всь третичньихь образованій Новороссій (єь табл.). 1880 г. Ціна 1 р. 60 к. 

Вмо. 2 й. Л. Рищави. Метеріаль для зихенологической фалорь: Крьма. 
І. фучинокиі Кь вопросу о развитій дождеваго червяка (сь З таблицамнл). 
Р. Прендель. Матеріальш дая геологій сВверо-восточной части Херсонек. губ. 
(сь табл.) 1881 г. Ціна 1 р. 

Томь У ПІ. Вьп І-й. Д. Кожевниковь. Обь анвтомическомь строевій 
лепестковьх» цвВточньх"т покрововь (сь 6 табл.). Р. ШП . Изсабдова- 
нів кристаллическихь породь, развитьх'ь в» бассейнів р. лука и в» вер-: 
ховьнхь Саксагави (сь картой и 4 табл.). А. Ковалевокій. Кль шсторінй роз- 
витія хитонов». С. Танатарь. О хлореубститутахь зумаровой ш махенновой 
кис. И. Депто. Земьтки зюбителя о жизни Макроподь. А. Герич». Обь 
злектрических» лявленіяхь, наблюдаємвіхь при ДиФфузій нВкоторьжхь жидко- 
стей. Й. Красильцийкь. Кл исторій развитія и сястематикВ р. Роїуїота Ертг. 
(сь 3 табл.). В. Репяховь. О хичинкь Роїурогаїйв Пвтосарііачав (сь табл.). 
1882 г. Цена 3 руб. 

Вьгп. 2-й. Ф. Каменокій. Матерівль для мореологій и біологія Мопо- 
ігорь Нуроріїв І. и нбЖфкоторьіхь другихь сапроеитовь (сь 3-мя таблиц.). 
ФР. Шеендель. Матеріваль для геологій сВверо-восточной части Херсонской губ. 
Н. Головкинокій. Результать геодогичеснихь изьсканій и развВдокь на ие- 
копаемьй уголь вь окрестностяхь Балаклавм (сь 5 рис. вь текстів, картой и 
2 табл.). ШІ. Спиро. О нвкоторьіхь явлевіяхь такь назьшв. животнаго магни- 
тизме (гипнотизма) сь З табл. 1883 г. Цвна 2 руб. 

Томь ІХ. Вимл. 1-й. Й. Синцовь. Описананій нових»ь и малоизсаВдо- 
ванних» зоркь факовинь из треті чав образовавій ШНовороесія. Ст. 5я 
(сь табл.). ИЙ. Миклащевскій. Матеріаль для геологій Глуховекаго убВздя. 
Черниговск. губ. (сь табл.). Н. Андрусовь. Замітка о геологическихь изсаз- 
дованіяхь вь окрестностяхь г. Керчи. А. Блоссовскій. Шнетрукція для на- 
баюденія осадковь, грозь и града. С. Дереядлавцева. О развитій коловратокь 
(сь табл.). 1884 г. Пане 1 р. 

Вьл. 2 й. Н. Андрусовь. Геологическія нзелВдованія на Керченеком» 
подуостровВ, прошаведеннья вь 1882 и 1883 г. Л. Реййшнардь. Альгологическія 
нзсавдованія. Матеріяль для мореологій и систематики водорослей Чернаго мо- 
ря єв 5 политипажами и атласомь изь 11 табл. рисунковь. 1885 г. Ціна З р. 

Томь Х. Вьп. І-й. Й. Акинфієвь. Списокь цввтковьх»ь растеній г. 
Буаграда. Ко-же. Очеркь елорьм г. Екатеринослава (сь картой). ЛП. Мвлл.- 
ков». О производньжх изомерньх кротоновьхь кислоть. ЛП. Бучинокій. Крат- 
кій очерк» евунь зимановь Новороссійскаго края. Л. Ришави. К'» вопросу 
о такь назьваємомь гальванотропизмв. БВ. Хмтлевскій. Матеріальш для лорі 
водорослей Беессарабской губ. Н. Дорофтьєвь. Матерівль для альгологической 


г 


елорьо окрестностей Кишинева (и отчагти Кишиневскаго убвзда). Сообщенів 
Й. Спиро, по поводу работь ШІ. Рише, над такь нальшвлємьшь мьісленикім ть 
внушенісиь (зпсєовійоп тепіві. ) и предварительноа сообщеніє /І. Бучинекато 
о развитій Рагаробоузіз соглиів Слогип, 1885 г. Цяна 1 р. 20 коп. 

Вьг. 2-й. 0. Фепяхово. ЮКль анатоміп и исторій развитія Діпоріішя 
сугосійабцв 0. ЗебтоїЧ; сь 4 табл. рис. С. Шереявлавцева. Ртоіозог Чернато 
моря ст. З табл. рис. | 

Том ХІ. Вп. Мй. Й. Ліорино. Ко исторій развитія речнаго рака, 
В. Хміаєвскій. Кл мореологій Шап'оїгісьтто гозепта Согів. А. Ковалевскії 
и Д. Шульцнь. ЮК исторій рагзатійя коакасекаго екорпіона (Апдгостопиз 
огпаїпз). В. Хавкинь. Кл вопросу о питаній Звглень и Астазій п значеній у 
них» ротоваго аппарата. Й Арасиаюцикь. О грибньхт бодвзняхь у насб 
комнхь. Р. Шрендель, Кристаллическія породь: горь  Кастель и срилегаю- 
щихь кь ней мбістностей. Ш. Красильницкь. Матеріахьі кт естественной иєто- 
рій й спстоматикВ флагедлатт. М 

Вьл. 2-й. А. Клоссовокій. Метеорологическія наблюденія, аройизведенньшя 
вь Одессв, а также на дождевьш станціях» Хереонской губерній. Май--ав- 
густь 1886 г. Н. Андрусовь. Кль геозхогій Корченского полуострова. Часть П. 
М. Шультнь. Стровнів цереброспинадьной систомь амоибій и рептилій. Цена 
2 руб. 50 коп. . 

Томь ХП. Вип. |й. М. Умовь. Законь растворимости нбікоторвіхь 
солей. ДІ. Балашева. О вліяній вившней средь м преимущественно обьема 
водного бассейна ша нібкоторьіхь наз єлизняковь (сь 1 таб. рис). 4. Клос- 
совокій. О колебанінхь температурь п плотности морекой водь вблизи Одес- 
сьо (сь 1 таб. рис). Г. ФБольтке. Кь неторій развитія Огозрога шігарііз 
Агевеї (сь 2 таб. рис.). Р. Савельовь. Свойства психрометра (сь 1 таб. рис.). 
0. Нусбаум». Гл, вибріологій Музіз Спатасіво ТРрошрави (сь 8 таб. рис. и З 
полит. в» текств). БВ. Хавкинь. Законьшо насавдетвенностя вт примбневіг кт, 
однокаВтньмь организмамь,. Ціна З руб. 

Вьп. 2-й. Р. Прендель. О вилуийті (Сь таб. рис.). Н. Кульницкій. Ма- 
теріаль для изученія кишечнаго канала рьбь. А. Клоссовокій. Краткій от- 
четь о наблюденіяхсь вад осадкама м грозами, пройзведенньми на югв Рос- 
сій сь і ннваря по 31 іюля 1937 г. И. Синцовь. О водоносньхь слонхь Ки- 
шинева. /ло же. Нвеколько словь о степньхт отложеціяхь аВваго берега 
Волги между кол. Ровньшт и сел. Духовцицкимь. Ю20 же, Зом'бтки о новьіхь 
пліоценовьіх» отложеніяхт ЇОжной Россія, Цівка 2 руб. . 

Томь ХПІ. Вьпл. І-й. П. Бучинокії. Лень Семеновичь Ценковекій 
(біографическій очеркь сь портретом»). 0. Заленокій. Р-ічь, посвященная па- 
мяти ЇЇ. 0. Ценковскаго. 1. Ришави. То-же. Г. Скадовскій--То-же. Й. Кар- 
вацкії.- То-жо. 4. Капосовокій. Осадки Юго-Западпой Россіп, ихь распредб- 
хенів и предеказанів (сь 6 табл.) В. Хмиьлевскій. Кл вопросу о копуанцій 
ядерь при половомь процесев у грибовь. Фло-жо. Кль вопросу 0 всасьваніий 
водьі надземньшми частями. Й. Сцнцаяв». Обл оренбургеко-самарской юр. 
С. Танатарь. Дійствіє іодистаго метилана на мадоновьй зФирь. М. Бала- 
шева. О вліяній вившней ередь и преймущественно температурьі вод 
воздуха на Ріспогрівз Уегіїа. 

Вьг. 2-й Некрологь. Н. Коппень, Наблюденія надь щупаарцевьши ин- 
фсузоріями (Тепіасційега) сь 3-мя таблицами. С. Танатар». О хлорсубсти- 
тутахь Фумаровой и маленновой гпслоть, А. Кадосовокій. Краткій отчеть о 
ДВительности метеорологической обсерваторія Ймператорскаго Новороссійскасо 
Универсптета сь 1-го января 1336 года по 1 сентября 1888 года. Н, Морине. 
Наблюденія над» развитівм'ь пауков»ь. (сь 4 табл. п З рисунками вь тексті). 
Н. Кеппонь, Замттка обь змбріональньхь шарах»ь Родорігуа ападгірагбвіва. 
С. Танатарь. Алипомаловая кислота изь бромойзоянтарной. 

Томь ХГУ.. Вин. І-й. ПП. Умов». Дифузія воднаго раствора поварен- 
ной соли, Й. Кацменко й ГГ. Пекаторось. О вліяній НСЇ й хлористьхь ме- 
талловь на Фотохимическоє раздоженіє хлорной водкі, А. Ковалевекій. О вь- 
двлительньхо органахь безпозвоночньхь животньхь, П. Зелинсокьй. Кл во- 
просу обь изомеріл вь тіоееновом» ряду. 4. Кіоззошаку, Б'еовбтюдтаріїе ЙЇе М. 
ТіпіспепКко. А. Кадссовокій. Матеріавльо для разработки вопроса о заносаж'ь. 
А. ПІ. Зйомондь. Спвепкь дикорастущихь растевій в окрестностяхт г. Кп- 
шинева и ст. 0. 3. ЖК. Д. Раздільной, собранньжь весною 1888 г. Й. Ше- 
карскій. О перитрахсальньомь клвткахь насбкомьхт. -. 
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Складь изд. при Новороссійск, Общоствв Естествонспьт. вь Одессб. 
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